(αοοσίε 


Της 5 α ἀῑρ]ίαὶ οοΡΥ ο α ΒΟΟΚ (Παί ννας ργο5ογνες [ΟΥ ροπογαίἴοης οη ΗΡΓΑΓΥ 5Ώο]νος Ρο[οτε Τί ννα οαγοΓ]1γ 5εαηποά ὉΥ Οοοβ]ο α5 ρατί ο α ργοίοςί 
{6 πηαΚο (ο ν/ον]ά”5 Ροκ» ἀἰδεονοταρ]α οπ/ΐπο. 

Τ{ Πας φγνίνος Ίοπρ εποιιρΏ ΓΟΓ ἴπο οοργτίρΗί {ο εχρίτο απά (ο ΒΟΟΚ {ο οπίοτ (πο ριδ]ίο ἀοπιαίη. Α ρυδ]Ιο ἀοπιαίπ ΒοοΚ 15 οπε (μαί ν/α5 πονοι 5ιθ]εοί 
1ο οοργΠίΡΗί οἵ ννηοςε Ἱεραὶ οοργτὶρΏί (ου πας οχρίτος. Ν/Ποίλοτ α ΒΟΟΚ 15 Ίπ (ο ρυδ]ίς ἀοππαίη πΊαΥ νατγ οοιηίσγ {ο οοιπίτγ. Ρις ἀοπιαίη θουΚς 
ἃτο ΙΓ ραίονναγ» {ο [ο ρα»ί, τεργοδοπίίηρ ἃ ν/οσ]ι ΟΓ ΠΙδίοΓΥ, ου]ητο απά Κπονν]οάρο (μα!75 οΓίοπ 4 [ῆοι]ί {ο 4ἴδοονοτ. 


Ματ», ποίαίἶοπς απά οίμποτ πιαγαἰπα]α ρτοδοπί ἵη (ο οηἱρίπα νο]ηπηο ννἩ] αρροατ ἵῃ μή ΠΙο - α τοπηίηάογ οἳ η] ΡοοΚ”5 Ίοπρ Ιουσπο [τοπη (ο 
Ρυ[μοτ {ο α Πθτατγ απά βπαΙΙγ {ο γοι. 


Όσαρε ριἱἀ είπες 
ΟοορΙς ἰ5 ρτοιιά (ο ΡαΓίΠΟΓ ν(Ἡ ΠὈγαπος {ο ἀἱρίήζο ριβ]ίο ἀοπηαίη πηαίογία|5 απά π]αΚο (Ἠοπῃ ννίάε]γ αεςσδίθ]ο. Ρηδς ἀοππαίη θουΚς Ῥο]οήᾳ {ο {Πο 


Ρυδ]ίο απά νο αγο πηοτο]Υ (ποῖγ ομδίοΚίσης. Νενογίμο]α». Επ]5 ννοίΚ ἶ5 οχροηδίνς, 5ο ἵη οΓ4οτ {ο Κεερ Ρτονίάίπρ (ής τοςουπος, νο Άανο ἴπΚοη 5ίερς {ο 
Ῥτονοπί αθιισα Ὁγ οοπηπηοτοῖα! ραπί1ο5, Ἱπο]αάίπς Ρ]ασῖπς (οσμηίσα! τοδιτ]οίῖοπς οἩ αἰοπιαίοά αιοτγίπᾳ. 





Νίο αἰδο αδΚ (μαί γου: 


4. ΜαΚε ΠΟΠ-εοηπιεγοίαΙ τε οἱ ἵΠε Πἱες Νίο ἀεδίρηοὰ Οοορίο ΒοοΚκ 5εατεῇ [ογ 15ο Ὦγ ἱπάϊνίάια] 
Ῥοιβοπα1, ποη-οοπηπηοτοῖαἰ ριγροδες. 





απ ν/ο τοβιιεςί (παί γοιι 15ο (ηοςο βίος [ο 


4 Κοβγαίη βοπι αμίοπιαίεά φιιεγγίπρ Ώο ποί 5οπᾷ αμίοπηαίοά αιιοτῖος ΟΓ αΠΥ 5οµ! {ο 6οοβΙς)5 δγδίοπ1: 1 γοι απο οοπΚιιείίης τοδοατοἩ οἩ πιασβίπο, 
(αηδ]αίοη, ορίίσα] ομαγασίογτεςορπἰήοη ΟΥ οίμοΓ ἄγοας ννογο αοος55 {ο ἃ Ίαήσο απιοιιηί ΟΓ {οχί ἶ5 ΠοΙρΓΗΙ, ρ]οᾶδο οοπίαςί 15. ἸΜία εποοιταρο (ο 
μ.ο ΟΓ ριδ]1ο ἀοππαίη πιαϊογίαἰ5 [ΟΥ (ηο5ο Ριήροδες απά π]ᾶΥ Όο αδ]ε {ο Ποἱρ. 


4 Μαἰηιαϊῃ αηγρίοη Τηο 6οοβ]ο "νιαίοπηανκ” γοιι 5ος οπ οαςἩ β]ο ἶ5 οδδοπίἶα! Γος {π[ογπηίης Ροορ]ο αβοιί (Πίς ργο]εσί απά Πεἰρίπς (ποπ μπά 
αἀαίοπα] πηαίογία!ς (Πτοιισα Οοορ]ς ΒοοΚ 5εατοῃ. ΡΙσᾶςο 40 ποί {οπ]ονο Πῑ. 


4. Κεερ ἴ Ιέρα! Ὑαίονοτ γοιΓ 5ο, ΤΟΠΙΟΠΙΡΟΓ (λαί γοιι απο τοδροπε!ρ]ο [ος οπδυίης (παί ννμαί γοιι ατο ἀοίηρ ἶ5 Ἱαρα]. Ώο ποί α5δηπιο ἴαί {ης 
Ῥοσαι1δο νο Ῥο]ίονο α ΒοοΚ ἰ5 ἵπ (ο ρυδ]ίο ἁοππαίη [ΟΥ 15ος ἵπ [ιο Ὁπίισά δίαΐς», ἰμαί ενα ν/ουΚ 15 αἰσο ἵπ (1ο ρυδ]ίο ἀοπιαῖπ [ος µ5ους ἴπ οίοΓ. 
οουη(ῆος. /Πείμογ α ΡοοΚ ἶ5 5] ἵπ οοργτίρΗί νατίος [τοπη οοιπίσγ {ο οοιπίτγ, απά ν/ο απ! ο[[ογ σιήάπηος οἩ ννμοίΠοΓ αηγ δρεςῖβο µ5ο ΟΓ 
4ηΥ ροοἶῇο Βοοκ 15 αον/οά. Ῥ]εαδο 4ο ποί αδδιπιο (παί α ουκ” αρροαταποο ἵη Οοορ]ο ΒοοΚ οαγοἩ πισαπς 1{ οαπ Ός 156 ἵη ΑΠΥ ΠΙΔΠΠΟΓ. 
αηγννηοτο ΊΠ (1ο ννογ]ἀ. ΟοργπρΗί Ιπ[ππσοπιοπί ΠαδίΠ( οαπ Όο απίο 5ονοτο. 






ΑΡουί (οοβ]ε Βοοκ 8εαγεὰ 


ΟοορΙς5 πηὶφδίοη {5 {ο οραπίΖο (ο ννογ]ά”5 Ἱπ[οππαίοἨ απά {ο πιακο Τί απίνοια!]γ αεοοδῖθ]ο απά ιδο[η]. (οορΙο ΒοοΚκ 5οαγομ Ποαῖρς τοαᾶοις 
ἀῑδεονοτ (Πο ν/ογ]4᾽5 ΏοοΚς ννπῖ]ο Ποιρίηρ απίηους απά ρι0]ή5μους γοαςῇ πονν αμάίοποςς. Ύοιι οαπ 5εατοῇ (Ἠτοιρϱῃ {Πο Γ]] {οχί ο[ (μή ΒοοΚ οἩ (ο νο. 
ΠΕ ΕΡ://βοοΚς5.6σοσα]6- σοι] 





























Ἱ. 


προὐποθέτει, ἁἆλλ ἁπλῶς στηρίζεται ἐπὶ τοῦ πολλαπλασια- 
σμοῦ᾽ κατὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦτον ὃ λογάριθμος ἀχεραίου ἀριθμοῦ 
ἐκφράζει (πλὴν ἑνὸς) τὸ πλῆθος τῶν ψηφίων αὐτοῦ καὶ τῶν δε- 
καδικῶν δυνάμεων αὐτοῦ. Ἡ θεμελιώδης ἰδιότης τῶν λογαρίθ- 
µων εὑρίσχεται ἐκ τοῦ δρισμοῦ τούτου ἁπλούστατα χαὶ στηρί- 
ζεται ἐτ. εἰ τῆς στοιχειώδους ἱδιότητ τος το 0 Ἑολλαπλασιασµοῦ» 
να) ἢν τὸ γινόμενον Αύο ἀριβιῶν ἔχει τόσα ψηρία, ὅσα ἔγου 
σιν ὁμοῦ οἱ παράγοντες ἢ ἓν ὀλιγώτερον. Ἡ ὁὲ εὗρεσις τῶν λο- 
γαρίθµων γίνεται κατὰ τὼν νέον ὁρισμὸν µόνον διὰ πολλαπλα- 
σιασμοῦ. Τοιουτοτ τρόπως ἀποβαίνει ἡ θεωρία τῶν δεκαδικῶν λο- 
γαρίθμων καὶ συντοιωτέρα χαὶ ἁπλουστέρα. 

Τοὺς ἄλλους ὁρισμοὺς τῶν λογαρίθμων καὶ τὰ διάφορα λο- 
γαριμικὰ συστήµατα ἐξέθηχα διὰ βραχέων ἐν παραρτήµατι’ 
τοῦτο δὲ Γάριν τῶν θελόντων νὰ σπου2άσωσι τὴν ἀνωτέραν µα- 
θηµατ κ ήν] διότι διὰ τοὺς ἄλλους φαίνονταί µοι ταῦτα ὄλως 
περιντο 

Αντὶτ τῶν συνεχῶν κλασμάτων παρέλαβον τοὺς συνουασμοὺς 

μ.μ 
καὶ τὰ περὶ αὐτούς' οιό τι καὶ γρησιµώτερα εἶνε ταῦτα καὶ πρὸ 
τὸν σκοπὸν τῆς στοιγειώδους ἐκπα:λεύσεως φαΐνονταί µοι ιἄλλον 
συντελοῦντα. 

Τὰ διὰ μικρῶν στοιγείων τυπωθέντα, ὡς γαὶ ἐκεῖνα, ὧν προε- 
τάγβη ἀστερίσκος, δύνανται νὰ παραλείπωνται, ἐὰν ὃ ρένος 
ὃὲν συγγωρῇ τὴν διῥασκαλίαν αὐτῶν. 


αγ 


Ἐν ᾿ 4θήναις, τῇ 1 Ιουνίου 18685 


ΙΓ. Ν. ἉατζιδακιΣ 


ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑ 


ΕΙΣΑΓΩΤΑΗ 
ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΡΧΑΙ ΤΗΣ ΙΣΟΤΗΤΟΣ ΚΑΙ ΤΟΝ ΤΕΣΣΑΡΟΝ ΠΡΑΞΕΟΝ 


ΚΕΓΦΑ Αλ Α[Γον α’ 
ΑΙΕΡΑΙΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
Προκατασντιεκχὶ ἔννοτλκει 


Ἱ. Ἐὰν συγκρίνωµεν πλῆβος ἐξ ὁμοίων πρχγυάτων συγκείµενον (ἢ 
τῶν ὁποίων παρχβλέπομεν τὰς διαφορᾶς) ποὸς ἓν τῶν ποαγµάτων τού- 
των, σγηματίζομεν τὴν ἔννοιαν τοῦ ἀριθμοῦ. 

᾿Αριθμὸς ἄρα εἶνε ἔννοιχ, δι ἧς ἐκφράζομεν τὴν σχέαιν πολλῶν 
ὁμοίων πραγμάτων πρὸς ἓν τούτων, ὅταν θεωρῶμεν αὐτὰ µόνον ὡς 
πρὸς τὸ πλῆθος. 

ϱ. Τὸ ἓν τῶν πραγμάτων, πρὸς ὃ συγκοίνεται τὸ πλᾶθος, λέγετχι 
µονάς. 

ὃ, Οἱ ἀριθμοὶ ἀποτελοῦσι σειοὰν ἄπειρον ἀργομένην ἀπὸ τοῦ ἑνός, 
έν ή ἕκαστος γίνεται ἐν τοῦ προηγουμένου τῇ προσθήκη μιᾶς μµονά- 
δος. Διὰ τοῦτο ὁ ἀριθμὸς δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς ἄθροισμα πολλῶν 
μονάδων, τοι ὡς ἀποτελούμενος ὑπὸ τῆς µονάδος πολλαχις έπανα- 
λαμβανομένης. 

4. "ἶσοι λέγονται δύο ριθµοί, ὅταν ἑκάττη μονὰς τοῦ ἑνὸς ἔχη 
ἀντίστοιγον μίαν τοῦ ἄλλονυ, καὶ τἀνάπαλιν. 

”"Ανισοι δέ, ὅταν µονάδες τινὲς τοῦ ἑνὸς δὲν έγχωσιν ἀντ'στοίγους 
εἰς τὸν ἄλλον' τότε ὁ πρῶτος λέγεται μείζων τοῦ δευτέον, Ἡ ὅτι 


κ ϕ , 
ἔχει περισσοτέρας µονάδας ἡ ὁ δεύτεους 


να στ" 


-. 48... 


διὰ τοῦ α--β, ἢ διὰ τοῦ β--α (διὰ μὲν τοῦ α--β δηλοῦμεν, ὅτι εἰς 
τὸν α πρέπει νὰ προστεθῇ ὁ β, διὰ δὲ τοῦ β-|-α δηλοῦμεν τοὐναντίον, 
ὅτι εἰς τὸν β πρέπει νὰ προστεθῇ ὁ α)’ χαὶ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀριθμῶν 
α, β, Ὑ, ὃ παρίσταται ἀδιαφόρως διὰ τῶν 
α-β.:Υ:5, ἡ α-ΕΥ-Γ53-β, ἢ δ1:β1Γα-ΕΥ, κηλ. 
ἔνθα ἡ τάξις τῶν ἀριθμῶν δηλοῖ καὶ τὴν σειρὰν τῶν πράξεων. 
Τὸ ἄθροισμα ἐγκλείεται συνήθως εἰς παρένθεσιν, ὅταν ἐπ᾽ αὐτοῦ πρό- 
χειται νὰ γίνη καὶ ἄλ)η πρᾶξις ὡς 
(α--β) «ΕΥ, (α--β-ΕΥ) 5, κτλ. 
14. Ἐκ τῆς εἰρημένης θεμελιώδους ἰδιότητος τῆς προσθέσεως πηγά- 
ζουσιν ἀμέσως αἱ ἑπόμεναι. | 
19. ᾿Εν παντὶ ἀθροίσματι δύνανται νὰ ἀντικατασταθῶσι δύο ἢ πε- 
θισσότεροι προσθετέοι ὑπὸ τοῦ εὑρεθέντος ἀθροίσματος αὐτῶν. 
Ἔστω ὡς παράδειγµα τὸ ἄθροισμα 
α-Γ-β-ΓΥ-Ι-δ-Γε. 
Λέγω, ὅτι οἱ προσθετέοι β χαὶ ὃ δύνανται νὰ ἀντικατασταθῶσιν ὑπὸ 
τοῦ ἀθροίσματος αὐτῶν (β-:-δ). 
Διότι τὸ αὐτὸ ἄθροισμα εὑρίσκομεν χαὶ ἂν προσθέσωµεν τοὺς ἀριθ- 
μοὺς ὡς ἑξῆς 
α--δ--α--Υ--ε] 
ἐὰν δέ, ἐκτελοῦντες τὰς σεσημειωµένας πράξεις, περιορισθῶμεν εἰς τὴν 
πρόσθεσιν τῶν δύο πρώτων ἀριθμῶν, εὑρίσχομεν 
(β-Ι-δ)-α---Υ-ε. 
Ἡ αὐτὴ πρότασις δύναται καὶ ὡς ἑξῆς νὰ ἐκφρασθῇῃ. 
16. Εν παντὶ ἀθροίσματι δύναται οἱοςδήποτε τῶν προσθετέων νὰ 
ἀντικατασταθῇ ὑπὸ ἀριθμῶν ἐχόντων αὐτὸν ἄθροισμα. 
"Ἠτοι ὁ ποοαθετέος (β -|-δ) δύναται νὰ ἀντικατασταθῃῇ ἐν τῷ ἀθροί- 


σματι (9-|- δ) -ἵ-α-|-Υ- -ε ο ὑπὸ τῶν β καὶ δ. 


17. Εἴτε εἷς ἄθροισμα προστεθῇ ἀριθμός, εἴτε εἷς ἕνα τῶν προσθε- 
τέων τοῦ ἁθροίσματος, τὸ αὐτὸ προκύπτει ὁλικὸν ἄθροισμα. 
Διότι πφροσθέτοντες τὸν ε εἰς τὸ ἄθροισμα α--β-ΓΥ-ἱ-ὸ, εὑρίσκομεν 
τὸ ἄθροισμα 
α--Ρ-ΓΥ-Γδ-Γε 
ἦτιτ  «αεΚβΥ-Γὸ, ἃ («-Γε)-Ρ-ΕΥΓδ 
ἐξ οὗ βλέπομεν, ὅτι τὸ αὐτὸ προκύπτει ἄβροισμα« καὶ ἂν προαθέσωµεν 


τὸν ε εἰς ἕνα τῶν ποοαθετέων, οἷον εἰς τὰν α. 

















-- ιὶ -- 


Εὰν πολλαπλασιάσωμεν τὸ Ὑινόμενον τοῦτο ἐπὶ ὅ καὶ λάδωμεν 
ὁπ ὄψιν τὴν πρώτην ἰδιότητα τοῦ «πολλαπλασιασμοῦ, εὑρίσκομεν 


1 » 
ία ο) Ὦ Ὁ α. (στ Ἂ ἦτοι α. 1. Ἴτοι α. 


Ἐκ τούτου ῥλέπομεν, ὅτι τὸ α. --- εἶνε τὸ πέµπτον µέρος τοῦ α’ διότι 
πεντάχις ληφθὲν ἔδωκε τὸν α. 


ρ ρ , 1 
᾽Αμοίως ἀποδεικνύεται ἐν γένει, ὅτι τὸ γινόµενον α. --- εἶνε τὸ µ ὸν 
μ 


µέρος τοῦ α. 

Ἓκ τούτου συμπεραίνοµεν, ὅτι, διὰ νὰ διατηρήσωµεν τὰς ἀρχικὰς τοῦ 
πολλαπλασιασμοῦ ἰδιότητας καὶ εἰς τὸ νέον σύστημα, πρέπει νὰ ὁρίσω- 
μὲν τὸν πολλαπλασιασμὸν τοῦ τυχόντος ἀριθμοῦ ἐπὶ τὴν κλασματικὴν μο- 


νάδα ὡς µερισμὸν τοῦ ἀριθμοῦ εἷς µ ἴσα µέρη. 


48. “Ὁ δὲ πολλαπλασιασμὸς ἐν γένει πρέπει νὰ ὁριαθῇ ὡς πρᾶξις, 
δὲ ἧς δοθέντων δύο ἀριθμῶν α καὶ 6, εὑρίσχεται τρίτος συγκείµενος 
ἓε τοῦ α καὶ ἐκ τῶν μερῶν αὐτοῦ, καθ) ὃν τρόπον σύγκειται ὁ 6 ἐκ 
τῆς µονάδος 1 καὶ ἐκ τῶν μερῶν αὐτῆς. 

Διότι, ἂν ὁ β σύγχειται ἐκ τῶν μονάδων 


1 
ΙΕ 1 Γ-ᾱ-Ἔ-κ-Ἔτρο 


τὸ Ὑινόμενον θὰ εἶνε α. ί --- ἶ -ἷ- -ᾱ- Ἔπτ Έτ, 
ἧτοι χατὰ τὴν ἐπιμεριστικὴν ἰδιότητα 
1 1 1 
αἱ -γ-α. 1 Τατ Γα τς Γαπτι 


Τοῦτ ἔστι (43) α-α---οἜ-ς- τς 


49. “Ἡ διαίρεσις ὀρίζεται ἐκ τοῦ πολλαπλασιασμοῦ (5ῦ)' ὥστε ὅ 
ὁρισμὸς αὐτῆς μένει ὁ αὐτός. 

50. Ἐκ τῆς ἀριθμητικῆς εἰξεύρομεν, πῶς ἐχτελοῦνται αἱ πράξεις τῶν 
χλασματικῶν ἀριθμῶν. ᾿Ενταῦθα παρατηροῦμεν µόνον, ὅτι διὰ τῆς εἶσα- 
γωγῖς τῶν χλασματικῶν ἀοιθμῶν ὁ πολλαπλασιασμὸς καὶ ἡ διαίρεσις συν- 
εχωνεύθησαν εἰς µίαν πρᾶζιν καὶ ἀπέραλον την πρώτην αὐτῶν σηµασίαν, 
καθ ἣν ὁ μὲν πολλαπλασιασμὸς το ἐπανάληψις τοῦ αὐτοῦ ἁριθμοῦ 
πολλάκις, ἡ δὲ διαίρεσις µερισμὸς ἀριθμοῦ εἷς πολλὰ µέρη ἴσα. 








--- 156 --- 


Πρόσθεσις. 
ΟΙ. Εν οἱ προαθετέοι ἀριθμοὶ εἶνε δμοειδεῖς, ἡ ποόσθετις αὐτῶν δὲν 
Φιαφέρει τῆς τροσθέσεως ἐν τῷ χκλασματιχκῷ σ,στήµατι. 


τ .” [ α) | ] 10 3 4 4τ 
Οὕτως εινε ο --0---] 1], τα --- η στ οἱ) 8 --- ο π 40 

σ ͵ τ , , ͵ 1’ 1’ - 1460)’ 8’ 4 -- 4’ 
ὉΟμοίως εἶνε ὅ΄-|-θ’---!Ι΄, ο Ἔππω, Ὢ πρ 


Ἐὰν δὲ εἶνε ἑτεροειδεῖς, ἡ πρόσθεσις αὐτῶν ἀνάγεται εἰς τὴν ἀφαίρὲ- 
σιν ἐν τῷ κλασματικῷ συστήµατι δύο δὲ ἀντίθετοι µονάδες συναποτε- 
λοῦσιν (ὡς ἐχ τοῦ δρισμοῦ αὐτῶν ἔπεται) τὸ 0). 

Διότι εἶνε αν. λιὰ , 

ΐ 16 15’ 19’ 10 
λα ο ἳ 
Ἡ ἀργικὴ διότης, τῆς (προαθέσεως τῶν ἀχερχίων διατηρεῖται 
καὶ ἐν τῷ συστήµατ. τούτῳ. «Διότι ἔστωσαν τυχόντες προσθετέοι οἱ 
ἀ 5 ὃ 
3) δ) 86) 4 
γνωστὰ ἐχ τῶν κλασμάτων) 


: ἐὰν ἀντ' αὐτῶν λάβωμεν τοὺς ἴπους αὐτῶν (κατὰ τὰ 
12 ο 15’ 18 
οι, ----τ-, τε --, τὸ ἄθοοισυα θὰ ἆπο- 
δι, οἱ) ο” 94 - κ 
τελῆται, κατὰ τὸν ὁρισμὸν τῆς ποοαθέσεως (11), ἐκ δί) θετικῶν μονάδων 
(εἰκοστῶν τετάρτων) χαὶ ἐς ὁδ ἀντιθέτων αὐταῖς. "Αλλ᾽ εἶνε φανερόν, 
ὅτι χαθ᾽ οἱανδήποτε τάζιν καὶ ἂν Υΐνη Ἡἡ πρόσθεσις, αἱ 9ὃ ἀρνητικχὶ µο- 


δες θὰ ἐ-ο,δετεοώσωσιν 9ὸ θετ σας χαὶ θὰ µείνωσιν ὡς ἄθροιασρκ ἵ 





ἙἝκ τούτου ἔπεται, ὅτι πρὸς εὕρεσιν τοῦ ἀθροίσματος πολλῶν ἀριθμῶν 
ῃ , . : 
δύναταί τις νὰ προσθέση γωριστὰ τοὺς θετικοὺς καὶ γωριστὰ τοὺς ἀρνητι- 
Νο - / - ο’ 
χούς, μετὰ δὲ ταῦτα ν ἀποτελέσῃ ἐκ τῶν δύο ἀβροισμάτων ἕνα µόνον 
ἀριθµόν, Ἡ θετικὸν Ἡ ἀρνητικὸν ἡ καὶ 0. 


Παραδεέγματι. 
5 Το γα σοῖ -1 τι 
αν 8ὐ 
το ο μπω 
1 -- 2 υ“--- | 
ΣΗΜ. ᾿Επειδὴ τὸ ἄθροισμα ὁσωνδήποτε μονάδων, εἴτε τοῦ αὐτοῦ εἴδους 
εἴτε χαὶ μή, πάντοτε ἀνάγεται εἰς πληθός τι μονάδων τοῦ ἑνὸς εἴδους, 
Ἡ εἰς τὸ 0, δυνάµεθα νὰ ὀρίσωμεν τὸν 3ριθμὸν γενικώτερον ὡς ἄθροισμα 
Φιονάδων», ἀδικφοροῦντες, ἂν αἱ μονάδες εἶνε τοῦ αὐτοῦ εἴδους Ἱ οὐ. 











---. 25 -- 


ἂν θέλωµεν νὰ διατηρηθῇ ἡ ἀρχικὴ ᾖἵδιότης τῶν δυνάµεω», δέον νὰ- 
ὁρίσωμεν ὡς πρώιην δύναμιν παντὸς ἀριθμοῦ (πλὴν τοῦ 0) αὐτὸν 
τοῦτον τὸν ἀριθμό», ἦτοι αἷ---α. 

᾿Εὰν ἐν τῇ αὐτῇ ἰσότητι τεθῇ μ--θ, προχύπτει α)α-----α-' 
ἐξ οὗ βλέπομεν, ὅτι αὖ εἶνε πηλίκον τοῦ α) διαιρεθέντος διὰ α”, Ίτοι 
εἶνε ἴσον τῇ µονάδι 1 (ἐὰν μὴ εἴνε α---0), ὥστε αἲ οἴουδήποτε ὄντος. 
τοῦ α (πλὴν τοῦ 0) δέον νὰ δοισθῇ ὣς ἴσον τῇ µονάδι Ἰ. 


Διαέρεσις δύο δυνάµεων τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ. 


19. Τὸ πηλίκον δύο δυνάµεων τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ εἶνε πάλιν δύναμις. 
τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ ἔχουσα ἐκθέτην τὴν διαφορὰν τῶν δύο ἐχθετῶν' τῆς 
διαφορᾶς δὲ ταύτης µειωτέος μὲν εἶνε ὁ ἐκθέτης τοῦ διχιρετέου, ἀφαιρε-- 
τέος δὲ ὁ τοῦ διαιρέτου. 

'Ὑποθέσωµεν, ὅτι πρόκειται νὰ διαιρεθῃ αἲ' διὰ αὖ, εἶνε δὲ μὸν' λέ-- 
γω, ὅτι τὸ πηλίκον εἶνε 
α ο 

Διότι τοῦτο πολλαπλασιασθὲν ἐπὶ τὸν διαιρέτην κατὰ τὴν ἀρχικὴν- 
ἰδιότητα τῶν δυνάἆµεων δίδει αἲ -'. α), Ἡ αἳ, τοι τὸν διαιρετέον" 
ὥστε εἶνε 





Ὑπετέθη μ}Σν ἀληθεύει δὲ ἡ ἰσότης αὕτη, καὶ ὅταν εἶνε µ--ςν'- 
ἁότι τότε γίνεται 


μ. 
α' 


-. αὐ- 1 
χ . 
αἵ' 





0, 


. 


ΣΤΟΙΧΕΙΟΔΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑ 


ΒΙΒΛΙΟΝ Α.. 
Β ΑΛΤΕΒΡΑ ΚΑΙ ΑΙ ΑΛΙΓΕΒΡΙΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α’. 
ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΗΚΤΙΙΚΑΙ ΕΝΝΟΙΑΙ 
Ὀρισμὸς τῆς ᾿Αλγέθρας. 

Άλγεβρα εἶνε γενικὴ ἀριθμητική: ἀσχολεῖται δὲ περὶ τοὺς ἀριθμοὺς 
ἐπ αὐτῶν ζητήματα. 
ἓν ἀριθμητική, ἀσχολουμένη περὶ τοὺς ἀριθμούς, ἀποβλέπει κυρίως 
εὕρεσιν τῶν τρόπων, καθ) οὓς ἐκτελοῦνται αἱ ἐπ) αὐτῶν πράζεις᾽ 
Ύεβρα έρευνᾷ τὰς ἐπὶ τῶν ἀριθμῶν ὑπαρχούσας γενικὰς σχέσεις" 
τ τὰς σχέσεις, αἴτινες ὑπάρχουσι μεταξὺ δύο ἡ περισσοτέρων ἀρι- 
λἰοιδήποτε καὶ ἂν εἶνε οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι ὅτι δὲ τοιαῦται σχέσεις 
μπιν, ἐμάθομεν ἐν τοῖς προηγουµένοις. 
τὰ ἐπὶ τῶν ἀριθμῶν ζητήματα λύει ἡ ἄλγεβρα κατὰ γενικήν τινα 
, ἥτις στηρίζεται ἐπὶ τῶν εἰρημένων γενικῶν σχέσεων τῶν ἀριθμῶν" 
αὐτὰ ναὶ γενικώτερον' διότι ἐπὶ ἑχάστου ζητήματος εὑρίσκει τὰς 

αἴτινες πρέπει νὰ ἐκτελεσθῶσιν ἐπὶ τῶν δεδοµένων ἀριθμῶν, 


ὃτε καὶ ἂν εἰνε οὗτοι, ἵνα ἐξ αὐτῶν εὑρεθῃ ὁ ἄγνωστος. 


᾽Αλγεθρικνὰ σύμόολα. 
εῇ ἀλγέβρα αἱ πρὀξεις ἐπὶ τῶν ἀριθμῶν καὶ αἱ μεταξὺ αὐτῶν σχέ- 
ς ἱσότητος χαὶ Ανισότητος σημειοῦνται διὰ τῶν αὐτῶν συμβόλων, 
αἱ ἐν τῇ ἀριῤμητικῇ. 
οἱ ἀριθμοὶ παρίστανται συνήθως διὰ τῶν γραμμάτων τοῦ άλφα- 
Ἔκαστον δὲ γράμμα παοιστῷ ἐν ἑκόστῳ ζχτήματι ἕνα καὶ τὸν αὐ- 
θµόν. 
μοὺς διχφέροντας ἀπ ἀλλήλων παριστῶμεν διὰ διαφόρων γραμµἀ- 
διὰ τοῦ αὐτοῦ μὲν γράμματος (ἐὰν ἔχωσί τι κοινόν), φέροντος ὅψως 
πρὸς διάκρισιν τῶν ἀριθμῶν ἀπ᾿ ἀλλήλων, ὥς α’, α΄. α-, κτλ. 


(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΡΕΡΡΑ) ο) 





-. ο .. 


ἡ παράστασις γίνεται 4”--β1--ρ ἴἤτοι 10. 
Ἐλν δὲ ὑποτεθῇ α-- ὃ, ᾖ---4, Υ::5, ἡ παράστασις Ὑίνεται 0. 
Ζητήματα πρὸς ἄσνησεν. 
1) Εὐρεῖν τὰς τιμὰς τῆς παραστάσεως 2 ---θχ --2 τὰς ἀντιστοι- 
χούσας πρὸς τὰς ἑἐπομένας τιμὰς τοῦ χ' χΞ-0, 1, 2, ὃ, 4, . 
2) Βὐρεῖν τὰς τιμὰς τῆς παραστάσεως δα" -|- αχ ---χ" 
τὰς ἀντιστοιχούσας πρὸς τὰς ἑπομένας τιμὰς τῶν γραμμάτων 


| 


α---0] α- 1 | α---τ- | | 


χ--0! γ-- -ᾱ- | χτ-ι ἱ χς--δα 


κθ--α 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΒΕ’. 


ΑΔΡΕΒΡΙΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 

80. ᾿Αλγεθοικαὶ πράξεις λέγονται αἱ µεταβολαί, αἵτινες δυνάμει τῶν 
γενικῶν νόµων τῶν πράξεων Ὑίνονται ἐπὶ τῶν παραστάσεων, ἐν ὅσῳ οἱ 
ὑπὸ τῶν γραμμάτων παριστώµενοι ἀριθμοὶ µένουσιν ἐντελῶς ἀόριστοι, 
Οὕτω, παραδείγµατος χάριν, τὴν παράστασιν (α--β-|-Υ).ὃ δυνάµεθα νὰ 
µεταβάλωμεν εἰς τὴν ἑπομένην (α. ὃ) -- (β. ὃ) -Ι-(Υ.δ), οἱουςδήποτε ἀριθμοὺς 
χαὶ ἂν παριστῶσι τὰ γράμματα, δυνάµει τοῦ ἐπιμεριστικοῦ νόµου’ τοῦτο 
δὲ ποιοῦντες ἐχτελοῦμεν ἀλγεβρικὴν πρᾶξιν. 

Τὸ σύνολον τῶν ἀλγερρικῶν πράξεων λέγεται ᾿ ἀλγεθρικὸς λογισμός. 

8]. Δύο παραστάσεις ἐξ ἀλλήλων προχύπτουσαι, δυνάμει τῶν εἰρημέ- 
νων νόμων λέγονται ἴσαι' διότι προδήλως δίδουσιν ἀμφότεραι ἴσους ἀρι- 
θµούς, ὅταν ἕκαστον τῶν γραμμάτων ἀντικατασταθῇ ὑπὸ τυχόντος ἀρι- 
θμοῦ’ τοιαῦται εἶνε λ. χ. αἱ παραστάσεις 

(α -]-β-Ι-Υ). ὃ καὶ α. ὃ --β.δ -:- Υ.δ. 

82. Αἱ ἐπὶ τῶν παραστάσεων σημειούμεγαι πράξεις ἔχουσι τὰς γενικὰς 
ἰδιότητας τῶν ὁμωνύμων ἀριθμητικῶν πράξεων' διότι καὶ αἱ παραστάσεις 
ἀριθμούς τινας παριστῶσι πάντοτε. ()ὕτω π. γ. εἶνε 


πε ο-ε--- 
καὶ ὅταν ἀντὶ α, ῥ, Υ, τεθῶσιν οἰαιδήποτε παραστάσεις διότι ἡ ἱσότης 
αὕτη ἐδείχθη ἀληθὴς (40) ἐπὶ τριῶν οἰωνδήποτε ἀριθμῶν. 
Πρόάόσθεσις. 
88. ᾿Επειδὴ πᾶν πολυώνυµον εἶνε ἄθροισμα τῶν ὅοων αὐτοῦ, ἔπεταε 
ὅὃτ., ἵνα ποοσθέσωµεν πολυώνυµον εἷς ἆλλο πολυώνυµο» Ἰρκεῖ νὰ σχη- 


µατίσωµεν ἓν πολυώνυμιον ἔκ πάντων τῶν ὅρων ἁμφοτέρων τῶν πολυ- 





--- ὃδ]ἱ --- 


᾿Αφαέρεσις. 


86. Ὑποθέσωμεν, ὅτι πρόχειται ἀπὸ παραστάσεως οἰαςδήποτε ΔΙ νὰ 
ἀφαιρεθῇ πολυώνυµον, ἔστω τὸ α--ρ-{-Υ--ὸ--ε---ζ' 
ἵνα ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ τοῦ τὸν ὑπὸ τοῦ πολυωνύμου παριστώµενον 
ἀριθμόν, ἀρχεῖ νὰ προσθέσωμ.εν τὸν ἀντίθετον αὐτοῦ. οὗτος δὲ προδήλως 
εὑρίσχεται, ἐὰν ἀλλαχθῶσι τὰ σημεῖα πάντων τῶν ὄρων τοῦ πολυωνύ- 
µου ἑπομένως ἡ διαφορὰ Μ-- (α--β-.-Υ-|-ὸ--ε-- 
ἐσοῦται τῇ παραστάσει Μ---α-|-β--γ---δ-]-ε---ζ- 
Ἅτοι, ἵνα ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ παραστάσεως οἴαςδήποτε δοθὲν πολυώνυ- 
μον, γράφοµεν κατόπιν αὐτῆς πάντας τοὺς ὅὄρους τοῦ ἁφαιρετέου πο- 
λυωνύμου ἀλλάσσοντες τὰ σηµεῖα αὐτῶν, ἤτοι τρέποντες τὰ -ἰ- εἷς ---, 
καὶ ἀντιστρόφως. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ. Ὅτι ἡ παράστασις ἡ]--α -|-β---γ---ὃ-Γ-ε--ζ 
ἰσοῦται τῇ διαφορᾷ τῶν δύο ἑπομένων . 

Μ, καὶ α---β-Υ--ὸ---ε---, 

γίνεται φανερὸν καὶ ἐκ τούτου, ὅτι τὸ άθροισμα αὐτῆς καὶ τοῦ ἆφαιρε- 
τέου ἰσοῦται τῷ µειωτέῳ Μ' διότι τὸ εἰρημένον ἄβροισμα γράφεται (71) 


καὶ ὡς ἐζῆς Μ---α---α-|- ϱ--β-ΓΥ--Υ--ὃ--ὃ-[-ε---ε ---ζ---. 
Ῥητήματα πρὸς ἆσνησιν. 


1) Εὐρεῖν τὸ ἄθροισμα τῶν δύο πολυωνύµων 


α”-|-2αβ-|-β" καὶ αἲ-- 2αβ-:-β". 


Ἂπ. θα -|- 9β”. 
2) Εὐρεῖν τὴν διαφορὰν τῶν αὐτῶν πολυωνύμων 
Απ. 4αβ. 
ὃ) Εὐρεῖν τὸ ἄθροισμχ« τῶν ἑπομένων πολυωνύμων 
| α Γβ-Ύ 
αν ΕΥ 
---α -Ι-ΡΒ-Υ. 
Απ. α --β-|-γ. 
4) Εὐρεῖν τὸ ἄθροιαμα τῶν δύο πολυωνύµων 
αἳ -|- ὃα᾽β -|- δαβ᾽ -/- (5 


αὓ----θα 0 -|- δαβ᾽ ---ᾱἳ. 
Αγ. 2αὖ -|- θαβ". 


-. 349.. 


Πολλαπλασεααμάώς. 


α.) Πολλαπλασιασμὸς ἀκεραίων μονωνύμω». 


86. ΓΠολλαπλασιασμὸς δύο μονωνύμων εἶνε ἡ εὕρεσις μονωνύμου 


ἴσου πρὸς τὸ γινόµενον αὐτῶν. 


Ἐπειδὴ πᾶν ἀκέραιον µονώνυμον (76) εἶνε γινόµενον πολλῶν παρα- 


γόντων, ἔπεται ἀμέσως ἡ πρότασις. 
Τὸ γινόµενον δύο ἀκεραίων μονωνύμων εἶνε μονώνυμον ἔχον παράγον- 
τας πάντας τοὺς παράγοντας ἀμφοτέρων τῶν μονωνύμων. 
Ἔστωσαν ὡς παράδειγµα τὰ μονώνυμα 
/-δαθΎ καὶ --θα βγὸδ. 
ἐπειδ τὸ μὲν πρῶτον εἶνε Ὑινόμενον τῶν παραγόντων --δ, α, β", Υ, 
τὸ δὲ δεύτερον τῶν --ο, αἳ, β, Υὸ, ὃδ, 
ἔπεται (90), ὅτι τὸ γινόµενον αὐτῶν εἶνε -ἰ-θ.α.β᾽.Υ.(---Ό).αἲ.β.Υ5.δ. 
Επειδὴ δε οἱ παράγοντες δύνανται νὰ γραφῶσι καθ) οἰανδήποτε θέ- 
λωρεν τάξιν, τὸ αὐτὸ γινόμενον ἰποῦται τῷ 
(-- 9) (---0).α. αἲ. β:.β.Υ. γ'. ὃ 
ἦτοι (258) τῷ --ἶὔαὐβδγ'δ. 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι τὸ Ὑινόµενον τῶν μονωνύμων 


---12αβγὸ καὶ --αγὃ 


εἶνε ({---τ2) (---1).αῦ.α. 8.Υ.Υ:.δ.δ. τοι --12αδβγῦδ". 
Καὶ τὸ γινόμενον τῶν μονωνύμων θαῦγ" ἐπὶ 12α)ῦβί 
εὑρίσκετα, ὁμοίως ἴσον τῷ μονωνύμῳ Τδα"ΡὀΥ". 


Γκ τούτων συνάγοµεν τὸν ἑπόμενον κανόνα’ 

Ίνα πολλαπλασιάσωμε» δύο ἀκέραια ιιονώνυµα, πολλαπλασιάξομεν 
πρῶτον τοὺς συντελεστὰς αὐτῶν», ἔπειτα γράφοµεν πρὸς τὰ δεξιὰ τοῦ 
γινομένου τῶν συντελεστῶν πάντα τὰ ἐν τοῖς µονωνύμοις ὑπάρχοντα 
γοάµµατα καὶ ἕκαστον μετ ἐκθέτου ἴσου πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν ἐκθετῶν, 
οὓς ἔχει ἓν τοῖς µονωνύμοις. 

Εν ἓν τῶν μονωνύμων δὲν ἔχη γράμμα τι, ὑποτίθεται ἔχον αὐτὸ 
εἰς τὴν δύναμιν 0 (12). 

ὍὉ αὐτὸς δὲ κανὼν δίδει προδήλως καὶ τὸ γινόμενον ὁσωνδήποτε µο- 
νωνύμων' διότι πρὸς εὕρεσιν τοῦ γινομένου τούτου ἀρχεῖ νὰ πολλαπλα- 
σιασθῶσι τὰ δύο πρῶτα, ἔπειτα τὸ εὑρεθὲν ινόµενον ἐπὶ τὸ τρίτον χαὶ 
οὕτω καθεξῆς. 


µ -ό 4 ϱ ε , , 
δΤ. Τὸ κατὰ τὴ ἀνωτέρω εἰρημένα εὑρισκόμενον Ὑινόμενον δύο μο- 


--- 3δδ --- 


νωνύµων ἔχει πρὸ αὑτοῦ τὸ σημεῖον -|-, ἐὰν οἱ παράγοντες εἶνε ὁμοιό- 
σηµοι, τὸ δὲ ---, ἐὰν ἑτερόσημοι' τουτέστιν 

Ἐν τῷ πολλαπλασιασμῷ τῶν μονωνύιιων τὰ ὅμοια σημεῖα δίδουσε 
---, τὰ δὲ ἀνόμοια ----. 

Ἡ πρότασις αὕτη ἐκφράζει τὸν λεγόμενον κανόνα τῶν σημείων. 


β’.) Πολλαπλασιασμὸς τῶν ἀκεραίων πολυωνύµων. 


8δ. Πολλαπλασιασμὸς πολυωνύµου ἐπὶ πολυώνυµον» (ἢ ἐπὶ µονώ- 
νυμον) εἶνε ἡ εὕρεσις πολυωνύµου ἴσου πρὸς τὸ γινόµενον αὐτῶν. 

Ἐπειδὴ πᾶν πολυώνυµον εἶνε ἄθροισμα τῶν ὅρων αὑτοῦ, ἔπεται, ὅτι 

Πολυώνυμον πολλαπλασιάζεται ἐπὶ μονώνυµον, ἐὰν πολλαπλασιασθῃ 
ἔχαστος τῶν ὅρων τοῦ πολυωνύμου ἐπὶ τὸ µονώνυµον καὶ προστεθῶσι 
τὰ προχύπτοντα µονώνυμα. 

Πολυώνυμον πολλαπλασιάζεται ἐπὶ πολυώνυµον, ἐὰν ἕκαστος τῶν ὅρων 
τοῦ πολλαπλασιαστέου πολλαπλασιασθῃῇ ἐφ᾽ ἕκαπτον τῶν ὅρων τοῦ πολ- 
λαπλασιαστοῦ χαὶ προστεθῶσι τὰ προχύπτοντα µονώνυµα. 

Ὄστε ὁ πολλαπλασιασμὸς τῶν πολυωνύµων ἀνάγεται πάντοτε εἰς 
τὸν πολλαπλασιασμὸν τῶν μονωνύμων. 


Πσαραδεέγματα. 
1} Τὸ γινόµενον (α-]|-β) (α--β) κατὰ τὰ ἀνωτέρω εἰρημένα ἰσοῦται τῷ 
πολυωνύμω α.α--α. β-|-β.α-|-β. ῷ 
τοι αχ. -|-2αβ---β". 


Ἐπειδὴ δὲ τὸ γινόµενον (α-]-β).(α-|-β) εἶνε ἡ δευτέρα δύναμις τοῦ 
ἀθροίσματος (α-|-β) καὶ γράφεται χαὶ ὡς ἑξῆς: (α--β;", συνάγοµεν τὴν 
ἰσότητα (α-/|-β)---αῖ-|- 2αῇ--6, 
ἥτις ἐκφράζει τὴν ἑπομένην πρότασιν 

Τὸ τετράγωνο» τοῦ ἀθροίσματος δύο οἱωνδήποτε ἀριθμῶν ἅποτε- 
λεῖται ἐκ τῶν τετραγώνων αὐτῶν καὶ ἔκ τοῦ διπλασίου γινομένου 
αὐτῶν». 

2, Τὸ γινόµενον (α---β). (α----») ἰσοῦται τῷ πολυωνύµῳ 


α.α -|-α. (----) -ἵ-(---β)-α -Γ-(---) (ς--θ) 


ἦτοι α. α----α. ῥ----ρ.κ-{- ῥ. 
, αἲ- -θαὐ-|-όἳ, 


πειδὴ δὲ τὸ γινόµενον τα---6).(α---) εἶνε ἡ δευτέρα δύναμις τῆς 


οο , 9 ς ε.- μ : ., Δ . 
διαφορᾶς (α--- β) καὶ γράφεται καὶ ὡς ἑξῆς: (α----0/3, συνάγοµεν τῖν ἰπό- 
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ὃ---Δα-ἰ- Φα" καὶ οὃ--δα---α- 
ὃ---δα -]- 4 κ” 
8 -|-ὅα---αἲ 
λ4---1θα-]-ὅδα" 
15α---10αἲ -|- 20αὖ 


---θα--- οακὓ- -4αὖ 
24-..α-]|-19α--|- 22α3---4α”. 

Ἐνταῦθα οἱ ὅροι τῶν δύο πολυωνύµων ἐγράφησαν κατὰ τοιαύτην τά- 
ξιν, ὥστε νὰ αὐξάνωσιν οἱ ἐχθέται τοῦ γράμματος α ἀπὸ ὅρου εἰς ὅρον' 
ἦτοι τὰ πολυώνυµα διετάχθησαν ἀμφότερα Χατὰ τὰς ἀνιούσας δυνάμεις 
τοῦ γράμματος α' χατὰ τὰ ἄλλα ἡ πρᾶξις ἐγένετο ὡς ἐν τῷ προηγου- 
μένω παραδείγματι. 

6) Βὐρεῖν τὸ ινόµενον τῶν δύο πολυωνύµων 

αχ" -|- αχὃ -|- αἲχ -|- αἲ Ἔχ᾽ χ--α 
χ” -|-αχὸ --αἲχ' --αὺχ-]-α" 
χ--α 
χὸ αχ -|- αἲχὸ -- αἲγ” --- αἲχ 

-αχί---α χὸ---αὖχ----αἲχ -αὖ 

γὸ--- αὖ, 

7) Βὐρεῖν τὸν χύβον τοῦ (α-]-β), ἦτοι τὸ γινόµενον 

(α -|-ᾖ). (α -[- β). (α-|-β). 
Τὸ γινόµενον τῶν δύο πρώτων παραγόντων ἰσοῦται τῷ 
α” {- δαβ --- β3: 
ὥστε πρέπει νὰ εὑρεθῃ τὸ γινόµενον (α- -|- 2αβ -|-β").(α -|-β) 

α΄ -ἰ- δαβ -ἰ-ρ' 
α-ἰ-β 
αἲ -|-- 2α1β -|-αβ” 

Ἔαἲρ -|-θαβ" -Ι-βὺ 
αἲ - 8αἲβ-] δαβ”βὸ 

Ἐκ τῶν παραδειγµάτων τούτων γίνεται καταφανές, ὅτι διὰ τῆς δια- 
τάξεως τῶν πολυωνύµων κατὰ τὰς κατιούσας Ἱ χατὰ τὰς ἀνιούσας δυ-. 
νάµεις ἑνὸς γράµµατος ἡ εὕρεσις τῶν ὁμοίων ὄρων τοῦ γινομένου καὶ ἡ 
πρόσθεσις αὐτῶν γίνετσι εὐχολώτερον. 

89. Ἐκ τοῦ τρόπου, χαθ᾽ ὃν Ὑίνεαι ὁ πολλαπλασιασμὸς δύο πο- 





ο δι -- 
αιασθεὶς πρέπει νὰ δίδῃ τὸν διαιρετέον' περιέχονται ἄρα πάντα τὰ γράέμ- 
µατα τοῦ διαιρέτου ἐν τῷ διαιρετέῳ καὶ ἔκαστον µετ ἐκθέτου οὐχὶ 
ἑλάσσονος. 

92. "Εικ τοῦ κχνόνος, χαθ) ὃν πολλαπλασιάζονται δύο µονώνυμα, εὖ - 
ῥίσκοµεν εὐκόλως τὸν ἑπόμενον κανόνα τῆς διαιρέσεως τῶν μονωνύμων 
(ὑποθέτοντες τὸ ἓν διαιρετὸν διὰ τοῦ ἄλλου). 

Ὄννα διαιρέσωμεν µονώνυµον δὲ ἄλλου, διαιροῦμεν τὸν συντελεστὴν 
αὐτοῦ διὰ τοῦ συντελεστοῦ τοῦ διαιθέου καὶ ἀφαιροῦμεν ἀπὸ τοῦ ἐκ- 
θέτου ἑκάστου γράµµατος αὐτοῦ τὸν ἐκθέτην τοῦ αὐτοῦ }οάµματος 
τοῦ διαιοέτου. 

᾿Εὰν γράµµα τι δὲν ὑπάργη ἐν τῷ διαιρέτη, ὑποτίθεται ὑπάρχον μὲ 
ἐχθέτην 0 Τ2). 


"ὌἜστωσαν ὡς παράδειγµα τὰ μονώνυμα 


40αἲβ"γδὺ ζαβ"ὃ 
Τὸ πηλίκον αὐτῶν, ὅπερ παρίσταται διὰ τοῦ 
40αὖβγδ” 


ο δαβδ ἰσοῦται τῷ μονωνύμῳ  δα1γδ'' | 
αβὺ 


διότι τοῦτο πολλαπλασιασθὲν ἐπὶ τὸν διαιρέτην δίδει τὸν διχιρετέον. 

Κατὰ τὸν δοθέντα κανόνα ἔπρεπε νὰ γράψωμεν εἰς τὸ πηλίκον καὶ τὸν 
παράγοντα β)' παρελείψαµεν ὅμως αὐτὸν ὡς ἴσον τῇ µονάδι. 

"Ὁμµοίως εὐρίσχομεν, ὅτι 

Τὸ µονώνυμον ---- 1 Ὀαὖβγδὸ διὰ τοῦ Ταβδ" διχιρεθέν, δίδει πηλίκον 
τὸ μονώνυμον --- ”- α.Υδ". 

Καὶ τὸ µονώνυμον ---20αβγ” διὰ τοῦ ---Όαβγ διαιρεθέν δίδει πη- 
λίκον τὸ 43’ 
ἐξ ὧν βλέπομεν, ὅτι καὶ ἐν τῇ διαιρέσει τῶν μονωνύμων ὁ αὐτὸς χανὼν 
τῶν σηµείων διατηρεῖται τοι ἐξ ὁμοίων σημείων προκύπτει ---, ἐξ 


ἄνομοίων δὲ ----. 


β'’.) ἄ4ιαΐρεις πολυωνύµου διὰ µονωνύμου, ἀμιφοτέρων 
ὄντων ἀκεραίω». 


9ὃ. ΠΙολυώνυμον ἀκέραιον λέγεται διαιρετὸν διὰ υονωνύμου ἀκεοχίου, 
ἐὰν ὑπάρχῃ ἀχέραιον πολυώνυµον ἴσον τῷ πηλίκῳ αὐτῶν. χαὶ ἡ εὕρεσις 
τοῦ πολυωνύµου τούτου καὶ ἀχεραίου πηλίκου λέγεται διαίρεσις τοῦ πο- 


λυωγύμου διὰ τοῦ μονωνύμου. 





ο. 4 -- 


ἀνάγεται ἡ ἐξ 2ρχῆς δοθεῖσα, θὰ δώσῃ τὸν τελευταῖον ὅρον τοῦ πηλί» 
χου χαὶ θὰ ἀφήση ὑπόλοιπον 0. 

Παρατηρητέον δέ, ὅτι ἡ διαίρεσις τῶν πολυωνύµων ἀνάγεται οὕτως εἰς 
τὴν διαίρεσιν μονωνύμων' διότι εἰς ἑκάστην μερικὴν διαίρεσιν µόνον οἱ 
πρῶτοι ὅροι διαιροῦνται. 

Ἡ διάταξις τῆς πράξεως φαίνεται ἐκ τῶν ἑπομένων παραδειγωάτων. 


ἳ) Νὰ διαφεθῇ τὸ πολυώνυωον δγύ--22χ"Γ1τγ---ὃ 


διὰ τοῦ 1/---] 
8Υ"---22Υ"--11γ---δ ο Αχ] 


ο τθχὺ-- 23. 2/"---Όχ-ὔ 


--θογΣ 1- Ιτ1γ---ὃ 
-ουχ---- ὄχγ 


Τὰ πολυώνυµα εἶνε διατεταγιωένα χχτὰ τὰς χατιούσας δυνάμεις τοῦ 
γ΄ μετὰ τὸν εὖρεσιν τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ πηλίκου (2Υ") πολλαπλασιά- 
ζεται οὗτος ἐπὶ τὸν διχιρέτην καὶ οἱ ἐκ τοῦ πολλαπλασιασμοῦ πτοοχύ- 
πτοντες ὅροι, ἐπειδὴ πρέπει νὰ ἄςκιρεθῶσιν ἀπὸ τοῦ διαιρετέου, Υρά- 
Φοντχι ὑπ αὐτὸν μετ ἐναντίων όγωείων χαὶ προστίθενται ει- αὐτόν. 
Τὸ δὲ ἐκ τῆς προσθέσεως μετὰ τὴν ἀναγωγλν προχκύττον πολυώνυμον 
--ὃ0γ.-]- Ι Τχ---ὃ θεωςεῖται νῶν ὡς νέος διαιρετέος, ἐν οὗ ποιοῦμεν πά- 
Ἆιν τὰ αὐτὰ καὶ εὑρίσκομεν τὸν δεύτερον ὅρον τοῦ πτλίκου (---ὤχ) καὶ 
τὸ δεύτερον ὑπολοιπον 12Υ---δ' θεωςοῦντες καὶ τοῦτο ὡς νέον διαιρε- 
τεον χαὶ ποιοῦντες χαὶ ἐπ αὐτοῦ τὰ αὐτά. εὐοίπκομεν τὸν τοίτον ὅρον 
τοῦ πτλικου | -ἰ- ὃ καὶ ὑπόλοιτον ΟΩ: ὥττε τὸ “Ὑτούμαενον πγλίκον εἶνε 

Ὦγ"--ὢγ -ἰ-ὃ. 
ὃ ᾶλὰ διαιςεβΏ τὸ τολυών ον 
ὤγ' -ι- ο αγ '--ἒα"χ--- 1δα γὸ-- δα'γ--ὅα᾽ 
διὰ τοῦ γ΄ --αγτ---ᾱαγ---αὴ 





ὃγ᾽ --ναχὰ --θαἳγ ποσα χα ππτ ὖα Υ᾿ αγο- πα χσ-ᾱἳ 
-οὰ ---θαχὶ Ἔ- δα". -- θαἱ νὰ ὀγ---αγ-- ὃαν 


Όσχ.---Δαλχὺ-- ἃα γ -- -- Ἡχ ο τα 
--ταγο---ᾱὂ αγ) -ᾱ- ἀπ: ια έ-τα" αγ 





δα χ΄ --οα 5. Ἱινα! γε οαὶ 
-ἕ-Όα γὸ-Γ-ὖα στο αμα. ο 





α. 
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ο μα) ίχ- γα) ----Ὁ  (κ--α)ίχ--α) 
--ᾱ χ Τα 


τουτέστι Υγίχ-]-α)---Υ:χ--α), ἦτοι 2αγ 
ὃ δὲ παρονομαστὴς γίνεται χ---αἲ --Υ:' ὥστε τὸ πηλίκον τῶν δοθεισῶν 
2αγ 

χ-α ΕΥ 

ϐ) Τὸ πηλίχκον τοῦ πολυωνύµου χ΄-- 2χ:--4χὲ---δχ"--2κ---ἶ διαι- 
ρουµένου διὰ τοῦ χ---4, εἰνε 

χὺ--2χ]-Γ Αχὺ---δχ”-ἵ- 2χ--1 
χ-ᾱ | 


παραστάσεων εἶνε 


ἀλλ ἐὰν διαιρεθῃ ὅ ἀριθμητὴς διὰ τοῦ παρονομαστοῦ, εὑρίσχεται πηλί- 
κον τὸ χὶ--2χ: --8χ---16 καὶ ὑπόλοιπον δ4χ---θ5' ἑπομένως εἶνε 
χὺ---2χ'-Ι-4γὴ--8χ”-Γ2χ--1Ξθί(η)--4) (κ) --2χ" 1 8χ--16)-Γ 
Γ(54χ--05) 
ὅθεν ἔπεται, ὅτι τὸ προκείµενον πηλίκον τῶν πολυωνύμων ἰσοῦται τῇ 
- --θδ 
-ᾱ 
κ9) μετασχηματισμὸς οὗτος τοῦ τηλίκου δύο πολυωνύμων δύναται 
πάντοτε νὰ ἐχτελεσθῇ, ἐὰν ὁ βαθμὸς τοῦ διαιρετέου δὲν εἶνε μικρότερος 
τοῦ βαθμοῦ τοῦ διχιρέτου. 


παραστάσει Ὦκχὶ--2χ”-Ι-δΥ--16.- 








: ὰ αμα. 
4) Ἡ διαφορ αρ αρ 
μετασχηματίζεται εἰς τὴν ααα ΓΡ) - Ρία-- 5) 
αἳ---μ" α”----β" 
αία-]-β)---βια--Β)  ε. αἲ--β' 
μα Ἕβ Αθ 
ϐ) "Εστω τὸ κλάσμα αἲ---β' 
αἲ----2αβ -ἰ- β' 


Παρατηροῦντες, ὅτι ὁ μὲν ἀριθμητὴς εἶνε (α---β)(α-]- β), ὁ δὲ παρονο- 
μαστὶς εἶνε (α---- 9), γράφομεν αὐτὸ ὡς ἑξῆς' 
(α---β) (α-ἰ-β) , 
(α----) (α---θ) 
ἡ ἐζαλειφομένου τοῦ κοινοῦ παρἆγοντος (α---β) 
αν. 
α---β 








4 -- 


θα ὃ 

-αἳ-9αβ-Γβ α-ξβ 

4) ᾿Αποδεϊξαι τὴν ἀλήθειαν τῶν ἑπομένων ἰσοτήτών 

(α--ϱ)(Υ--δ)Ξ-[1 -Ι-αγ) (1 -Γβδ)---ι1 -αδ)(1 -Ι-βΥ). 
(2 -«β3)(13-Εβ2Γ--(αα -«ββ)--(αβί---ᾱβ)'. 
(αἳ -|-βὲ -Ι-Υὶ) (α7- ΓΡ 1-ΙΥ η) (αα΄ -Γββ ΕΥΥ)--- 
Ἔίαβ---ᾱβ)" ΕΓ(βΥ--Υ)) (να Υα)”. 
(αἳ --Ρ) Ἔ(α”---μ3)" -Ι-(2αβ)”. 
(αἳ -[-β' -Υ)) Ξί(α)--β'--Υ)) Ε(24β)7-(2αγ)". 
Ὦ) Διαιρέσαι γὐ'---ψὸ'' διὰ τοῦ χ --ψ'. 
Εὰν θέσωµεν χ ξ-α καὶ ψ'---β, καταντῶμεν εἰς τὴν διαίρεσιν 
αἲ----βὸ διὰ τοῦ α---θ. 
ϐ) Πότε ἡ διαφορὰ χῖ----αἳ διαιρεῖται ἀκριβῶς διὰ τοῦ χ᾽---ᾱ-: 
1) Νὰ διαιρεθῇ τὸ διώνυµον χὂψ"---χὀψὃ διὰ τοῦ Υγ--ψ 
(Απ. πηλίκον χόψῖιχ --ψ).) 

8) Νὰ εὐρεθῇ τὸ λᾶθος εἰς τὴν ἑξῆς σειρὰν τῶν πράξεων, αἵτινες ἄγου- 
σιν εἰς ἄτοπον ἐζαγόμενον. 

ἛἜστω α--β, τότε θὰ εἶνε χαὶ αβ---β"' 
; Ἄροσέτι αβ--αἲς--β'--αἳ τοι αἱβ--αΞξί(β--α)(β--α) 

ὅθεν ἔπεται (ἂν διαιρέσωµεν ἀμφότερα τὰ ἴσα διὰ β --α) αξ--β -|-α 

καὶ ἐπειδὴ α---β, συνάγεται α--- θα ἡ καὶ 1--9. 


3) Εὐρεῖν τὴν διαφορὰν 

















"Ας προατεθῶσι χ Ἀλίτραι γλυχέος ὕδατος' ὅτε τὸ κρᾶμα θὰ ἔχη λέτρας 
Υ-:-52. Ἐπειδὴ αἱ 40) λίτραι τοῦ κράματος περιέχουπιν .. τῆς λί- 
9) 


τρας ἅλατος, ἡ µία λίτρα τοῦ κράµατος θὰ περιέχη ἅλατος σος τῆς λί- 


τρας, χαὶ τὸ ὅλον χρᾶμα, ἦτοι αἱ 92 χ λίτραι θὰ περιέχωσιν ἅλατος 
λίτρας ὃ ὰ, ἀλλὰ τὸ ἐν τῷ κράµατι ὑπάρχον ἅλας εἶνε µία λίτρα: 
ὅθεν ἔπεται ἡ ἐξίσωσις ὃΓχ. ι. 


πρέπει δὲ νὰ εἶνε ὁ χ θετικὸς ἀριθµμός. 

Λύοντες τὴν ἐξίσωσιν εὑρίσκομεν Υ--168: ἡ δὲ λύσις αὕτη πληροῖ 
τοὺς ὅρους τοῦ προβλήματος. 

126. Εἰπέ τις: ἐὰν μοὶ τοιπλασιάσῃ τις ὅσα ἔχω, δίδω εἷς αὐτὸν 27 
ὁραχμάς' ἐξεπληρώθη ἡ αἴτησίς του τοὶς καὶ ἔχασε πάντα ὅσα εἶχε' 
πόσα εἶχεν ; 

"Εστωσαν χ αἱ δραχμαί, τὰς ὁποίας εἶχεν ἐν ἀρχῇ᾽ τὸ ποσὸν τοῦτο 
ἐτριπλασιάσθη, τοι ἔγινε ὂχ, καὶ ἐξ αὐτοῦ ἔδωκεν 21 δραχµάς. Λοι- 
πὸν τῷ ἔμειναν δραχμαὶ 9χ---Τ: ἔπειτα πάλιν ἐτριπλασιάσθη τὸ ποσὸν. 
τοῦτο καὶ ἐκ τοῦ τριπλασιασθέντος ἔδωκεν 27 δραχµάς ὥστε τῷ ἔμειναν 

ὃ(ὃχ---ο1)]---21, Ἱ 9---108. 

"Ομοίως μετὰ τὸν τρίτον τριπλασιασμὸν χαὶ τὴν πληρωμὴν τῶν 27 
δραχμῶν τῷ ἔμειναν 21Υ-- 581: ἐπειδὴ δὲ ἔχασεν ὅλα ὅσα εἶχε, θὰ εἰνε 
21Υ--95δΙ--0' 

πρέπει δὲ νὰ εἶνε ὁ Υ θετικὸς ἀριθµός. 

Λόοντες τὴν ἐξίσωσιν εὑρίσκομεν χΞ-15' ἡ δὲ λύσις αὕτη πληροῖ πάν- 

τας τοὺς ὅρους τοῦ προβλήματος. 


Προθλήματας 
ἕν οἷς ὁ ἄγνωστος ἀνάγκη νὰ εἶνε ἀκέραιος καὶ θετικὸς ἀριθμός. 


197. ἀ4ώδεκα ἄτομα (ἄνδρες καὶ γυναῖκες) ἐδαπάνησαν ὁμοῦ διὰ τὸ. 
δεῖπνον δ6 ὁραχµάς: καὶ τῶν μὲν ἀνδρῶν ἕκαστος ἐπλήρωσε ὅ δραχμάς,. 
τῶν δὲ γυναικῶν ἑκάστη ὃ. Πόσοι ἦσαν οἳ ἄνδρες καὶ πόσαι αἳ γυναῖκες; 

Εὐρεθέντος τοῦ πλήθους τῶν ἀνδρῶν, εὑρίσκεται ἀμέσως καὶ τὸ πλῆ- 
θος τῶν γυναικῶν. Ἔστω λοιπὸν χ ὁ ἀριθμὸς τῶν ο δρῶν τότε ὁ τῶν. 
ὑυναικῶν θὰ εἶνε 12---γ. 








σπτε σπν - 


--- τὸ --- 


Δεερεύνησες. Πλὴν τῶν δύο περιπτώσεων, τὰς ὁποίας ἐξηρέσαμεν, 
ἵνα φθάσωµεν εἰς τὴν λύσιν ταύτην, εἰς πᾶσας τὰς λοιπὰς ἡ λύσις εἶνε 
παραδεχτή. 

Ἐὰν εἶνε ::5, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 0ΞΞγ(β---α), 
καὶ τὸ προτεινόµενον εἶνε ἑπομένως ἀδύνατον, ἂν δὲν εἶνε καὶ α--β' 
ἐὰν δὲ καὶ τοῦτὸ σοµβαίνη, ἡ ἐξίσωσις (1) καταντᾷ 0-0 καὶ τὸ πρό- 
βλημα εἷνε ἀόριστον, ἦτοι πᾶς ἀριθμὸς ποιεῖ τὸ ζητούμενον. 

᾿Βάν ποτε ὁ τύπος (2) δώσῃ χ--β, ἡ λύσις αὕτη πρέπει νὰ ἀπορριφθῇ' 
διότι β---χ ὑπετέθη (ἵνα ἐξαλειφθῶσιν οἱ παρονομασταὶ) διάφορον τοῦ 0: 


τοῦτο συμβαίνει, ὅταν εἶνε ᾱ---β' τουτέστιν ὅταν τὸ δοθὲν χλάἆσμα δ- 


εἶνε ἴσον τ] µονάδι 1’ καὶ ὄντως τότε ὁ τύπος γίνεται 





(Υ---δ 
χ--- ΒΥ ] ---β' 
γ--ὸ 
ὅτι δὲ τότε τὸ προτεινόµενον εἶνε ἀλύνατον, βλέπει τις εὐχόλως. 
ον 


1459. Εὐδρεῖν ἀριθμόν, ὅστις ἀφαιρούμενος ἀπ᾿ ἁμφοτέρων τῶν ὅρων 


α ο”. -- | οο 
τοῦ κλάσματος -δ- νὰ καθιστᾷ αὐτὸ ἴσον τῷ ἀντισιρόφῳ αἱτοῦ. 


Περιεορισµμός. Ὁ β πρέπει νὰ διαφέρῃη τοῦ 0. 





"Ἡ ἐξίσωσις τοῦ προβλήματος εἶνε αχ 
σπα α 
Ὅθεν ὑποθέτοντες τὸν παρονομαστὴν β---χ διάφορον τοῦ 0, ἦτοι χ 
«Φιάφορον τοῦ β, εὑρίσχομεν (α----β)χ--αἲ----β". (1) 
Καὶ ἂν α---β διαφέρη τοῦ 0, τουτέστιν ἂν τὸ δοηὲν κλάσμα διαφέρῃ 
| ο αἲ. β) 
.. τῆς µονάδος 1, ἔχομεν γ---- - 
| ᾱ---- 
Ἆτοι χτ-α-]-β. (2) 


Διεερεύνησις. Ἡ λύσις αὕτη ἁρμότει εἰς πᾶσαν περίπτωσιν πλὴν 
τῶν δύο ἐξαιρεθεισῶν. Καὶ ἂν μὲν εἶνε α--β, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 
«---0: ὅθεν πᾶς ἀρῖθμὸς ποιεὶ τὸ ἐπιταγθὲν καὶ τὸ πρόβλημα εἶνε ἀόρι- 
-ατον. Ἡ δὲ ἐξαιριθεῖσα λύσις χ--β τότε µόνον δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπο» 
(2), ὅταν α-- 0, ὅτε προλέλως τὸ πρύβλημα εἶνε ἀδύνατον. 

ον 


144. Εὐρεῖν ἀριθμόν, ὅστις ἀφαιρούμενος ἀπ ἀμγοτέρων τῶν ὅρων 


ο» α - . -” - 
«ποῦ δοθέντος κλάσματος -δ- καθιστᾷ αὐτὸ ἴσον τῷ τετραγώνῳ αὐτοῦ 


(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΙΓΕΒΡΑ) 6 
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Παραδείγματος χάριν, τὸ σύστηµα (1) εἶνε ἰσοδύναμον τῷ ἐπομένῳ 
μΑ --νβ- οΓΞ-μΑβ’-νβ᾽--ρΓ” 
Β---Β΄ 
Γ---ἴ', 
ἔνθα µ, ν,ϱ εἶνε οἰοιδήποτε ἀριθμοὶ (διάφοροι τοῦ 0). 
Ἔστω ὡς παράδειγµα τὸ σύστημα 
χ-Γγὃν--9 
2γ-------4. 

᾿Εὰν προσθέσωµεν τὰς ἐξισώσεις ταύτας κατὰ µέλη, ἀφοῦ πολλαπλα- 
σιάσωµεν τὴν πρώτην ἐπὶ ἰ καὶ τὴν δευτέραν ἐπὶ Ὁ, εὑρίσχομεν τὸ ἶσο- 
δύναμον σύστημα 

ΤχΞ-οι 
χ-- ὃχ-- 9, 
ἐξ οὗ εὐρίσκομεν εὐκόλως 7Ξ-ὺ, καὶ «--δ. 

151. ΘΕΩΡΗΝΑ Β᾽. Εὰν ἓν συστήµατι µία τῶν ἐξισώσεων εἶδε τῆς 
μοοφῆς χ--, ἔνθα χ εἶνε εἷς τῶν ἀγνώστων, καὶ ἀντικαταστήσωμεν 
ἓν ταῖς λοιπαῖς (ἢ ἓν πάσαις ἢ καὶ ἔν τισι μόνον) τὸ { ὑπὸ τοῦ 4, εὖ- 
ρίσκομιεν σύστημα ἰσοδύναμον. 

"Ἔστω τὸ σύστημα γτ-αΑ 


Ἴ 
” 


Λέγω, ὅτι τοῦτο εἶνε ἰσοδύναμον τῷ ἑζῆς 


γτ-ὰ 
Ε΄--- ο 
['--- 


ἔνθα δ.ὰ τῶν τονιζοµένων γραμμάτων παρεστήσαµεν τὰς ἐκ τῶν ἀτόνων 
προκυπτούσας παραστάσεις, ὅταν ἀντικατασταθῇ ἐν αὐταὶς τὸ χ ὑπὸ τοῦ Α. 
Καὶ ὄντως, ὁπότερον τῶν συστηµάτων τούτων καὶ ἂν ἀληθεύσῃη, τὸ χ 
καὶ τὸ Α Ὑίνονται ἴσοι ἀριθμοί ἑπομένως καὶ τὸ ἕτερον σύστημα θὰ 
ἀληθεύσγ' διότι ἡ µόνη διαφορὰ μεταξὺ αὐτῶν εἶνε, ὅτι τὸν τόπον τοῦ 
͵ , -- , / - Ἐν 
χ ἐν τῷ πρώτω κατέχει τὸ Α ἐν τῷ δευτέρω. 
ν φ ρ ’ 
Εστω ὡς παράδειγµα τὸ σύστημα 
1Ξ0ν-- ὰ 
4γ -- ὡς {]. 
᾿Εὰν ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν δευτέραν ἐξίσωσιν τὸ γ ὑπὸ τοῦ ἴσου 
αὐτῷ ὀψ---]1, εὑρίσχομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστγυκ 


{ - 


Ἡ 


-.βδ -- 


ΥΞ5-οψ--! 
4(2ψ- -Ι)--φ--αῖ 
καὶ ἐπειδὴ) ἡ δευτέρα ἐξίσωσις ἔχει ἕνα μόνον ἄγνωστον, τὸν ψ, λύοντες 
αὐτὴν εὐρίσχομεν φ---δ' 
ὅθεν ἐκ τῆς πρώτης (μετὰ τὴν ἀντικατάστασιν τῆς τιμῆς ταύτης τοῦ ϕ) 
εὑρίσκεται Υ--9. 
Παρατύρνασες. 

169. Ὅταν δυνάμει ἑνὸς τῶν θεωρηµάτων τούτων συνδυάζωµεν 
πολλὰς ἐξισώσεις οὕτως, ὥστε ἡ ἐξ αὐτῶν προχύπτουσα νὰ μὴ ἔχη ἕνα 
τῶν ἀγνώστων, λέγομεν, ὅτι ἀπαλείφομεν τὸν ἄγνωστον τοῦτον ὁ δὲ 
τοιοῦτος συνδυασμὸς τῶν ἐξισώσεων λέγεται ἀἁπαλοιφὴ τοῦ ἀγνώστου 
τούτου. ᾿Η λύσις παντὸς συστήµατος ἐξισώσεων γίνεται, ὡς κατόπιν θὰ 
µάθωµεν, διὰ τῆς ἀπαλοιφῆς. 


Λύσις δύο ἐξεσώσεων τοῦ πρώτου βαθμοῦ 
δύο αγνώστους ἐχουσῶν. | 

165. Πᾶσα ἐξίσωσις τοῦ πρώτου βαθμοῦ δύο ἔχουσα ἀγνώστους, ὅταν 

ἐφαρμοσθῶσιν ἐπ᾽ αὐτῆς αἱ πράξεις τοῦ ἐδ. 1056, λαμβάνει τὴν μορφὲν 
αχ -ΓΒΨΞΞΥ 

ἔνθα α, ϱ, Υ εἴνε Ὑνωσταὶ παραστάσεις ἡ ὡρισμένοι ἀριθμοί, χ δὲ καὶ ψ 
οἱ ἄγνωστοι. 

᾽Αλλ’ ἂν ἔχωμεν µίαν µόνην τοιαύτην ἐξίσωσιν, δυνάµεθα κατ ἀπεί- 
βους τρόπους νὰ ἐπαληθεύσωμεν αὐτήν' διότι ἀντικαθιστῶντες τὸν ἕτερον 
τῶν ἀγνώστων, ἔσιω τὸν Ψ, δι οἱουδήποτε θέλωμεν ἀριθμοῦ, εὑρίσκομεν 
ἀξίσωσιν ἕνα µόνον ἄγνωστον περιέχουσαν, τὸν χ, τοῦ ὁποίου ἡ τιμὴ 
προσδιορίζεται ἐκ τῆς ἐξισώσεως ταύτης. 








Ἔστω ὡς παράδειγµα ἡ ἐξίσωσις 7χ--ὄνψξζι. 
Θλεωροῦντες τὸν ψ ὡς γνωστὸν καὶ λύοντες τὴν ἐξίσωσιν πρὸς τὸν χ, 
εὐρίσχομεν χ-- 1 ... 
.. ἐὰν δὲ ὑποθέσωμεν ᾧ-- 0, 1. 2, ὃ, 4... 
1 6 11 16 
ἵ εὐρίσκομεν ἐκ τῆς ἐξισώσεως Ὕπ-η πο πι π ὃ,. 


Εκάστη τιμὴ τοῦ ψ μετὰ τῆς ἀντιστοιχούσης τιμῆς τοῦ γ ἀποτελοίσι 
". μίαν λύσιν τῆς δοθείσης ἐξισώσεως' ὥστε ἡ τοιαύτη ἐζίσωσις ἔχει λύσεις 
:'. ἀπείρους τὸ πλῆθος. 





--. 88 -- 


᾿Επειδὴ ὁ χ ἔχει τὸν αὐτὸν συντελεστὴν εἰς τὰς δύο ἐξισώσεις, Απαλεί- 
φομεν αὐτόν πρὸς τοῦτο ἀλλάσσομεν τὰ σημεῖα πάντων τῶν ὄρων τῆς 
πρώτης καὶ προσθέτοµεν ἀμφοτέρας κατὰ µέλη" οὕτως εὑρίσκομεν 


τφ--δ5, ἐξ ἧς ὁ--δ' 
ἀντικαθιστῶντες δὲ τὴν τιμὴν ταύτην τοῦ ψ εἰς τὴν πρώτην ἐξίσωσιν 
εὑρίσχομεν 7-- 2.-----θ, ἐξ ὃς χ-Ξ]. 
9οὐ) ὄγ -- 2-30 
9Υ -|-δφΞζ]. 


Ἐπειδὴ ἐλάχιστον κοινὸν πολλαπλάσιον τῶν συντελεστῶν τοῦ ᾧ εἶνε 
ὁ συντελεστὴς τῆς δαυτέρας, πολλαπλασιάζοµεν τὴν πρώτην ἐπὶ 4 (τὸ 
πηλίκον αὐτῶν) καὶ εὑρίσχομεν 


20χ --- 8φ--0 
ἀλλάσσοντες δὲ τὰ σημεῖα τῆς δευτέρας καὶ προαθέτοντες κατὰ µέλη, 
εὐρίσκομεν 11γ--- ---ἶ, ἐξ ἧς χ------ ττ 
καὶ ἀντικαθιστῶντες τὴν τιμὴν ταύτην τοῦ χ εἰς τὴν δευτέραν εὑρίσκ- μεν 
9 ὃ 
ο... ἎἊ δι--ἶ, ἐξ τς νι 
ΤΙ ον Ἰ Ἡ ο 
4ον) δΥ --16ό-- 


πολλαπλασιάζοντες τὴν πρώτην ἐπὶ --4 καὶ τὴν δευτέραν ἐπὶ ὃ καὶ 
προαθέτοντες κατὰ µέλη τὰς ἐξισώσεις, ἀπαλείφομεν τὸν Υ (προτιμῶμεν 
ὃ) αὐτὸν ὡς ἔχοντα µικροτέρους συντελεστὰς) καὶ εὑρίσχομεν 


ὃ2 

159ψ---ὅ9, ἐξ ὃς -------- 

ἧ ΕΣ 

καὶ ἀντικαθιστῶντες τὴν τιμὴν ταύτην τοῦ ψ εἰς τὴν πρώτην, εὑρίσκομεν 
82 211 
ὃγ---ἶθ. - ---- δθε στςς ----------9 
μετα, "ἆπττας 
ὧον) ὃχ-- δ--- 8 


16γ---οψφ-]Ι 2: 
ἀπαλείφοντες τὸν ψ εὑρίσκομεν Ο0----/-Ι9' ὥστε τὸ σύστημα τοῦτο είνε 
ἐσοδύναμον τῷ ἑπομένῳ 
0ζ-ιὸ 
ϐγ---ὃψ-- δ, 
ἐπειδὶ δὲ τοῦτο εἶνε ἀδύνατον, ἔπεται, ὅτι καὶ τὸ Φοθὲν εἶνε ἀδύνατον, 


- ο... 
6ον) Γ--θψξ-δ 
4χ---'ὀψ---δο' 
ἀπαλείφοντες τὸν χ εὑρίσχομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστηµα 
0--0 
χ--δφ--δ, 
ὅπερ ἔχει µόνον µίαν ἐξίσωσιν καὶ ἐπιδέχεται διὰ τοῦτο λύσεις ἀπείρους 
τὸ πλῆθος' ἄρα καὶ τὸ δοθὲν εἶνε τοιοῦτον' καὶ ὄντως, ἡ δευτέρα ἐξίσωσις 
εἶνε ἰσοδύναμος τῇ πρώτῃ, ὡς προκύπτουσα ἐξ αὐτῆς πολλαπλασιασθείσης 
ἐπὶ 4: ὥστε ἐδόθη κυρίως µία µόνον ἐξίσωσις μεταξὺ τῶν δύο ἀγνώστων. 

5156. "Ἔστω τέλος τὸ γενιχὸν σύστημα 

αχ Γβψτςη (1) 
αχ Γβψ---γ- 

Ἵνα ἀπαλείψωμεν μεταξὺ τῶν δύο ἐξισώσεων τὸν ἄγνωστον ὁ, πολ- 
λαπλασιάζοµεν, τὴν μὲν ποώτην ἐπὶ β, τὴν δὲ δευτέραν ἐπὶ --β καὶ 
κροσθέτοµεν ἔπειτα αὐτὰς κατὰ µέλη, ὅτε εὑρίσχκομεν 

(αβ----ᾱ β).χΞΞΥΡ᾽--Υ Β, 
ξ ἧς, ὑποθέτοντες τὴν παράστασιν αβ΄---αΏ διάφορον τοῦ 0, λαμβάνομεν 
ὃν ἐπομένην τιμὴν τοῦ γ 





β--Υμ 
χ--- ή , Τα ἱ 
αὐ ---α 
"Ομοίως ἀπαλείφοντες τὸν χ, εὑρίσχομεν 
ου ἵα γα 
ν-- αβ----α 3 


'"Ωστε, ἂν ἡ παράστασις αθ --α 6 διαφέρῃ τοῦ 0, τὸ σύστημα τῶν 
α«πώσεων ἐπιδέχεται µίαν λύσιν καὶ µίαν µόνην' ἦτοι ὑπάργει µία τιψὴ 
»Ὁ Υ χαὶ µία τοῦ ὁ ἐπαληθεύουσχι τὸ σύστημα. 

3151. Ἀ]ένει πρὸς ἐξέτασιν ἡ περίπτωσις, καθ Ἶν εἶνε 

αῦ ---α β-- ἱ 
εχὶ ταύτην ὑτοδιαιροῦμεν εἰς τρεῖς ἄλλας. 

1) Αν ἀμφότεραι αἱ ἐξισώσεις ἔγωσιν ἀγνώστους. 

Τότε ἐκ τῶν συντελεστῶν α, β εἷς τοὐλάγιστον διαφέρει τοῦ () (ὁμοίως 
καὶ ἐκ τῶν α΄, β’) ἔστω τοιοῦτος ὁ α λέγω ὅτι καὶ ὁ α” θὰ εἶνε διάφορος 
ϱῦ 0: διότι ἂν ἦτο α--0, ἡ ἰσότης αῇ --α -Ξ--0 (τις συνδέει νῦν τοὺς 
αυντελεστὰς) θὰ ἐγίνετο αῇ---() ὅθεν καὶ ὦΞ-ί) ἦτοι ἀμφότεροι οἱ συν- 
εελεσταὶ α΄ καὶ ϱ᾽ θὰ ἦσαν 0 καὶ ἑπομένως Ἡ δευτερχ ἐξίσωσις δὲν θὰ 
ἔχεν ἀγνώστους ὅπερ ἐναντίον τῇ ὑποβέσει ὥστε ὁ α διαφέρει τοῦ 0. 

(ΣΓΟΙΧ. ΑΔΙΕΒΡΑ) ( 





-.. οι -- 


μὲν πρῶτον συμβαίνει, ὅταν τις τῶν ἐξισώσεων καθ ἑχυτὴν εἶνε ἀδύνα- 
τος, Ἡ ὅταν αἱ δύο ἐξισώσεις εἶνε ποὸς ἀλλήλας ἀπυμβίβαστοι' τὸ δὲ δεύ- 
τεοον συμβαίνει, ὅταν ἡ µία τῶν ἐξισώσεων εἶνε ταὐτότης ἢ ὅταν αἱ δύο 
ἐξισώσεις εἶνε ἰσοδύναμοι, 

108. Ἡ ἀπαλοιφὴ τοῦ ἑνὸς ἀγνώστου μεταξὺ τῶν δύο ἐξισώσεων 
καὶ ἑπομένως ἡ λύσις τοῦ συστήµατος δύναται κχὶ ἄλλως νὰ γίνη δυνάμει 
τοῦ Β΄ θεωρήματος. 


"Ἠιστω τῷ ὄντι τὸ σύστηµα 


1 χ- -Τὁ-----δ4, 


᾿Εὰν ἡ πρώτη ἐξίσωσις λυθῇ ποὺς τὸ χ. τίθεται τὸ σύστημα ὑπὸ τὴν 
μορφὴν 


11γ-- Τὁς---ᾱ4" 
ἐὰν δὲ ἀντικατασταθῇ ἡ τιμὴ τοῦ Υ εἰς τὴν δευτέραν ἐξίσωσιν, εὑὗρί- 
σκεται τὸ ἰσοδύναμαν (ἐδ. 151 ) σύστηµα 


43- ϐψ 


1 --τες---θὰ 


οὗτινος ἡ δευτέρα ἐξίσωσις ἔχει µόνον ἄγνωστον τὸν ψ καὶ λυομένη 
πρὸς αὐτὸν δίδει φ--δ' καὶ ἂν ἡ τιμὴ αὕτη τοῦ ψ τεθῇ εἰς τὴν πρό- 
την, προκύπτει καὶ ἡ τιμ} τοῦ χ 

χτσι. 

“Ἡ μέθοδος αὕτη λέγεται μέθοδος τῆς ἀντικαταστάσεως δύνανται 
δὲ χαὶ ἀμφότεραι αἱ ἐξισώσεις νὰ λυθῶσι πρὸς τὸν αὐτὸν άγνωστον καὶ 
μετὰ ταῦτα νὰ γίνη ἡ ἀντιχατάστασις. 

᾽Αλλ' ἡ μέθοδος τῆς ἀντικαταστάσεως προτιμᾶται, µόνον ὅταν ἡ 
ἑτέρα τῶν ἐξισώσεων δοθῇ λελυμένη πρὸς ἕνα ἄγνωστον ἄλλως προτι- 
µητέα ἡ μέθοδος τῆς προσθέσεως ὡς συντοµωτέρα. 

Λύσες οἱουδήποτε συστήµατος πρωτοθαθµέων ἑξισώ- 
σεων ἐχουσῶν ἀγνώστους ἴσους τὸ πλήθος. 

159. Ἔστω πρότερον τὸ σύστημα τῶν τριῶν ἐξισώσεων 

ϱ--ὂψ-]δω--40 
Ὁγ -ἵ- ὂὀψ-- ωξ-45 
Ἰχ--- ψ-ἰ- θω--9δ8. 


- 9... 


διότι δὺ αὐτοῦ ἀνάγεται ἡ λύσις τῶν ν ἐξισώσεων εἰς τὴν λύσιν τῶν 
ν----], καὶ τούτων πάλιν εἰς τὴν λύσιν τῶν ν---θ, καὶ οὕτω καθεξῆς, 
καὶ τέλος εἰς τὴν λύσιν δύο ἐξισώσεων δύο ἀγνώστους ἐχουσῶν, τὴν 
ὁποίαν λύσιν ἐμάθομεν. 


φ 
"Παρατηρήσεις. 


Πολλάκις ἡ φύσις τῶν ἐξισώσεων παρέχει τρόπον λύσεως συντοµώ- 
τερον τοῦ γενιχοῦ. 

Οὔὕτω, λόγου χάριν, δὲν εἶνε ἀδιάφορος πρὸς τὴν αυντοµίαν τῆς λύ- 
δεως ἡ ἐχλογὴ τοῦ ἀπαλειπτέου ἀγνώστου ἐν ἑκάστῃ µεταβάσει ἀπὸ 
συστήµατος εἰς σύστημα, οὐδὲ ἡ ἐκλογὴ τῆς ἐξισώσεως, ἥτις, µόνη 
αὕτη, συνδυάζεται πρὸς πἆσας τὰς ἄλλας ἀλλ᾽ οὐδὲ εἶνε άνάγκη νὰ 
συνδυάζηται πάντοτε µία καὶ ἡ αὐτὴ ἐξίσωσις πρὸς τὰς ἄλλας, ἀλλὰ 
ποιχίλοι συνδυασμοὶ δύο ἡ περισσοτέρων ἐξισώσεων (ἡ καὶ πασῶν) δύ- 
γανται νὰ ἠίνωσι, δὺ ὧν ταχύτερον νὰ εὑρίσκηται ἡ λύσις, 

Καὶ ταῦτα μὲν γενικῶς, ἰδίᾳ δὲ παρατηροῦμεν τὰ ἑξής. 

1) Εὰν ἐξίσωσίς τις ἑνὸς συστήµατος δὲν ἔχη τινὰ τῶν ἀγνώστων, ἡ 
ἐξίσωσις αὕτη θὰ εἶνε ἐξίσωσις καὶ τοῦ ἐπομένου συστήµατος (τοῦ µίαν 
ἐξίσωσιν χαὶ ἕνα ἄγνωστον ἔχοντος ολιγώτερα), ἐλν ὡς ἀπαλειπτέος : 
ἄγνωστος ληφθῇ ὁ ἐν τῇ ἐξισώσει μὴ ὑπάρχων. 

"Έστω ὣς παράδειγµα τὸ σύστηµα τῶν τεσσάρων ἐξισώσεων . 

ὃχ--ὄψ--4φ- ὡ-ξ 0 
2χ- ὄψ-- ο---δω- 1 
ὄγ--- ψ -- 2 
9-8  -Εθως-10. 

Ἐπειδὴ ὁ φ δὲν ὑπάρχει εἰς τὰς δύο τελευταίας ἐξισώσεις λαμβά- 

νοντες τοῦτον ὡς ἀπαλειπτέον ἄγνωστον, εὑρίσκομεν τὸ σύστημα 

11 --1]ψ--Ίως- 4 

ὃγ-- ψ - 3» 

ὃγ -- ὂψ--δω--10, 
τοῦ ὑποίου ἡ πρώτη ἐξίτωσις προέκυύεν ἐκ τῆς πρώτης καὶ τῆς δευτέ- 
ῥρας τοῦ δοθέντος συστήµατος, αἱ δὲ λοιπαὶ δύο εἶνε αὐταὶ αἱ δοθεῖσαι. 

Ἐπει)ὴ) δὲ πάλιν ἡ δευτέρα ἐξίσωσις δὲν ἔχει τὸν ἄγνωστον ω, λαµ- 
Ράνοντες τοῦτον ὡς ἀπαλε.πτέον, εὑρίσκομεν τὸ σύστηυα 

1097 -:1449--109 
ὃγ--- ω-- 3. 


-- 01 --- 


ϱ) "Ενίοτε προσθέτοντες κατὰ µέλη τὰς ἐζισώσεις τοῦ συστήµατος 
(ἡ πάσας Ἡ τινας µόνον) εὐρίσχομεν τὴν λήσιν. Οὕτως ἐν τῷ συστήµατι 


γη --οτ-ὃ 
χ- ἩΓφῦ 
πχ να Ἔφξ» 
ἐὰν προσθέσωµεν τὰς ἐζισώσεις ἀνὰ δύο, εὑρίσκομεν 
2χ---δ, 2-12, 2φ---14. 
Ὁμοίως εἰς τὸ σύστηµα | 
γΤν Γφς ὃ 
ψΓφΓω-- 4 
φ Γω--χξ- ὃ 
ωχ ΓΥΞΞΙὃ 


ἐὰν προσθέσωµεν πάσας τὰς ἐζισώπεις κατὰ µέλη καὶ διαιρέσωµεν τὴν 
προκύπτουσαν διὰ ὃ, εὑρίσκομεν 
χΓν Γφ-Γω--10. 
Εὰν δὲ ἀπὸ ταύτης ἀφαιρεθῇ ἑκάστη τῶν δοΏεισῶν, προκύπτει 
ω--ὔ, : ΥΞ-6, φ---2, φ------ᾱ. 

Παρατηρητέον δέ, ὅτι ὑπάρχουσι πάντοτε πολλαπλασιασταί τινες, 
ἐφ οὓς πολλαπλασιαζόµεναι αἱ ἐξισώσεις τοῦ τυχόντος συστήµατος καὶ 
προστιθέµεναι κατὰ µέλη δίδουσιν ἐξίσωσιν ἕνα µόνον (ἠοὐδένα) ἄγνω- 
σιον περιέχουσαν καὶ ἑπομένως προσδιορίζουσαν αὐτόν ἀλλ ἡ εὕρεσις 
τῶν πολλαπλασιαστῶν τούτων ὑπερβαίνει τὰ ὅρια τοῦ παρόντος ἔργου. 

ΣΗΜ. ᾿ΕΒὰν ἐκ τῆς προσθέσεως ῥἐζισώσεών τινων τοῦ συστήµατος 
{πολλαπλαπιασμένων ἑκάστης ἐπὶ ἀριθμὸν διάφορον τοῦ ϐϱ) προχύπτη 
ἐξίσωσις µηδένα περιέχουσα ἄγνωστον, τὸ σύστημα εἶνε ἢ ἀδύνατον, ἢ 


ἀόριστον. 

Πρὸς ἄσκηαιν προτείνοµεν εἰς λύσιν καὶ τὰ ἑπόμενα συστήµατα 
19ν) ὃχ--- ᾧ-ι-4ω-- 21 φ--δ 
ι 4χ-- --δω-----11 ωξ--ὅ 

1 
ΧΤΝΞΞΥ χο (9--α) 

1 
29) ὁ ψΓω--α ὕπττο 1 γα--β) 


ωγ--β ωξς-ᾱ- (α -|-ῥ---Υ) 


--. ο .. 


χ--ψξ-α 
9ον) ψ---ως-- 
ω-- γ---- 
Υ--δψ-- δω-- ϱ-----Ι 
/--θω--- φ-- ϐὐ 
49ν) ἵ Ψ 
4ο-ὺ- 1 
ὄχ- -ἵψ-|-4ω-- φ--δί 
. ὃχ-- ϕ-- ω-- ὀφ--10 
ο) λω--- φ--- 


θον) 2χΓ Ψ- δω -άφ1 
χ--ὅψ--δω-- φϕ-- ϐ 


τον) κ. -..- 
χ 
Τ ὸ ἱ 
-- -|--------δ0 χ--- ᾽ 
7 ψ 2 


χχὶ -. καὶ πρὸς ταῦτα νὰ λυθῶσιν αἱ ἐξισώσεις. 
π 


-- ----------- ---κ-------- 


πι 
1 
ως--------- 
10 
--. 
Ὑ-.φρ 
--. 
απ τρ 
ω--ἶ 
φ---2 
ὁ--- 
γ--ὃ 
γτ-] 
---δ 
ω---ὃ 
φ---4 
Ι 
ᾗ σπα ο 
σπα 
] 
χ 


Ἡ ἐξίτωσις γ-|-ψ--οῶ προφανῶς ἔχει ἀπείρους τὸ πλῆθος λύσεις, καὶ 
ὅμως διὰ τῶν ἑξῆς συλλογισμῶν φθάνοµεν εἰς τὸ συμπέρασμα, ὅτι δὲν 


ἔχει οὐδεμίαν λύσιν' διότι ἐξ αὐτῆς ἔπεται 


(κ Γψ)-α 
ἐκ δὲ τούτων συνάγεται (χ-|-ψ)--4Ξ-/ --ψ--» 
καὶ διαιροῦντες ἀμφότερα τὰ ἴσα διὰ γ-Γφ--- 


εὐρίσχομεν τὴν ἐξίσωσιν 
γ--ψ-Γό--ἰΙ ἡ καὶ χ-Γφ----ἶι 
«ὕτη δὲ μετὰ τῆς δοθείσης ἐξισώσεως συνδυαζοµένη δίδει 
| δ-------] ὅπερ ἄτοπον. 
Νὰ εὐρεθῇ τὸ σφάλμα. 


-. 96... 


Προθλήματα. 


1ον) Εὐρεῖν κλάσμα, τὸ ὁποῖον, ἂν μὲν αὐξηθῶσι κατὰ µονάδα 


ω - 4 αρ 4 
ὅροι αὐτοῦ, νὰ γίνηται ἴσον τῷ - ---, ἄν δὲ ἐλαιτωθῶσι κατὰ μονά 
ὃ 

ι - 9 
νὰ γίνηται ἴσον τῷ ππ 


Ἐὰν παραστήσωµεν διὰ τοῦ γ τὸν ἀριθμητὴν καὶ διὰ τοῦ ψ 
παρονομαστὴν τοῦ ζητουμένου κλάσματος, θὰ ἔχωμεν 


κα 48 καὶ χι ὃς 
φ-- ὃ φ---ἶ 4 
ήτοι ϐγ --4ϕ------ἶ 
4Υ-- δψ--- 1. 


Πρέπει δὲ νὰ εἴνε οἱ χ, ψ ἀκέραιοι καὶ θετικοὶ ἀριθμοἰ. 
Λύοντες τὸ σύστημα εὑρίσκομεν χ--Τ, ϕ--θ' ἑπομένως τὸ ζητού 


νον κλάσμα εἰνε --- 


ὦον) Ηὐρεῖν ἀριθμόν, ὅστις διαιρούμενος διὰ 7 νὰ δίδῃ ὑπόλοιπο: 
διὰ 11 ὑπόλοιπον 10 καὶ διὰ Ιὃ ὑπόλοιπον ὃ' τὸ δὲ ἄθροισμα | 
τριῶν πηλίκων νὰ εἶνε ἴσον πρὸς τὰ τρία δέκατα τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ 

᾿Βὰν διὰ τοῦ χ παραστήσωµεν τὸν ἀριθμὸν καὶ διὰ ω, φ, Ψ, τὰ τι 
πηλίχα, θὰ ἔχωμεν 


γΞ- τω -- 1 
γζ-Ι ὃψ -|- ὃ 

' ὃ 
ω-{-φϕ-- --τρλ 


πρέπει δὲ πάντες οἱ ἄγνωστοι νὰ εἶνε ἀκέραιοι καὶ θετικοὶ ἀριθμοί. 
᾿Εὰν αἱ τιμαὶ τῶν ω, Φ, Ψ, ληφθεῖσαι ἐκ τῶν τριῶν πρώτων έξι 
σεων ἀντικατασταθῶσιν εἰς τὴν τετάρτην, προχύπτει ἡ ἐξίσωσις 
χ--Ι χ--ῖ0θ  --»δ ὃ 
πο το 1δ. το 
ἐξ ἧς εὑρίσκομεν χ---120: ὁὅθεν φ--Ι10, «ως-]1, ὁϕ--θ. 


7, 


ὃον) Εὐρέῖν ἀριθμὸν διψήφιον ἔχοντα τὰς ἑξῆς ἰδιότητας' τὸ τετ 
πλοῦν τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων νὰ ὑπερθαίνῃ κατὰ µονάδα τὸ τριπλ 
τοῦ ψηφίου τῶν δεκάδων’ ἐὰν δὲ γραφῶσι τὰ ψηφία καν ἀντίστρο. 
τάξιν, νὰ προκύπτῃ ἀριθμὸς μικρότερος κατὰ ὃδ. 


-- ϱ”ἳ --- 


Έστωσαν χ αἱ δεκάδες καὶ ᾧ αἱ µονάδες τοῦ ἀριθμοῦ. 

Κατὰ πρῶτον εἶνε 4ψ---ὂχ---Ι. 

Ἔπειδ) δὲ ὁ ἀριθμὸς ἔχει τὸ ὅλον 10γ--ψ µονάδας καὶ ὁ ἐξ αὐτοῦ 
προχύπτων (διὰ τῆς ἀντιστροφῆς τῶν ψηφίων) ἔχει µονάδας τὸ ὅλον 
10ψ-|-χ, ἔπεται ἡ ἐξίσωσις 

10χ-Γ-φΞξ1Οψ --χ-:56: ὅθεν 9χ---θέ---δθ. 
Ἔλχομεν ἄρα τὸ σύστηµα 
4ψ-- Όχ--] 
χ-- ψξα, 
πρέπει δὲ νὰ εἶνε ἀμφότεροι οἱ ἄγνωστοι θετικοὶ ἀχέραιοι ἀριθμοὶ καὶ 
µιχρότεροι τοῦ 10, 

Ἐπειδὴ δὲ λύοντες τὰς ἐξισώσεις εὐρίσχομεν χ--Ι]Ἴ καὶ ψ--1δ, 
συμπεραίνοµεν, ὅτι τοιοῦτος ἀριθμὸς οὐδεὶς ὑπάρχει. 

4ον) “Ἱέρων ὃ τύραννος τῶν Συρακουσῶν ἔδωκεν εἷς χρυσοχόον 10 
λίρας χρυσοῦ, ἵνα κατασκευάσῃ ἓξ αὐτοῦ στέφανον τοῦ 4άιὸς. "Ύπο- 
στεύσας δὲ μετὰ τὴν κατασκευὴν τοῦ στεφάνου, ὅτι ὅὃ χρυσοχόος 
ἀντικατέστησε δι ἀργύρου µέρος τοῦ χρυσοῦ, ἠρώτησε τὸν ᾿Αρχιμή- 
δην, ἂν εἶνε δυνατὸν νὰ ἀνακαλυφθῇ τοῦτο. "Ο ᾿ Αρχιμήδης γνωρίζω», 
ὅτι ὅ χρυσὸς ἀποθάλλει ἓν τῷ ὕδατι τὰ ὅ5 χιλιοστὰ τοῦ βάρους του, 
ὅ δὲ ἄργυρος τὰ 99, ἐζύγισε τὸν στέφανον ἓν τῷ ὕδατι καὶ εὗρεν 
αὐτὸν 9 Λαρῶν καὶ 6 οὐγγιῶν' οὕτω δὲ ἀνεκάλυψε τὸν δόλον. Ζη- 
τεῖται, πόσος ἄργυρος καὶ πόσος χρυσὸς ὑπῆρχεν ἓν τῷ στεφάνῳ. 

Ἔστω χ ὁ ἀριθμὸς τῶν οὐγγιῶν τοῦ ἐν τῷ στεφάνῳ ἸΧχρυσοῦ καὶ ψ 
ὃ τοῦ ἀργύρου. κατὰ πρῶτον ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν (ἀναμνηστέον, ὅτι 
1 λίτρ.--16 οὐγγ.) 

χι όΞ-ιθ6ο. 

Ἐπειδὶ δὲ ὁ χρυσὸς ἀποβάλλει ἐν τῷ ὕδατι τὰ ὕ9 γιλιοστὰ τοῦ 
Βάρους του, τὸ βάρος χ τοῦ ἐν τῷ στεφάνῳ χρυσοῦ θὰ ἀποβάλη ἐν 
δο 


τουο« οὐγγίας ὁμοίως τὸ βάρος ψ τοῦ ἀργύρου θὰ ἀπο- 


τῷ ὕδατι 





Βάλη οὐγγίας οσον τὸ δὲ ἄθροισμα τῶν δύο τούτων ἀπωλειῶν θὰ 


«ουναποτελέσῃ τὴν ὅλην ἀπώλειαν τοῦ βάρους τοῦ στεφάνου ἐν τῷ 
Ὁδατι, ἦτοι 10 οὐγγίας, ἐξ ὧν ἔπεται ἡ ἐξίσωσις 
δὸ 99 
-”“-”- ---- ᾧὐ--ἶ 
τουςχ Ἔ τοσο" 
62χ-- 9υψ--ι10000. 
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Καὶ ἂν εἰς τὴν αὐτὴν ἀνισότητα προστεθῇ ὁ ἀριθμὸς ---ἶ0 εἰς ἀμφό- 
τερα τὰ µέλη, προκύπτει ἡ ἀνισότης --ᾧ«---δ. 

Καὶ γενικῶς πρέπει νὰ ὀρίσωμεν την ἀνισότητα ὡς ἑξῆς: 

᾿Αριθμὸς α λέγεται μµεγαλήτερος ἄλλου 6, ἑὰἀν ἡ διαφορὰ α--έ 
εἶνε θετικὸς ἀριθμός. 

Καὶ ὄντως ἔστω Ἡἡ διαφορὰ α--β θετικὸς ἀριθμός, καὶ ἴση τῷ ϐ' ἂν 
τότε εἰς τήν ἀνισότητα 20 προστεθῇ εἰς ἀμφότερα τὰ µέλη ὁ αὐτὸς 
ἀριθμὸς β, προχύπτει ἡ ἀνισότης ϱ--02β, τοι α”2ῄ. 

Ἔλν ὅμως ἡ διαφορὰ αᾱ--β εἶν ἀρνητικὸς ἀριθμός, ἡ ἀντίβετος 
β---α εἶνε θετικὸς καὶ ἑπομένως θὰ εἶνε τότε βἼλα' ἐξ ὧν βλέπομεν, 
ὅτι αἲ»09 σηµαίνει, ὅτι ἡ διαφορὰ α---β εἶνε θετικὸς ἀριθμός. 

162. Ἐκ τῆς ἀρχικῆς ἰδιότητος ἔπονται ἀμέσως αἱ ἑξῆς: 

α’.) Εὰν προστεθῶσιν ἄνισοι εἰς ἀνίσους, ἀλλ ὁ µεγαλήτερος εἰς τὸν 
τὸν µεγαλύέτερον χαὶ ὁ µιχρότερος εἰς τὸν µικρότερον, ἡ ἀνισότης μένει. 

"Ἔστω α.2β καὶ Υ2δ 
λέγω, ὅτι τότε θὰ εἶνε καὶ α--Υ2β-ἱ-δ. 

Διότι, ἂν εἶνε α---θΞ-θ καὶ Υ------(' 
θὰ εἶνε καὶ α-|-υ--(5--δ:--0--6”, 
ἐπειδὴ δὲ αἱ διαφοσαί ϐ καὶ θ΄ εἶνε θετικοὶ ἀριθμοί, καὶ τὸ ἄβροισμα 
αὐτῶν ϐ-]-θ΄ εἰνε θετικόν' ὥστε εἶνε α-]-Υ}20-:-ὃ. 


ο.) Ἐὰν πολλατλασιασθῶσιν ἀμφότερα τὰ µέλη ἀνισότητος ἐπὶ τὸν 





αὐτὸν ἀριθμὸν (διάφορον τοῦ 0), μένει μὲν ἡ ἀνισότης, ἂν ὁ πολλαπλ.α- 
σιαστὶς εἴνε θετικός, ἀντιστρέφει ὅμως, ἂν εἶνε ἀρνητικός. 

Ἔστω α΄}: ἂν εἶνε α--ΛΞΞ-θ, θὰ εἴνε αι---ὀμς--θα. 
χαὶ ἂν μὲν ὁ µ. εἶνε θετικός, μθ εἶνε ὡσχύτως θετικόν' ὥστε ἔγομεν 

αμ Σ20µ 
ἂν δὲ πάλιν εἶνε µ ἀρνητικόν, καὶ ὁ μθ εἶνε ἀρυγητικός' ὥστε ἔχομεν 
αμ«-μμ. 

ΠΟΡΙΣΜΑ. Εὰν ἀμφότερᾳ τὰ µέλη ἀνισότητος τοαπῶσιν εἰς τὰ ἀν- 
.τίθετα (Ἴτοι ἂν πολλαπλασιασθῶσιν ἀμφότερα ἐπὶ ---ἶ}λ ἡ ἀνισότης 
. ἀντιστρεφει. 

Οὗὕτως ἐκ τῆς ἀνισότητος --ϱ2λ----ϱ, ἔπεται ὃ «9. 

108. Καὶ αἱ ἀνιπότητες, ὦν τὰ μέλη ἔχουσι γράμματα, δύνανται : 
Ἰληθεύωσι διὰ πᾶσας τὰς τιμὰς τῶν γραμμάτων, ἢ µόνον διά ττινκ- 


(ΣΓΟΙΧ. ΑΛΙΕΡΙΓΑ) 
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ΝΕΦΑΛΑΙΟΝ ΙΓ”. 


ΑΠΡΟΣΩΙΟΡΙΣΤΟΣ ΑΝΑ.ΥΣΙΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΙ). 


164. Ἔξισωσις περιέχουσχ ἀγνώπτους Ἠπερισσοτέρους τοῦ ἑνὸς έπι- 
Δέχεται λύσεις ἀπείρους τὸ πλῆθος διότι δυνάµεθα νὰ ὀρίσωμεν αὐτο- 
μούλως πάντας τοὺς ἀγνώστους πλὴν ἑνός, ὅστις προσδιορίζεται χαὶ οὗτος 
ἐκ τῆς ἐξισώσεως. 

165. Καὶ σύστηακκ« ἐξισώσεων Ππερισσοτέρους ἔχον ἀγνώστους ἢ έξι- 
φώσεις ἐπιδέχεται ἓν γένει ἀπείρους τὸ πλῖθος λύσεις διότι δρίζοντες 
τοὺς περιπσεύοντας ἀγνώστους αὐτοβούλως, δυνάµεθα ἐν γένει νὰ προσ- 
διορίσωµεν τοὺς λοιποὺς ἐκ τοῦ συστήµατος. 

Αλλ᾽ ἂν ἐκ τῶν ἀπειροπληθῶν λύδεων τοιαύτης ἐξισώσεως 3 συ- 
στήµατος ζητῆται νὰ εὑρεθῶσιν αἱ ἀχκέραιαι (ἐν αἷς αἱ τιμαὶ πάντων 
τῶν ἁγνώστων εἶνε ἀχέραιοι ἀριθμοί), τὸ ζήτημα ἀποβαίΐνι δυσκολώ: 
τερον διότι οἱ περισσεύοντες ἄγνωστοι πρέπει νὰ δρίζωνται τότε οὐχὶ 
αὐτοβούλως, ἀλλ ἁρμοδίως, ἵνα αἱ τιμαὶ τῶν ἄλλων προχύπτωσιν, εἰ 
Ἀυνατόν, ἀχέραιαι. 

166. ᾿Απροσδιόριστος ἀγάλυσις καλεῖται τὸ µέρος τῖς ἀλγέβρας, ἐν 
τῷ ὁποίῳ διδάσκεται ἡ εὕρεσις τῶν ἀχεραίων λύσεων δεδομένης ἐξισώ- 
σεως περισσοτέρους τοῦ ἑνὸς ἐχούσης ἀγνώστους, ἢ καὶ συστήµατος έξι- 
αᾳώσεων περισσοτέρους ἔχοντος ἀγνώστους ἢ ἐξισώσεις. 

Οἱ συντελεσταὶ τῶν τοιρύτων ἐξισώσεων ὑποτίθενται ἀχέραιοι ἀριθ- 
μοί’ (διότι, ἂν εἶναι κλασματικοί, καθιστῶμεν αὐτοὺς ἀχεραίους ἀπαλ- 
λάσσοντες τὴν ἐξίσωσιν ἀπὸ τῶν παρονομαστῶν ). 

᾿Ενταῦθα θὰ θεωρήσωμµεν µόνον µίαν ἐξίσωσιν περιέγουσαν δύο ἀγνώ- 
στους χαὶ ἠγμένην εἰς τὴν μορφὴν 

αχ ΕβΨΞΞΊ, 
ἔνθα α, β, Υ εἶνε γνωστοὶ ἀχέραιοι ἀριθμοὶ (θετικοὶ ἡ ἀρνητικοί). 

Οἱ ἀχέραιοι ἀριθμοὶ α, β, Υ τῆς ἐξίσώσεως ταύτης δύνανται νὰ ὑπο- 
τεθῶσι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους' διότι, ἂν ἔχωσι χοινόν τινα διαιρέτην, 
ἐξαλείφουεν αὐτὸν διαιροῦντες δι αὐτοῦ ἀμφότερα τὰ µέλη τῆς ἐξισώσεως. 

167. ΘΕΩΡΗΜΑ Α΄. ᾿Γὰν οἱ συντελεσταὶ α, 6, τῶν ἀγνώστων ἔχω- 
σι κχοινόν τινα διαιρέτη», ἡ ἐξίσωσις αχ-:-βψΞΞγ οὐδεμίαν ἐπιδέχεται 
ἁκχεραίαν λύσιν. 

Διότι, ἂν οἱ ἀκέραιοι α, ῇ εἶνε διαιρετοὶ διὰ τοῦ ἀχεραίου ὃ, οἶους- 
δήποτε ἀχεραίους ἀριθμοὺς καὶ ἂν θέσωµεν ἀντὶ τῶν χ καὶ Ψψ, τὸ πρῶτον 
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διαιρέσεων δύνανται νὰ εἶνε µόνον οἱ μικρότεροι αὐτοῦ ἀριθμοὶ 
ο, 1, 2 ὅὃ,,. . α--ἶ- 

καὶ ἐπειδ) οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι εἶνε ἀκριβῶς τόσοι, ὅσαι εἶνε καὶ αἱ διαιρέσεις, 
καὶ ἑκάστη ἔχει ἴδιον ὑπόλοιπον, συμπεραίνοµεν, ὅτι µία τῶν διαιρέσεων 
τούτων δίδει ὑπόλοιπον 0: ἦτοι πρὸς µίαν τῶν τιμῶν (μ) τοῦ φ ΄ἀντι- 
στοιχεῖ ἀκερχία καὶ ἡ τιμη τοῦ γ΄’ ὥστε ὑπάρχει τις ἀκεραία λύσις. 

169. ΘΕΩΡΗΝΑ Γ’. "Οταν ἡ ἐξίσωσις αχ-- ϐ6ΨΞ-Υ ἔχῃ µίαν ἄκε- 
ῥαίαν λύσι», ἔχει καὶ ἄλλας ἀπείρους τὸ πλῆθος. | 





Ἔνστω 7-η, φ--θ µία ἀχεραία λύσις τῆς ἐξισώσεως 
αχ -ΓΡΨΞΞΥ; 
ἔτοι ἔστω αἩ --βθ---ν. 


᾿Εὰν ἀπ᾿ ἀμφοτέρων τῶν μελῶν τῆς ἐξζισώσεως ἀφαιρεθῶσιν ἴσοι 
ἀριθυοί, ὁ αἩη-|-00 καὶ ὁ Υ, θὰ προκύύη ἐξίσωσις ἰσοδύναμος, 
Ἆ αἰχ--η)-Γβ(φ---θ.--0, 
ἢ -α(γ---)5-β.θ---Ψ). (5) 
Ἵνα εὕρωμεν τὰς ἀκεραίας λύσεις τῆς ἐξισώσεως ταύτης παρατηροῦ- 
μεν, ὅτι ὁ α διχιρεὶ τὸ πρῶτον μέλος τῆς ἐξισώσεως, πρέπει ἄρα νὰ δικῴῇ 
καὶ τὸ δεύτερον (ἂν ἡ ἐξίσωσις ἀληθεύῃ δὺ ἀκεραίας τιμὰς τῶν χ καὶ φ); 
ἐπειδ δὲ εἶνε πρῶτος πρὸς τὸν µ, ἀνάγχη νὰ δικιρῃ τὴν διαφορὰν ϐ---ϕ, 
ἥτις θὰ εἶνε διὰ τοῦτο πολλαπλάσιόν τι τοῦ α' ὥστε πρέπει νὰ εἶνε 
θ--ᾧΞ-αω, 
τοῦ ω ὄντος οἰουδήποτε ἀκεραίου ἀριθμοῦ. 
Ἐὰν δὲ ἡ τιμὴ τοῦ ϐ---ψ τεθῇ εἰς τὴν ἐξίσωσιν (ε), προχύπτει 
χ΄-Ἡπ-ρω 
ἐξ ὧν συνάγεται, ὅτι, οἱἰουδήποτε ὄντος τοῦ ἀκεραίου ω, αἱ τιμαὶ 
χπη Ἔ Ρω 
«Ξ-θ---αω 
ἐπαληθεύουσι τὴν δοθεῖσαν ἐξίσωσιν αγ --βύΞ-Υ' ὑπάρχουσιν ἄρα ἄπειροι 
λύσεις ἀλλὰ πλὴν τῶν λύσεων τούτων οὐδεμία ἄλλη ὑπάρχει. 
ΣΗΝ. Ὅτι αἱ τιμαὶ γζ-η--βω, Φ--θ---αω, ἐπαληθεύουσι τὴν δοθεῖ- 
σαν ἐξίσωσιν, οἰοςδήποτε ἀχέραιος καὶ ἂν ὑποτεθῃ ὁ ω, ἐπιβεβαιοῦται 


: καὶ διὰ τῆς ἀμέσου ἀντικαταστάσεως αὐτῶν εἰς τὴν ἐξίσωσιν' 
διότι θέτοντες τὰς τιμὰς ταύτας τῶν χ καὶ ᾧ εἰς τὴν ἐξίσωσιν 


αχ -|-ήψ--Υ, εὑρίσχομεν αη--αβω --βθ---χβω--γ, Ἆτοι αηβθξΞΞη, 
ὅπερ εἶνε ταὐτότης, διότι ἐξ ὑποθέσεως αἱ τιμαὶ γΞςη, 9Ξ-0, λύουσι 
τὴν ἐξίσωσι». 
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110. Ἐκ τῶν προηγουμένων βλέπομεν, ὅτι ἐκ μιᾶς λύσεως τῆς ἐξισώ- 
σεως αγ --βΦΞΞΥ εὐρίσκομεν τύπον περιέχοντα πάσας τὰς λύσεις πρὸς 
τοῦτο αὐξάνομεν τὴν τιμὴν τοῦ χ κατὰ τὸν συντελεστὴν τοῦ ψ πολλα- 
πλασιασθέντα ἐπὶ ἀόριστόν τινα ἀκέραιον ω, τὴ» δὲ τιμὴν τοῦ Ψ κατὰ 
τὸν συντελεστὴν τοῦ χ πολλαπλασιασθέντα ἐπὶ τὸν ἀντίθετον τοῦ αὐτοῦ 
ἁκεραίου α. | 

Επειδὴ δὲ ἀντὶ ω δύναται νὰ γραφῇ καὶ --ω, (διότι ὁ ω εἶνε τυχὼν 
ἀρ:θμός), ἔπεται, ὅτι εἶνε ἀδιάφορον, τὶς ἐκ τῶν αυντελεστῶν θὰ πολλα- 
πλασιασθῇ ἐπὶ ω καὶ τίς ἐπὶ τὸν ἀντίθετον τοῦ ω. 


Μέθωδοει πρὸς εὔρεσεν τῶν Ἀνεραέων λύσεων 
τός εξισώσεως αχ--δΨ--γ. 

111. Ἡ ἀπόδειξις τῆς ὑπάρζεως ἀχεραίας Ἀλύσεως παρέχει χα! τὸν 
τρόπον τῆς εὑρέσεως αὐτῆς καὶ ὄντως εἴδομεν, ὅτι, ἐὰν ἀντὶ τοῦ ᾧ τε- 
θῶσιν οἱ ἀριθμοὶι 0Ο, 1, 2, ὃ..., α---], εἰς ἕνα τούτων θὰ ἀντιστοιχῇ 
τιμὴ τοῦ χ ἀπεραία μιᾶς δὲ λύσεως ἀκξραίας εὑρεθείοης, εὑρίσκονται 
ἀμέσως και πᾶσαι αἱ λοιταί, 

"Έστω ὡς παραδειγμα ἢἡ ἐξίσωσις 

ὄχ-- ὅφ-- τ' 
λύοντες πρὸς τὸν γ, εὑρίσχομεν 


ο δν 
πο ὃ 
”” , Ν -- / ρω - | 
εἰζεύρομεν δέ, ὅτι ἐκ τῶν πέντε τιμῶν τοῦ ψ 
ο, ἵ, ν. 8, 4 


9 , , . ” π -ο , » 
µία καὶ µία μόνη καθιστζ τὴν τιμὲν τοῦ χ ἀκεραίαν δοχ,μάκοντες λοι- 


πὸν εὑρίσκομ.εν τὴν λῦσιν 


φΞ-Ξ]., ΥΞ-ῦ' 
ὅθεν πᾶσκχι αἱ ἀκέραιαι λύσεις τῆς δοθείσης ἐξισώσεως περιέχονται ἐν 
τοῖς τύποις 
χΞ- ὃ --δω 
ΧΞΞΞ]Ι -Ι-Όω 


Α΄ θετικαὶ τιμαὶ τοῦ ω (καὶ ἡ τὴ ϐ) δίδουσι τιμὰς θετικὰς ἀμφο- 


τέρων τῶν ἀγνώστων, αἱ δὲ Ὀἳ ὀρηηναὶ ἀονητικάς. 


"Ἔστω δεύτερον ἡ ἐξίσωσις 91Υ--δυφξ-]ν' 
λύοντες πρὸς τὸν ᾧ δι ι οὗτος ἔχει τὸν μικρότεςον συντὲλεστῖν καὶ διὰ 
τοῦτο θὰ γίνωσιν ἡλεγώτεραι δοχιμαί), εὑρίσχομιεν 
ν.. ων 1--- ι5 
ὃυ 
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παρατηοητέον νῦν ὅτι, ἵνα διαιρῆται ὁ ἀριθμητὴς διὰ τοῦ 90, ἀνάγκη 
νὰ λήγη εἰς 0: ἦτοι ἀνάγκη νὰ λήγῃ ὁ ἀριθμὸς 91χ εἰς 9' ὁ γ ἄρα πρέ- 
πει νὰ ἔχη µίαν τῶν ἑπομένων τιμῶν 9, 19. 29 
καὶ ταύτας µόνον δοχιµάζ οµεν' οὕτως εὑρίσχομεν τὴν λύσιν 


γζ-ι» φ---δ.19---ὔ], 


ἐξ ἧς ἐν γένει 19 -|-δθω 
φ---ρτ-- 9]ω. 
"Εστω τέλος ἡ ἐξίσωσις ΤΥ-:-18ψ---τὸ 
Ἀλύοντες πρὸς τὸν γ εὑρίσχομεν 
Το---1δύ 

πο. ( 
«αἱ δοχιµάζοντες τὰς τιμὰς «--0, 1, ὁ, ὃ, 4, Ὁ, 6, εὐὑρίσκομεν τὴν 
λύσιν φΞ-δ, γ--τ, 
ἐξ ἧς καὶ τὴν γενικὴν λύσιν 

γξ-τ---1δω 

ἀ-- 2 --- Ἰω 


πλὴν τῆς εὑρεθείσης λύσεως, (τις ἀντιστοιγεῖ εἰς τὴν τιμὸν ωΞ-Ξ0) πᾶ- 
σαι αἱ λοιπαὶ ἔχουσιν ἕνα ἀρνητικὸν καὶ ἕνα θετικὸν ἀριθμόν. 
"10. Ὅταν οἱ συντελεσταὶ α καὶ β εἶνε μεγάλοι ἀριθμοί, ἡ μέθοδος 
αὕτη ἀποβαίνει ἐπίπονος τότε µεταχειριζόµεθα τὴν ἑπομένην µέθοδον, 
διὰ τῆς ὁποίας καὶ ἡ ὕπαρζις ἀκεραίας τινὸς λύσεως γίνεται καταφανής. 





"Εστω ἡ ἐξίσωσις αχ -βΦΞΞΥ, 
τῆς ὁποίας οἱ συντελεσταὶ α, ᾖ ὑποτίθενται πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. Ἐ ὰν 
ὁ β εἶν µμµεγαλήτερος, ἃς διαιρεθῇ διὰ τοῦ α’ ἔστω δὲ π τὸ πηλίκον 
ααὶ β΄ τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως τότε θὰ εἶνε 
αι. 
.. ὅδιεν ἡ δοθεῖσα ἐζίσωσις δύναται νὰ γραφῇῃ καὶ ὡς ἑζῆς 
ο αγτίαπ-ΓβΊΨτςΥ 
ο αχ Γπγ) Γνγς-γ 
.παὶ ἂν τεθῇ χ--πφξζχ’, ἡ δευτέρα ἐξίσωσις γίνεται 
ω αχ΄ ΓΡ ΦΞΞΥ, 
Εδ.0α χ΄ εἶνε νέος τις ἄγνωστος αυνδεόµενος πρὸς τοὺς χ, ν διὰ τῆς ἰτό- 






ο 


' πτητος χ-χΕπὴ, ὃ απ πχ. 
' Ε ἂν τῆς ἐξισώσεως ταύτης εὑρεθῃ ἀκεοχία τις λύσις, εὑρίσχεται ἀμέ- 
εως ἄλλη τῆς δοθείσης διότι εὑρεθέντων τῶν γ΄ καὶ ᾧ, εὑρίσκεται κχὶ 
; ; μμ. - 
ὃ χ ἐ: τῆς ἰσότητος ΥΞΞχ --το. 


Ἐν τούτων Ἀλέπομεν, ὅτι ὁὶ εὔρεσις τῶν ἀχεοχίων λύσεων τῆς δο 
απς ἐξιαώσεως ἀνάγεται εἰς τὴν εὔρεσιν τῶν ἀχεεαίων λύσεων ἄλλης 
ὅποια ἔχει ἄνντελεστας, τὸν µικοότερον τῶν αυντελεοτῶν τῆς δοθε 
καὶ τὸ ὑπολδιπον τὺς διπισέσεως τοῦ μενΥαλγτε-ου ουντελεστοῦ διὰ 
ονκςότεςου ἀλλ ὁμοίως ἀνάνστα: καὶ αὐτῆς ἡ λὖσις εἷ ἄλλην 
οὗτω καβςτᾶς, Ἔτειδὶ ἂξ αἱ γινόµεναι δια:έσςις εἲνξ αἵ διαιρέσεις 
ὧν ξὐδίπκετα:ι ὁ μένιστος κοινὸς διαισέτχς τῶν συντελεστῶν αᾱ κα 
«οὗτοι ἂὲξ ὑπετεὂσααν ποῶτοι πεὺς ἀλάσλοις. ἔτετα.. ὅτι 04 εἰτεῃ 
τελος ὑπσολοτον τι σον τὸ οὔ νστω Χχρινῶ δισ: σετ 1. καὶ 9ὰ οὓα 
ὃν τοσο ος ἐλισωσινς ὃν 5 ὃ ὄτεςος τὸν ἆ νώττων 9ὰ ἔχΣσ 5ο 


εδπτὸν τὴν οσνάδα . ὁτοι ες ἑξτωσν τος ὀτοσὃς 


κλὸςν οντὸν τὸν ἁωστοων 
Ἁ λα τᾶς τοσο τος ἆ ισα δρως Εως τετα. ἆοδτεςς ἄσσταις τις 


Ἄνστ. ἂν το ὸ ο ο ὄπταιτ Ξὸ νε. Ἱσνκὰς Ἐν τες νο ΞΛ. ξ 


- α ἃ . κ - κ - , - 
τα. Ὁ ὅσ- ἃς πο ο ἕντος ἄνδοδιοτο  ἂ πο οδνες ξωσσεστςΣ εἐ- Σὸ 
--, . 
κι : κ - . - Ν - 
ἄν δς ν Ὁ Ὁ ο ο Ἆρλο δν ον ο δα ον ο ος ο. Γι. ος απ. Ὅπ 5 .1/ 
«λ. αχ. ςλς νο ὃς Ῥοαυρω ο. 5 . » 
ον .Ἆις πο λε ας ἃ- ο Αντ “κ. 
- - 3 Ν 
- ” 
ος σσ ο Ἂς ο" να 
Νο. - Ν α » - -- 
-- Ὁν - -- ο - 
απο δη: ὃ τα ον ..- μην --- ν αν .. στσε σος λα -ᾱ .5 ο... Ἐπιῤμρόή 
σος ν' -. ρα ο 
-- πι ὃν Ὅπ ο πο 
ν κα ὃν 
πο Ῥλδο α πο 
-. - 
5. κ α 
Ες καν ᾿ - . -- . ὪὉοωο - 
κ ο » - - » α 
. - . -- - -- πο. - ------ᾱ 
«ο ν Ὁ δα  ὃ ὰ ὃς - ο ος πο ος Ἡἃ  μμω- 
ο -- μμ -- 
- - - 
. αν { ο. - ---- 
ον ον σσ ο σος - να - 
πο. - - 
-- . - 
. οἳ .- 
- Ίππο --- 
” 
- - 
ὧν ων πως πο σον προ πο σπσπαον ὃ οἳ πο νο 
-. .. ας ὁν 
- - -- -- 
έως... μ.μ Ἡν - - τί. ο. - 
. ο - - . .. -- - 
- -- λε .- κ. 
ι - «μα 
ον 
ιο νο» 
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Ἀ Ακέραταε ναὲ θετιναὲ λύσεις τὶς ἐξεσώαεως 

αχ--θψ--υ. 
1:59. Δινατὸν νὰ ζητηθῶσιν ἐκ τῶν ἀχκεραίων λύσεων τῆς ἐξισώσεως 
-ᾷ- ΦΞΞΞΥ ἐχεῖναι, ἐν αἷς αἱ τιμαὶ ἀμφοτέρων τῶν ἀγνώστων εινε θε- 
«οἱ ἀριθμοί. Πρός εὕρεσιν τούτων διακρίνοµεν δύο περιπτώσεις, καθόσον 
συντελεσταὶ α καὶ 9 εἶνε ὁμοειδεῖς ἢ ἑτεροειδεῖς. 
Ἔστωσαν πρότερον ὁμοειδεῖς' ἐπειδὴ ὁ α ὑπετέθη θετικός, καὶ ὁ β εἶνε 
τικός ἐὰν νῦν ὁ Υ εἴνε ἀρνητικός, οὐδεμία προφανῶς ὑπάρχει θετικὴ 
σι; ἀνάγκη ἄρα νὰ εἶνε καὶ ὁ Υ θετικός. 
Τούτων τεθέντων, ἔστω χτ-η, φς-θ ἡ διὰ τοῦ πρώτου τρόπου εὗρι- 
ομένη ἀχκεραία λύσις, ἐν ἤ ἑπομένως εἶνε ὁ ϐ θετικὸς ἀοιθμὸς καὶ µικρό- 
ρος τοῦ αἱ τότε πᾶσχι αἱ ἀκέραιαι λύσεις περιέχονται ἐν τοῖς τύποις 

χπη-- ρω 

«Ξ-θ-Γαω. 
Αἱ ἀρνητικαὶ τιμαὶ τοῦ ω καθιστῶσι τὸν  ἀρνητικόν' διότι, ἂν τεθῇ 
-----ὶ, ---ὂ, --Ὁ, ---ᾱν...ν πθοκύπτει 

ΊΞ-θ---α, θ---2α, ϐ---δα,... ἅτινα 
ντα εἰνε ἀονητικά, διότι ὁ ϐ εἶνε μικρότερος τοῦ α' αἱ δὲ θετικχὶ πᾶσχι 
αὶ ἡ ϐ) καθιστῶσιν αὐτὸν θετικόν' διότι αἱ τιμαὶ 
ὡΞΞ0, 1, ὃ, ὃ,... 

δουσι Φ--θ, 0-2, ϐθ--δα,... 
λ᾽ ἵνα γαὶ ὁ γ ἀπορῃ θετικὸς διὰ τὰς τιμὰς ωΞ-0, 1, 2, ὃ..., 
νν νὰ εἰνε ὁ η θετ'κὸς καὶ μεγαλήτερος τοῦ ἀφχιρουμένου ὅρου β.ω' ὥστε 


Ὁ Ἠ ὄντος θετικοῦ) πρέπει νὰ εἰνε η ρβω, τοι 


«εν ὁ ω θύναται νὰ λάρῃ τὰς τιμὰς 0, 1, 2,.. µέχοι τοῦ μεγίστου 


, - / -”- ο { / " ο) , 
τκοῦ ἀπεραίου τοῦ ἐν τῷ χκλάσματι --'--;"πεοιεχοµένου, καὶ ἂν ὁ µε- 


2] 
τος οὗτος ἀχέραιος παρασταθῇ διὰ τοῦ µ, αἱ τιμαί, ἃς δύναται νὰ λάρη 
ο», εἶνε ϐ, 1, 2, ὃ, ἆ,.. μ' καὶ ἑπομένως τὸ πλῆθος τῶν θετικῶν καὶ 
«Ραΐων λύσεων τῆς ἐξισώσεως εἶνε τότε µ.--]. 
5 9 
Επειδ) δὲ εἶνε αη-ἷ-ῥ 


ἃς αγ -|-4ή--γ), ἔπεται, ἂν διαιρέσωµεν πάντας τοὺς ὄρους διὰ αῇὀ. 


ο πα πας (0 





θ---Υ (διότι χξ-η, «---θ εἶνε λύσις τῆς ἐξισώ- 
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Ἑστω µ ὁ μέγιστος θετικὸς ἀχέραιιο ὁ ἐν τῷ κλάσματι 


περιεχόµενος, τότε θὰ εἶνε ο (τοῦ φ ὄντος µικροτέρου τῆς 


µονάδος 1), καὶ ἡ ἰσότης (ι) γίνεται 





θ . 
μι Γ---Ξ-- 
α α 
ἐξ οὗ βλέπομεν, ὅτι τὸ κλάσμα Ὑ θὰ περιίχη µέγιστον ἀκέραιον, τὸν 
αν 





µ, ἡ τὸν µ.-|-1 (τὸν µ, ἂν τὸ ἄθροισμα φϕ-|- εἶνε µικρότερον τῆς µο- 


α 
νάδος, τὸν δὲ µ-ἰ-1, ἂν µεγαλήτερον)’ µεγαλήτερον ὅμως ἀχέραιον δὲν 


δύναται νὰ περιέχη' διότι οἱ δύο ἀριθμοὶ φ χαὶ κ. εἶναι ἀμφότεροι µικρό- 
α 


τεροι τῆς µονάδος (διότι θ«΄α) καὶ δὲν δύνανται ν ἀποτελέσωσι τὸν 2. 


Ἐκ τούτου ἔπεται, ὅτι τὸ πλῆθος τῶν θ.τιῶν καὶ ἀκεραίων λύ- 
σεων τῆς ἐξισώσεως αχ-]-ῤψ--γ, ὅπου α καὶ 6 εἶνε ἀμφότεροι θετι- 
κοί, ἐχφράξδεται ἢ ὑπὸ τοῦ μεγίστου θετικοῦ ἀκεραίου τοῦ ἐν τῷ κλά- 


σματι-ἵ5 περιεχοµένου (3ν περιέγηται ὁ μ.-|.-1}) ἢ ὑπὸ τοῦ αὐτοῦ ἆκε- 
α 


θαίου ηὐξημένου κατὰ µογάδα (ἂν περιέγηται ὁ μ). 
Ἔνστωσαν νῦν οἱ συντελεσταὶ α καὶ 9 ἑτεροειδεῖς, ἧτοι ὁ α θετικὸς 
ὶ ὁ ϱ τικός: ὶ - ( τὸν λύσιν «--- εις. 

καὶ ὁ ὃ ἀρνητικός ἐὰν καὶ πάλιν λάβωμεν τὴν αὐτὴν λύσιν γἜζη, «Ξ-8, 

ἔχομεν τοὺς αὐτοὺς τύπους τῆς γενικῆς λυσεως 

γΞ-η--βω 
«Ξ--θ--αω. 

Αἱ ἀρνητικαὶ τιμαὶ τοῦ ω καθιστῶσι καὶ πάλιν τὸν Ψ ἀρνητικὰν 
(διότι δίδουσι ᾖΞ-θ---α. ϐ---2α, ϐ----δα,...), αἱ δὲ θετικαὶ (καὶ ἡ 0) 
καθιστῶσιν αὐτὸν θετικὸν (διότι δίδουσι φ--θ, ϐθ-]-α, ϐ-]-2α,...). 

Ὡς πρὸς τὸν Υ παρατηροῦμεν, ὅτι, ἂν μὲν εἰνε ὁ Ἠ θετικός, αἱ τιμαὶ 
ωΞ--0,12,... δίδουσι θετικὰς τιμὰς τοῦ χ, ΥΠ, η--θ. ἹἩ---»β,.. 

ὁ ϱρἳ κα -- ---ρ ἵ 6. ὥλα κ - 
(διότι ὁ ὢ εἶνε ἐν τῇ περιπτώσει ταύτῃ ἀρνητικός' ἄρα ὁ ---ὢ θετικός). 
ἂν δὲ ὁ η εἶνε ἀρνητικός, αἱ θετικαὶ τιμαὶ τοῦ ω αἱ ὑπερθαίνουσαι τὸ 
κ, 
κλάσμα -|. χαθιστῶσι τὸν Υ θετικόν. 
[ ο 
ώ 
Ν - ν ρω ϱ δα 
Διότι ἡ τι], τοῦ γ ὄνναται νὰ γοαφῇ καὶ ὡς ἑξῆς: 
Ὑ 
., ---ὁ / 
αν Ἅ. ) 


χαὶ ἐπειδὴ ὁ παράγων ᾖ εἶνε ἀρνητικός, διὰ νὰ εἶνε θετικὸν τὸ γινόµε- 
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νον, πρέπει χαὶ ἀρχεῖ νὰ εἶνε χαὶ ἄλλος παράγων ἀρνητικός ἦτοι νὰ 
εἷνς ως. 
. 
ὥστε, ὅταν οἱ συντελεσταὶ α καὶ 6 τῆς ἐξισώσεως αχ-ἰ- 6ῳ--γ εἶνε ἕτεροει- 
δεῖς, ἡ ἐξίσωσις ἐπιδέχεται πλῆθος ἄπειρον θετικῶν καὶ ἀκεραίων λύσεων. 
Προθλήώματα. 

1) Εὐρεῖρ κλάσμα τοιοῦτο», ὥστε, ἂν ὃ ἀριθμητῆς αὐτοῦ αὐξηθῇ 

κατὰ ὃ καὶ ὁ παρονοµαστὴς κατὰ 4, νὰ γίνηται τὸ κλάσμα ἴσον τῷ -ᾱ- 


Ἐὰν διὰ τοῦ χ παρασταθῇ ὁ παρονομαστὴς χαὶ διὰ τοῦ ᾧ ὁ ἀριθμη- 
τής, θὰ εἶνε 


φ-ὸ 3 
χ4 ὃ 
“Οὔεν ἔπεται ἡ ἐζίσωσις ὃψ---2Υ------Ί, τις ἐπιδέχεται τὰς ἀχε- 
ῥᾳίας λύσεις ΥΞ-9 -|- δω, 
ὡξΞ] -ἰ- 2ω. 


Εἶνε δὲ πᾶσαι αὗται θετικαί, ἐὰν ω εἶνε ἡ 0 Ἱ θετικόν, ὥστε ὑπάρ- 


χουσιν ἄπειρα τοιαῦτα χλάσματα καὶ δίδονται ὑπὸ τοῦ τύπου 


1 δω ἔνθα ω---0, 1, 9, 8, 4,.. 
2 --δω 
ΣΗΜ. Τὰς ἀχεραίας λύσεις τῆς ἐξισώσεως 
φεδ 2 
χμ4 ὃ 


εὐρίσκομεν ἀπλούστατα, ἐὰν ἐνθυμηθῶμεν ἐκ τῆς ἀριθμητικῆς, ὅτι, ὅταν δύο 
χλάσματα εἶνε ἴσα καὶ τὸ ἕτερον αὐτῶν εἶνε ἀνάγωγον ( ὡς τὸ -) οἱ 


ὅδροι τοῦ ἄλλου εἶνε γινόμενα τῶν ὄρων τοῦ ἀναγώγου ἐπί τινα ἀκέραιον 
4ριθµόν ἵνα ἀληθεύση λοιπὸν ἡ ἐξίσωσις, ἀνάγκη νὰ εἶνε 
ντ ὃ-- δρ 
καὶ χ-τΑ---ῶφ. 
Ὅθεν ἔπεται ἡ λύσις χ---ὃφ---4 καὶ φ--οφ--δ. ἐξ ἧς προκύπτει ἡ 
προηγουμένως εὑρεθεῖσα, ἂν τεθῇ φ---ω-|-2 (διότι ὁ φ εἶνε οἱοςδήποτε 
ἀκέραιος, ὡς καὶ ὁ ω). 'Ὁμοίως σχεπτόµενοι εὑρίσχομεν καὶ γενικῶς τὰς 


λύσεις πάσης ἐξισώσέως τῆς μ.ορφῆς 
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αἴτινες Εἶνε γΞ-η-ἰ-βω 
ὧ--θ--αω. 


2) "Ἔμπορος ἠγόρασεν ἵππους καὶ βόας ἀνιὶ 17:0 ταλλήοων' ἐπλή- 
ϱωσε δὲ δι ἕκαστον μὲν ἵππον ὃ] τάλληοσα, δὲ ἕκαστον δὲ ῥβοῦν -. 
Πόσους ἵππους καὶ πόσους βόας ἠγόρασεν ; 

Ἐλν διὰ τοῦ χ 


παραστήσωμεν τὸν ἀριθμὸν τῶν ἵππων καὶ διὰ τοῦ 
ᾧ. τὸν ἀριθμὸν τῶν Φοῶν, ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν 
δ1χ--2190--- 1110, 
ἧς τινος αἱ ἀχέραιαι λύσεις περιέχονται πᾶσαι εἰς τοὺς τύτους 
Υ--θ--21ω, ὡξ-τ]--'-ὃὂ]ω. 
Ἐκ δὲ τούτων θετικαὶ εἶνε μόνον αἱ πρὸς τὰς τιμὰς ωξ-Ο, ωΞ- 1, 


ωΞξΞ2 ἀντιστοιχοῦσαι' τοι 


ὃ) Ποόκειται νὰ πληοωθῶσι 4ὃ ὁραχμαὶ διὰ διδράχµων καὶ πεντα- 
ὁράχμων' πόσα ἓξ ἑκάστου εἴδους ποέπει νὰ δοθῶσι; 
᾿Ελν διὰ τοῦ γ παραστήσωμεν τὸν ἀριθμὸν τῶν διδράχµων καὶ διὰ 

τοῦ ν τὸν ἀριθμὸν τῶν πενταδράχικων, θὰ εἰνε 
2χ |-ὃκς-4λ. 
Αἱ ἀκέραιαι λύσεις τῆς ἐξιτώσεως ταύτης περιέχονται εἰς τοὺς τύπους 
γξςι--Ὄω 
ὕ--- 1«Ε2ω. 
Ἑκ τούτων εἴνε θετικαὶ αἱ πρὸς τὰς τιμὰς ω--0, 1, 2, ὃ ἀντιστοι- 
χοῦσαι' ὥστε εἶνε 
χζ-19 ---]ά4ά χο . γβ8 
Ἰφ α ἃ ᾗ- 5 ὃ ὁ- 5 ἃ 
4) Βοσκός τις θέλει μὲ 40 λίρας νὰ ἀγοοράσῃ 40 ζἕφῴα τριῶν εἰδῶν' 
ἀρνία, πρόδατα, καὶ κριούς' πωλεῖται δὲ ἕκαστον ἁρνίον ἡμίσειαν Λλίραν,ι 


». 





ἕκαστον πρόέατον δύο καὶ ἕκαστος κοιὸς τέσσαρας Λίρας. []όσα θὰ ἀἆγο- 
ϱάσῄ ἐξ ἑκάστου εἴδους ; | 
Ἔστωσαν χ οἱ κριοί, φ τὰ πρόβατα καὶ φ τὰ ἀρνία' τότε εἶνε 


χἜν Γφ--άθ 
. η φ 
χαὶ ἀχ ΓὌυΓ-ς---βθ, 
ἐξ ὧν ἀπαλείφοντες τὸν φ εὑρίσκομεν 77 -|- ὃκΞ-40. 
᾿Επιδέχεται δὲ ἡ ἐξίσωσις αὕτη τὰς ἀκεραίας λύσεις 
χτ- 1 -Ι]- δω 


όσ-11]---τω, 


-- 111 -- 


ἐξ ὧν θετιχκαὶ εἶνε αἱ πρὸς τὰς τικὰς ω.ΞΞθ, ω«-Ξ]Ι ἀντιστοιχοῦσαι' ἤτοι 
Ἱ χι, φξξ]1]1 καὶ ἑπομένως φ-- 25 
ἡ 4, ὡ«ξ-- 4 » φ---82. 

ϐ) Εὐρεῖν ἀριθμὸν διψήφιον καὶ τοιοῦτον, ὥστε τὸ διπλάσιον τῶν 
δεκάδων αὐτοῦ προσλαθὸν καὶ τὸν ὃ νὰ γίνήται ἴσον πρὸς τὸ πέμπτο» 
τῆς διαφορᾶς τοῦ 66 καὶ τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων. 

Ἐὰν παραστήσωμεν διὰ τοῦ γ τὰς δεχάδας καὶ διὰ τοῦ ψ τὰς μονά- 
δας, θὰ εἶνε | μας- 


ἡ 10γ--40--θ6θ6--Ψ, ὅθεν 107-926 
πρέπει δὲ νὰ εἶνε οἱ ἄγνωστοι χ, ᾧ ἀχέραιοι καὶ θετικοὶ ἀριθμοὶ καὶ 
μικρότεροι τοῦ 10. 


Αἱ ἀχέρχιαι καὶ θετικαί λύσεις τῆς ἐξισώσεως ταύτης εἶνε 


7Ξ-0 ΦΞ-26 
χζ--]1 ό--Ι6 
κ-- ὡς-- 6 


Ἐκ δὲ τούτων ἡ τελευταία µόνη πληροῖ τοὺς περιορισμοὺς πάντας" 
ὥστε ἡ µόνη λύσις εἶνε ὁ ἀριθμὸς 26. 

ϐ) Βὐρεῖν ἀριθμὸν τριμήφιον καὶ τοιοῦτον. ὥστε τὸ 2ὁπλάσιον τοῦ 
φφηφίου τῶν ἑκατοντάδων ποοσλαθὸν καὶ τὸ διπλάσιον τῶν δεκάδων 
καὶ τὸν 1560 νὰ γίνηται ἴσον πρὸς τὸ τέταρτον τοῦ 1500, ἀφοῦ ἑλαιττω- 

ον ϱ 4 δι] , - , 9 4 3 ρ 
6ῇ οὗτος κατὰ τὸ διπλάσιον τῶν δεκάδων καὶ κατὰ τὰς μονάδας. 
Ἔνστωσαν γ αἱ ἑκατοντάδες, ὁ αἱ δεκάδες καὶ ω αἱ µονάδες τοῦ ζητου- 


µένου ἀριθμοῦ. 


Κατὰ τὴν ἐκφώνησιν τοῦ προθλήματος θὰ εἶνε 


--- μ-- 
9699. κ... 
ἡ 100 --δύ -θο4--1560---26---ω, 
ὄθεν 1ο0χΓ1ΌνΓω--δδῦ 


πρέπει δὲ νὰ εἶνε οἱ ἄγνωστοι χ, ᾧ, ω, πάντες ἀκέραιο. καὶ θετιχοὶ χαὶ 


:. μικρότεροι τοῦ 10. 


Γράφοντες τὴν ἐξίσωσιν ὡς ἔπεται 
106/--9)-Ε 10(6-- 5)-Γ(ω---)--0, 
βλέπομεν εὐχόλως, ὅτι ἡ µόνη λύσις ἡ πάντας τοὺς ὅρους τοῦ προβλή- 
µατος πληροῦσα εἶνε ---θ, φ--δ, ω--θ' ὥστε ὁ ζητούμενος ἀριθμὸς 
εἶνε ὁ 906. 
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τ) Εὐρεῖν ἀριθμὸν τοιψήφιον καὶ τοιοῦτον. ὥστε τὸ εἰκοσαπλάσιον 
τοῦ ψηφίου τῶν ἑκατοντάδων καὶ τὸ φψηφίον τῶν δεκάδων προσλαβόντα 
καὶ τὴν (ιονάδα ἶ νὰ ἰσῶνται πρὸς τὸ πέµπτον τοῦ ἀριθμοῦ. 

Ἡ] ἐξίσωσις τοῦ προβλήματος εἶνε 


20χ ΕψΓ]-- 


διότι ὁ ἀριθμὸς έχει µονάδας τὸ ὅλον 100χ -- 10 --ω. 
Ἐκ τῆς ἐξισώσεως ταύτης ἔπεται 
ω--ὃν--δ 
αἱ δὲ λύσεις αὐτῆς, αἱ εἰς τὸ πρόβλημα ἁρμόζουσαι, εἷνε 


ως-θ, η 


1007 -- 1Όψ--ω 
ὃ 


ω--Ὀ,. 3ΞΞ0. 
Ἐπειδὰ δὲ ὁ Υ δὲν ὠρίσθη, ὁ ζητούμενος ἀριθιὸς εἶνε εἷς ἐκ τῶν 
ἑπομένων 
1ο διΙο δι ο δἱ0 60Ο ᾖτι0 8510 910 
15 σὺ δῦ 4ὐδ 5 ου τοῦ 805 9ος 
διότι πάντες οὗτοι πλγοοῦσι τοὺς ὄρους τοῦ προβλήματος. 
ὃὶ Εὐρεν ἀριθιὸν διρήφιον, ὅστις ἄντιστοεφόμενος γίνεται ἴσος πο ὃς 
τὰ ϊ ἑαυτοῦ. 
ι 
Εὰν χ. εἶνε αἱ δεχάδες τοῦ ἀξιθμοῦ καὶ » αἱ μονάδες αὐτοῦ, θὰ ἔχτ 
μονχῦας τὸ ὅλον 10)Υ-- ο. ἀντιστεερόωενος δὲ βὰ ἔγη µονάδας τὸ ὅλον 
1ὸν ---γ. ὥστε θὰ εἷνε 


1ὸν-Εγ----..'. 1 δγ ---φ]. 
"Οήεν πο σκοστει ὑὁ.«--δδχ 
, τ---] 3 


τρετει ἂξ νὰ εἰνς οἱ ὄννω στοι χ.ο. ἀκεραιοι καὶ βετικοὶ 4-ιαοὶ καὶ α-- 
εοοτεςςι τὸ 10. 


Α. Άνσεις τοὸ ποστ λσαατος ξεὐξισκοντα: Εὐκολως ἐχ τῆς ἑξ:τώτεως 


Ναί δις 
5 .. κ1. χ-:-δ 
3 οπσἃ γςτε 
ὃ δν χΞτ 
Ξ .-ὰἁ ηξ-Ἡ 








ΒΙΒΛΙΟΝ Γ΄ 
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΧΙ ΔΕΥΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 


ΚΕΦΑΛΔΙΟΝ Α’. 


ΑΣΥΜΜΕΤΡΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ. 


114. Τὸ σύστημα τῶν ἀκεραίων καὶ τῶν χλασματικῶν ἀριθμῶν (τῶν 
θετικῶν καὶ τῶν ἀρνητικῶν) εἶνε μὲν τέλειον χατὰ τὰς τέσσαρας στοιχειώ». : 
δεις πράξεις, ὥστε λύονται ἐν αὐτῷ πάντα τὰ εἰς πρωτοβάθμµιον ἐξσωσιν 
ἄγοντα ζητήματα" φαίνεται ὅμως ἑλλιπὲς καὶ τοῦτο, ὅταν, µένοντες ἐν | 
αὐτῷ, ἐπιχειρσωμεν τὴν λύσιν ἀνωτέρων ζητημάτων, οἵχ εἶνε τὰ | 
ἑπόμενα. | 

Εὐρεῖν ἀριθμὸν, οὗ τὸ τετιράγωνον νὰ εἶνε ἴσον τῷ 9. 

ἢ εὑρεῖν ἀριθμὸν, οὗ ὁ κύβος νὰ εἶνε ἴσος τῷ 4, καὶ τὰ λοιπά, 
ἅτινα ὑπὸ οὐδενὸς τῶν εἰρημένων ἀριθμῶν λύονται. 
"Ὅτι π. χ. οὐδεὶς ἀκέραιος ἔχει τετράγωνον τὸν 2, εἶνε προφανές" 


ι) Ν4 ν - - , . 1 4 
ἀλλ οὐδὲ κλασματικός' διότι ἃς ὑποτεθῇ τοιοῦτος ὁ και ἔἕστω οὲ τὸ 
ν 


κλάσμα .Ἓ. ἀνάγωγον' τότε θὰ εἶνε 
ν 


(αντ) τ- ἢ -- 2. 
ν Υυ 


ὍὋδθεν ἔπεται μεταξὺ τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν µ καὶ ν ἢ ἰσότης 





κών πο, ς  ᾱ 


μῖςς ιν" 

Αλλ ἀκέραιοι ἀριθμοὶ ἐπαληθεύοντες τὴν ἐξίσωσιν ταύτην δὲν ὑπάρ- 
χουσι καὶ ὄντως, ὁ ἀριθμὸς µ πρέπει νὰ εἶνε ἄρτιος (διότι τὰ τετράγωνα 
τῶν ἁρτίων εἶνε ἄρτια Χχὶ τῶν περιττῶν περιττά), δύναται λοιπὸν νὰ 
τεθῇ μ.---ὸμ', τοῦ μ΄ ὄντος ἄλλου ἀκεραίου. τότε ἡ ἐξίσωσις γίνεται 
4μ Έτ ὃν”, τοι | 

νἳ---θμ'. 
ὥστε καὶ ὁ ν εἶνε ἄρτιος τοῦτο ὅμως εἶνε ἀδύνατον' διότι τὸ κλάσμα 


μι ὑπετέθη ἀνάγωγον. Ἐκ. τούτου συνἀγεται, ὅτι οὐδεὶς ἐκ τῶν ἀρι- 
ν 


θμῶν, οὓς ἔχομεν, ἔχει τετοάγώνον τὸν 6. 
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"Ὁμοίως ἀποδεικνύεται, ὅτι ὁ 10 οὐδενὸς ἀριθμοῦ (ἐξ ὅσων ἔχομεν) 
νε τετράγωνον, οὐδὲ κύρος, οὐδὲ δύναμις οἰαςλήποτε τάξεως. 

”Αλλὰ καὶ ἡ µέτρησις τῶν γραμμῶν χαὶ ἡ ἐφαρμογὴ τῆς ἀριθμητικῆς 
ἰς τὴν γεωμετρίαν χαὶ ἐν γένει ἡ χαταµέτρήσις τῶν συνεχῶν λεγομένων 
ιοσῶν εἶνε ἀδύνατος (ὡς ἐν τῇ γεωµετρίχ ἀποδεικνύεται), ἐὰν µένωμεν 
αριωρισµένοι εἰς τοὺς ἀριθμοὺς τούτους. 

175. Τὰ ζητήματα ταῦτα καὶ τὰ τούτοις ὅμοι« Ἡἢ πρέπει νὰ θεω- 
ήσωμεν ἅλυτα καὶ νὰ περιορίσωµεν τὴν ἀριθμητικὴν εἰς τὰ ἀπλούστερα 
Ἰτήματα, τὰ διὰ τῶν τεσσάρων πράξεων λυόμενα, Ἡ, ἵνα ἄρωμεν καὶ 
ὁ ἐμπόδιον τοῦτο τῆς προόδου τῆς ἀριθμητικῆς, πρέπει νὰ αὐζήσωμεν 
ὁ ὑπάρχον σύστηµα τῶν ἀριθμῶν διὰ τῆς προσαρτήσεως νέων ἀριθμῶν 
αἱ τοιούτων, ὥστε νὰ λύωνται καὶ τὰ ὀηθέντα ζητήματα, νὰ δικτη- 
ὤνται δέ, ὡς πάντοτε, οἱ νόµοι τῶν πράξεων ἀθλαβεῖς. 

176. Εἰς τὴν εὕρεσιν τῶν νέων τούτων ἀριθμῶν ὁδηγεῖ ἡμᾶς ἡ πα- 
κκτήρσις, ὅτι, ἐὰν ἐκ τῆς µονάδος 1 καὶ ἐκ τῶν δεκαδικῶν μονάδων 
] 1 1 
10’ του 1το0ς᾽ 
Ἰμούς, τὰ πλεῖστα τῶν κλασμάτων, ἀπαιτοῦσιν, ἵνα ἀποτελεσθῶσιν, ἄπει- 


--- θέλωµεν ν ἀποτελέσωμεν πάντας τοὺς ἀρι- 


ον πλῆθος τοιούτων µονάδων' οὕτω π. χ. τὸ κλάσμα κα γίνεται ϐ,4 
ὃ 


αἱ τὸ σε γίνεται 0,92: ἀλλὰ τὸ -ᾱ- δὲν δύναται ἄλλως νὰ ἀποτε- 
ῳ, ὁ 


ισθ] ὑπὸ δεχαδικῶν μονάδων ἢ ὑπὸ τῶν ἑπομένων ἀπείρων τὸ πλζθος 


εν9908.,.. ὡσαύτως τὸ .. ἀποτελεῖται µόνον ὑπὸ τῶν ἑπομένων 


1 6161615165... ἐὰν αἱ ἄπειροι αὗται µονάδες νοηθῶσιν ὡς ἓν ὅλον 
Εοτελοῦσαι. 
Τὰ ἄπειρα δεκαδικὰ φηφία τὰ οὕτω προκύπτοντα ἐπαναλαμφάνονται 
πό τινος καὶ ἐφεςῆς) ἀπαύστως τὰ αὐτὰ καὶ κατὰ τὴν αὐτὴν τάξιν͵ 
λλ’ ἂν ἄπειροι τὸ πλᾶθος δεκαδικαὶ µονάδες θεωρηθῶσιν, ὅτι συναποτᾶ- 
ὅαιν ἀριθμόν, ὅταν τὰ φπηρία, δι ὧν γράφονται, ἔχωσι τὴν εἰοηένην 
ἔεν, δικτὶ νὰ μὴ συμβαίνη τὸ αὐτό, καὶ ὅταν τὰ φηφία, δι ὧν γρἆ- 
Ἀται αἱ µονάδες, εἶνε οἰχδήποτε; 
Ἑ. ὀνόγτον ἀποβαίνει ἐκ τούτων, ὅτι δυνάµεθα νὰ θεωρήσωμεν ὡς ἁρι- 
ιν τὸ πλῆθος οἰωνδήποτε δεκαδικῶν μονάδων, δι᾽ οἰωνδήποτε ψηφίων 
ὰ ὃν γράφωνται αὗται. 

(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ }) 9 
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ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΡΙΖΩΝ 


Ορισμοέ. 


195. Ἔάν τις ἀριθμὸς εἶνε μυοστὴ δύναμις ἄλλου, οὗτος λέγεται 
μυοστὴ ῥίζα τοῦ πρώτου. ᾿Εὰν δηλ. εἶνε α---βί, ὁ β λέγεται μυοστὴ 


ῥίζα τοῦ α. 
µ ---- 
Ἡ μυοστὴ ῥίζα τοῦ ἀριθμοῦ α παρίσταται διὰ τοῦ συμβόλου ν α " 


ὥστε, ἐὰν εἶνε α---θ'', θὰ εἶνε χαὶ β--- α, 
τουτέστιν ἀμφότεραι αἱ ἰσότητες αὗται µίαν καὶ τὴν αὐτὴν ἐκφράζουσι 
σχέσιν τῶν ἀριθαῶν α καὶ β. 

184. ᾽Αξιοπαρατήρητοι εἶνε αἱ ταὐτότητες 


μ. 1. - 
( α) ται καὶ γ αἷ --α' 
αἴτινες ἔπονται ἐξ αὐτοῦ τοῦ ὁρισμοῦ τῆς μυοστῆς ῥίζης. 

185. Ἡ ῥίζα τῆς δευτέρας τάξεως λέγεται καὶ τετραγωνικὴ ῥίζα᾽ ἡ 
δὲ ἑίζα τῆς τρίτης τάξεως λέγεται καὶ κυθικἠ ῥίζα. 'Ἡ τετραγωνικὴ ῥίζα 
παρίσταται συνήθως ἄνευ τοῦ δείκτου 2 ὡς ἑξῆς ν΄ ᾱ, να-]-β, κτλ. 

Τὸ σημεον ν ΄΄” καλεῖαι ῥιζικὸν' ἡ δὲ ὑπ' αὐτὸ ὑπάρχουσα πα- 
ῥάστασις λέγεται ὑπόοοιξον. 

186. Παράστασις ἔχουσα ῥιζικὸν λέγεται ἄλογος. 


ὡς αἲν ϐ ι αν β 
Υ 

Αί δὲ μὴ περιέχουσαι ῥιζιχὸν λέγονται ῥηταί. 

Πᾶς θετικὸς ἀριθμὸς ἔχει δύο ῥίξας ἑκάστης ἀρτίας τάξεως καὶ 
µίαν ἑκάστης πεοιττῆς. 

Παραδείγματος Ὑάριν ὁ 16 ἔχει δύο τετραγωνικὰς ῥίζας, τὸν 4 χαὶ 
τὸν---4 διότι εἰνε 4.4---ἶ 6, ἀλλὰ καὶ (----4) (----4)---Ι6. 

"Ὁμοίως ἔχει δύο τετάρτας ῥίζας, τὸν ὁ καὶ τὸν---2' διότι εἶνε 
ϱ 9.).2--16, ἀλλὰ καὶ (---δ) (---δ) (---2) (---2)ΞΞ16. 

Αἰτία τούτου εἶνε, ὅτι οἱ ἀρνητικοὶ ἀριθμοὶ εἰς αρτίας δυνάμεις ὑψού- 
µενοι δίδουσι θετικοὺς ἀριθμούς. 

Ὁ δὲ ἀριθμὸς Ὦ ἔχει µίαν µόνην κυβικὴν ῥίζαν, τὸν 9’ διότι εἶνε 
2.2.ὁ---δ ἀλλὰ (---2) (---2) (---2)-----δ 
ὥστε τὸ--2 δὲν εἶνε χυβιχὴ ῥίζα τοῦ 8 ἀλλὰ τοῦ---8. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Ε’. 
ΝΟΜΟΙ ΤΩΝ ΔΥΝΑΜΕΩΝ. 


189. Ἐν τῇ διαπλάσει τοῦ συστήµατος τῶν ἀριθμ ῶν ὁδηγὸν εἴχομεν 
εὼν ἀρχὴν ὅτι, ὅταν πρόκειται νὰ καταστήσωµέν τι γενικώτερον, πρέ- 
τει νὰ διατηρῶμεν τὰς ἀρχικὰς αὐτοῦ ἰδιότητας. Καὶ νῦν, θέλοντες νὰ 
ὀρύνωμεν τὸν ὁρισμὸν τῶν δυνάµεων ἐπὶ οἱωνδήποτε ἐχβετῶν, θέτοµεν ὡς 
ρον τὴν διατήρησιν τῶν ἀρχικῶν αὐτῶν ἰδιοτήτων, τὰς ὁποίας ἀποχα- 
κστῶμεν νόµους τῶν δυνάμεων. 

Ἐὰν ἡ ὑπὸ τῆς ἱσότητος αἲ.α Ξ--α Ἔν (1) 
κφραζοµένη ἀρχικὴ ἰδιότης τῶν δυνάµεων θέλωµεν νὰ ἰσχύῃ χαὶ ὅταν 
ᾗὶ ἐχθέται µ. καὶ ν εἶνε οἰοιδήποτε σύμμετροι ἀριθμοί, ἀνάγκη νὰ ὀρίσω- 
ιεν καταλλήλως τὴν σηµασίαν τῶν δυνάµεων, αἴἵτινες ἔχουσιν ἐκθέτην 
ἱλασματικὸν ἢ ἀρνητικὸν ἀριθμόν. 


Δυνάμεις κλασματεκὸν ἔχουσαει ἐκθέτιν. 


190. Αν εἰς τὴν ἰσότητα (1), τὴν ὁποίαν θέλοµεν νὰ διατηρήσωµεν 


1 
-- ϱ) ο. ο» / 9 νά ο 
ἱληθῇ ἐπὶ πασῶν τῶν δυνάμεων, ὑποτεθῇ ο .ρχ. προκύπτει 


α αᾱ 
αἲ . αξ -- α, 
αυ 
ξ οὗ βλέπομεν, ὅτι τὸ α” δέον νὰ ὁρισθῇ ὥς τετραγωνικὴ ῥίζα τοῦ α, 


«ότι ἐφ ἑαυτὸ πολλαπλασιασθὲν δίδει τὸν α. 
1 


------ 


Ἵνα εὕρωμεν τὴν σηµασίαν τοῦ α ξ (τοῦ ρ ὄντος οἰουδήποτε θετικοῦ 


ἱεραίου) σχηµατίζοµεν τὸ γινόµενον τῶν ρ παβαγόντων 
1 1 1 1 


0 ο 
ας αξ α  ε.ε.ι.άᾶ) 


τε χατὰ τὴν αὐτὴν ἀρχικὴν ἰδιότητα, ἣν διατηροῦμεν, εὑρίσκομεν αὐτὸ 


1 
μον τῷ α ὃ , ἦτοι ἴσον τῷ α΄ ὥστε αξ δέον νὰ δρισθῇ ὡς ἡ ϱ δίζα 
»ῦ α. 
Κατὰ ταῦτα αἱ δύο παραστάσεις 
1 
ϱ. νι Β/γ- 


α καὶ :/΄ α σηµαΐνουαι τὸν αὐτὸν ἀριθμόν. 
1 


Παραδείγματα 93 αι 9, 88 --]/ θ--ν 


-- 1286 -- 


ΐς 
Καὶ γενικῶς αὐ (π καὶ ρ ὄντων οἰωνδήποτε θετικῶν ἀχεραίων) δέον 
νὰ ὁρισθῃ ὡς ἡ ρ έἶζα τοῦ α-' διότι πολλαπλασιαζόμενον ϱ φορὰς ἐφ' 
ἑαυτὸ δίδει αἱ, ὡς ἑξῆς φαίνεται 
ποπ 5. κ 
ιδ ὅ ρ 
α .α .α ...α τα 


---α , 


1. 





᾽Αλλὰ τὸ αὐτὸ αἵ σηµαίνει καὶ τὴν π δύναμ.ιν τῆς ϱ ῥίζης τοῦ α' 
1 
διότι προκύπτει, ἂν ἡ δύναμις αἲ πολλαπλασιασθῃ π φορὰς ἐφ ἑχυτήν 


- 


ὡς ἑξῆς φαίνεται 
1 1 1 π 
2 ο ρ ῷ 
αχ ο α [Ἱ ο ο α πο» α τπτ α 
Ἐντεῦθεν συνάγεται, ὅτι ἡ π δύναμις τῆς ϱ ῥίζ ς τοῦ α ἰποῦτα 


τῇ ο οίζη τῆς π δυνάμεως τοῦ α' ἦτοι 


κ) [ο -- τε (1) 





«-» 

ή πσον 
8 | . 

Ὕμπα 
| 

8 

--. 
το | -ὁ 
Ι 

ο | | 


ο ο 
ΣΗΣ. Ὅτι ἡ παράστασις ( ) ἰσοῦτα; τῇ ρ ῥίζῃ τοῦ α-, τοι 


ο ------ 
τῇ ν α, δεικνύεται ναὶ ἀμέσως ἐκ τούτου, ὅτ' ἡ ϱρ δύναμις αὐτῆς εἶνε 
ἴση τῷ α. 


-”-” 
4 


0) : 
ἸΚαὶ ὄντως ἡ παράστασις (Υ - ) εἶνε Ὑινόμενον π παραγόντων, ὧν 


ς -- 
ἔκαστος εἶνε ἴσος τῇ ν α, ἑπομένως χχτὰ τὴν τοίτην ἰδιότητα τῶν ὃν" 
, φΦ ο ϱ , - Ὀ - .”, .-- . 
νάµεων (11) Ἡἡ ρ δύναμις αὐτῆς εὐοίσκεται, ἂν ὑψωθῇ ἕκαστος πα 
ράγων αὐτῆς εἰς τὴν ϱ δύναμιν’ ὅτε Ὑίνεται α’ ὅθεν ἡ ρ δύναμις τοῦ γι 
νομένου εἶνε ἐπίσης αἱ 
Παρατηοητέον ὅμως, ὅτι, ὅταν ὁ ρ εἶνε ἄρτιος (ὅτε ἐξ ἀνάγκης θὰ εἰν 
ὁ α θετικὸς ἀριθιός), τὸ μὲν δεύτερον µέλος τῆς ἰσότητος (1) ἔχει πάν 
τοτε Δύο τιωᾶς ἀντιθέτους, τὸ δὲ πρῶτον ἔχει ἀμφοτέρας μὲν τὸ 


τιμὰς ταύτας, ἂν ὁ π εἴνε περιττὸς (χως. τὸ Ὑινόμενον Ψ χ ) εἷν 


2, 
' 


τότε ὀμρειδὲς τῇ ν 3 ). τὴν θετικὴν ὅμως µόνην, ἂν ὁ π εἶνε ἄρτιος 
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4... 
ὥστε κατὰ τοῦτο ἡ ἱσότης (1) δὲν εἶνε τελεία π.χ. ἡ Ψ΄ αἳ ἔχει δύο 


4 δν 
ἀντιθέτους τιµάς, ἐν ᾧ ἡ (ν α ) ἔχει µόνην τὴν θετικὲν ἐξ αὐτῶν. 
191. Ὁ κλασματικὸς ἐκθέτης δύναται πάντοτε νὰ ὑποτεθῃ ἀνάγωγος' 
καὶ ὄντως εἰνε ἡ δύναμις 


τον 19 


ἡπο ση τῃ αἱ (2) 
διότι ἀμφότεραι ὑψούμεναι εἰς τὴν ρ.ν δύναμιν γίνονται ἴσχι τῷ αἱ''' ὑ- 
φοῦται δὲ ἡ δευτέρα εἰς τὴν ρ.ν δύναμιν, ἂν ὑψωθῇ πρῶτον εἰς τὴν ρ καὶ 
ἔπειτα ὁ προχύπτων ἀριθμὸς ὑψωθῇ εἰς τὴν ν δύναμιν (11). 
Παρατηρητέον ὅμως, ὅτι, ἐὰν ὁ χκοινὸς παράγων εἶνε ἄρτιος καὶ ὁ ρ πε- 


α 


ριττός, ἡ μὲν πρώτη δύναμις ἔχει δύο τιμὰς ἀντιθέτους, ἡ δὲ δευτέρα 
µίαν µόνον ὥστε ἡ ἱτότης αὐτῶν δὲν εἶνε τελεία. 

Διὰ νὰ εἶνε αἱ δύο ἰσότητες (1) καὶ (2) ἀληθεῖς ἄνευ ἐξαιρέσεως, θὰ 
ὑποθέτωμεν ἐν τοῖς ἑξῆς τὸν ἀριθμὸν α πάντοτε θετικὸν καὶ ἐκ τῶν δύο 
ἀντιθέτων τιιῶν πάσης ῥίζης ἀρτιοταγοῦς θὰ λαμβάνωμεν ὑπ' ὄψιν µόνον 
τὸν θετικήν, τότε αἱ παραστάσεις 

τς ρ ρ τς 
ον ντ) 
οἰωνδήποτε ὄντων τῶν ἀκεραίων π καὶ ϱ͵ πχοιστῶσιν ἕνα καὶ τὸν αὐτὸν 
πᾶσκι θετικὸν ἀριθµόν. 

Τὰς δὲ ἑίζας τῶν ἀρνητικῶν ἀριθμῶν, ὅταν ὑπάρχωσι», ἀνάγομεν εἰς 








τὰς ὁμοταχεῖς όΐζας τῶν θετ'ικῶν' διότι π. χ. εἶνε 





ὃ ---- ὁ δ 
1-3 Ξ----Η ὃ ----δ, Ι--δ ----16, 
ὃ 


'Ρὰν τὴν ἰσότητα αἵ --- α | 


, μα , .. τ 
γράψωαεν διὰ τῶν ἐιζῶν, Φλέπομεν, ὅτι εἰνε 








ρ ϱν 

{ο π σ 

γα ---ῃ α 

τοντέστι ὀυνάμεθα νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὸν δείκτην ϱ τῆς ῥίξης καὶ 
τὸν ἐκθέτην π τοῦ ὑποροίςου ἐπὶ ἕνα καὶ τὸν αὐτὸν ἄριθμόν' τοῦτο 


δὲ οὐδόλως ῥλάπτει τὸν έίζαν. 
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9 9 1 


-- ὃ ὃ 
9 σσ 4 2 ---- 
Παραδείγµατα 9 --ἥ 91 --Ι 4, 95 -- 96 --γ 96- 
Ἑ 8 (5. }ῥ 
ϐ --γ ϐ2--λ ὁ /--λ:--. 


Δυνάμεις ἀρνητικὸν ἔχουσαει ἐκθέτην. 





192. 'Εὰν εἰς τὴν ἰσότητα αἱ.α ----αἳ 
ὁποθέσωμεν --------μ, εὑρίσκομεν 
αἱ. α '--αθ--Ι. 
Ἐντεῦθεν ἔπεται, ἂν ὁ α διαφέρη τοῦ 0, 


-μ. 1 
α 





στ , ) 
αι 


ἀνάγκη ἄρα νὰ δοθῇ διὰ τὰς δυνάρεις ταύτας ὁ ἑπόμενος ὁρισµός. 
Π]ᾶσα ἀρνητικὸν ἐκθέτην ἔχουσα ὀύναμις παντὸς ἀριθμοῦ (πλὴν 
ϐ) ἰσοῦται κλάσµατι ἔχοντι ἀριθμητὴν μὲν τὴν µονάδα Ἱ, παρονοµα 
δὲ τὴν ἀντίθετον ἐκθέτην ἔχουσαν δύναμιν τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ. 
Κατὰ ταῦτα εἶνε 





-ὃ 1 ια 
9 πρι ὃ 
1 
πι τα 
η] οσα π  -- 
ϱΣ Ἠ ὃ 
9 
σᾶἒ οι 1 
ὃ ποπ ενα 
αὃ ( 8 


Γενικῶς εἴνε (π καὶ ρ ὄντων θετικῶν ἀχεραίων) 


Τ. 





διότι ἀμφότερα ὑφούμενα εἰς τὰν ϱ δύναμιν γίνονται α . 
ΣΗΜ. Ώς µονᾶδος 1] πᾶσα δύναµις εἶνε πάλιν 1. 








Διότι π. χ. 1 ὃ -- 1’ -γ ι--ι. 
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ἒι «. 2 «. ο «ο ρ 
Διατήρήησες τῶν ἀρχεκῶν ἐδιοτήτων τῶν δυνάμεων. 


198. 'Υπολείπεται ἔτι νὰ ἀποδειγθῃ, ὅτι οἱ εὑρεθέντες ὁρισμοὶ τῶν 
ρωμµέτρους ἐκθέτας ἐχουσῶν δυνάμεων εἶνε τοιοῦτοι, ὥστε διατηροῦνται 
αἱ ἐπ αὐτῶν πᾶσαι αἱ ἀρχικαὶ ἰδιότητες τῶν δυνάμεων τουτέστιν, ὅτι 
ληθεύουσιν αἱ τὰς ἰδιότητας ταύτας ἐκφράζουσαι ἰσότητες: 


α.α Ξ--αμ --ν (4) 
(αἳ )"Ξξ-αἳ» (2) 
(α. ϱ)----αἲ'.βΝ' (ὅ) 


, «ΔΝ αν 
ν . 
ὰ ὅταν οἱ ἐχθέται µ. καὶ ν εἶνε χλασματικοὶ ἀριθμοὶ (θετικοὶ Ἡ άρνητι- 


ο -. ων 
ἢ, τοι τῆς μορφῆς --(ΞΞμ) καὶ ----(Ξ5ν). 
ρ τ 
1) Τὸὴν ἱσότητα τῶν δύο παραστάσεων 
πο κ γιά χ 
τρ στ αν µε Ἔτ 
αἱ .α χαὶ α 
Ωδδειχνύοµεν ὑψοῦντες ἑχατέραν εἰς τν δύναμιν ρ.τ. 
Ἵνα τῷ ὄντι ὑψωθῇ ἡ πρώτη παράστασις εἰς τὴν δύναμιν ρ. τ, ἀρχεῖ 
Ι} νὰ ὑψωθῇ ἑκάτερος τῶν παραγόντων αὐτῆς εἰς τὰν δύναμιν ταύτην ρ.τ. 
σε 
Ἵνα δὲ ὑφωθῇ ὁ πρῶτος παράγων αἲ εἰς τὴν δύναμιν ϱτ,͵ ἀρχεῖ νὰ 
κοθῦ πρῶτον εἰς τὴν ρ (ὅτε γίνεται αἱ) καὶ ἔπειτα εἰς τὴν τ, ὅτε γίνε- 


4 


πι α'' ἵνα δὲ ὁ δεύτερος παράγων α ' ὑψφωθῇ εἰς τὴν δύναμιν ρτ͵ 
ὀκεῖ νὰ ὑψωθῇ πρῶτον εἰς τὴν τ (ὅτε γίνεται α’) καὶ ἔπειτα εἰς τὸν ϱ, 
εε Γίνεται α;'ὶ ἑπομένως ἡ πρώτη παράστασις, ὑψωθεῖσα εἰς τὴν δύνα- 
ιν ϱτ, γίνεται α. α ἳ ἡ απτγηρ. 
σ κ. πτ---χο 

᾽Αλλά καὶ ἡ δευτέρα παράστασις α Ἑ Ἡ αἲὶ ὑψωθεῖσα εἰς τὴν 
ε δύναμιν γίνεται απτκρ' 

Ἐκ τούτων συνάγεται, ὅτι ἀμφότεραι αἱ συγκρινόµεναι παραστάσεις 
ἵνε ἴσαι µε τὴν ρ.Τ. είζαν τοῦ αἲτ πρ. ἄρα εἶνε καὶ πρὸς ἀλλήλας ἴσαι. 


2) Ἵνα δείξωµεν, ὅτι αἱ δύο παραστάσεις 


ο κά 4 2 τ φ ν 
α ' χαι αἱ εἰνε ἴσαι, 


ψοῦμεν πάλιν ἀμφοτέρας εἰς τὴν δύναμιν ϱτ. 


“Κα 


-- 152 --- 


Καὶ ἡ μὲν δευτέρα ὑψουμένη ἀμέσως εἰς τὴν ρτ δύναμιν γίνεται αἲ, 
δὲ πρώτη, ἵνα ὑψωθῆ εἰς τὴν οτ δύναμιν, ἀρχεῖ νὰ ὑψωθῇ πρᾶτο ! 


πν” π ᾗἹτ π κκ 


τὴν δύναμιν τ, ὅτε γίνεται (5 ἃ αἲ .αἲ ...αξ ᾖτοι αξ, ἔπειτεὶ 
εἰς τὴν δύναμιν ϱ, ὅτε γίνεται α 
ὥστε ἀμφότεραι αἱ παραθαλλόμεναι παραστάσεις εἶνε ἴσαι μὲ τὴν ϱτ| 
ζαν τοῦ α-'' ἄρα εἶνε καὶ ποὺς ἀλλήλας ἴσαι. 

Ἐν τῇ ἀποδείξει ταύτῃ ὑπετέβη ὁ κ θετικὸς ἀριθμµός ἂν εἶνε ἀρνῆ 
κός, ἡ ἰσότης τῶν δύο παραστάσεων ἀποδεικνύεται ἐκ, τῆς ἰσότητος 


ἀντιστρόφων αὐτῶν. 


2 
Π 


ὃ) Ἵνα δείζωµεν, ὅτι αἱ δύο παραστάσεις (αϱ) καὶ αἱ «8 


ον 


ἴσαι, ὑψοῦμεν ἀμφοτέρας εἰς τὴν δύναμιν ϱ' καὶ ἡ μὲν πρώτη Υίν 
(αβ)” ἡ δὲ δευτέρα, ἐπειδὴ εἶνε γινόμ.ενον, γίνεται α.ϱ, ἦτοι (αθ)” ( 


“μα τά τ ν α. κ.α μα “. 
ἀμφότεραι αἱ παραστάσεις αὗται εἶνε ἴσαι τῇ ρϱ η τοῦ (αβ).. 


4) Πρὸς ἀπόδειξιν τῆς ἱσότητος τῶν δύο παρχστάσεων (--- 


“υσ 


ο] 
α. 
9 μμ. -. μα. Ἡ ν . ον 4 / 
καὶ ----- ὑψοῦμεν ἀμφοτέρας εἰς τὴν ρ δύνχμμν' τοτε ἡ µεν πρώτη 


ορ 
κα να ἳ αἱ 
νεται ( ) Ἶ Ύ”--- δὲ Δευτέοχ (κατὸ τὸ ἐδ. 1) γίνεται --- ἑ 
ι . . Μ. 
ὦ . 


συνάγεται, ὅτι αἱ συγκρινόµεναι παραστάσεις ε 





ΣΗΜ. Αν ὁ ἀριθμὸς ϱτ εἶνε ἅρτιος, ἑκάτερον τῶν μελῶν τῶν ἰσοτή 


(1) καὶ (2) ἔχει ἀνὰ δύο ἀντιθέτους τιωάς, ἂν δὲ ὁ οτ εἶνε πεοιτ 
» 


ιο] 


0 -- «. ” , ρ ι [ὁ ’ αυ 9 μ 0 
ἅτερον τῶν υελῶν ἔχει υίαν µόνην τ'υήν. ϱ)σχύτως τῶν ἱσοτήτων 


λα) 


καὶ (4) ἔχει ἑκάτερων τῶν υελῶν Δύο τιμὰς ἀντιθέτους, ἂν ὁ ϱ εἶνε 


τιο ί δὲ ό ”- ..ρρ -ή 
6, ανν 6 μ, ΥΥΝ, αν τοεοιτ 05. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΡΑΙ 
ολλαπλασιασμὸς καὶ διαέρεσις τῶν οιξδῶν. 
Ἐπειδὴ γινόμενον ὑψοῦται εἰς δύναμιν, ἂν ὑψωθῇ ἕκαστος τῶν 
ων αὐτοῦ εἰς τὴν αὐτὴν δύναμιν, ὑψοῦντες τὸ Ὑινόμενον α. β. γ. 
α πα απ 
ύναμιν ---εὑρίσκομεν (αβΥ) ' ξ-α”.ῃ᾽ Υ 
ν 


γ/αὐγ.--Ι/ α. ν 9. ν γ. 


ῳ ” ΄ . 
Ὡς αὕτη ἐκφράνει τὸ θεώρημα: 











)λλαπλασιάσωμεν ἰσοθαθμίους ῥίξας, ἀρκεῖ νὰ πολλαπλασιάσωμεν 
ίζα, καὶ τοῦ γινομένου νὰ ἐξαγάγωμεν τὴν ἰσοθάθμιον ῥίξαν. 


είγματος χάριν εἶνε {/ 2. 85. --γ 1ό--4. 
ὑψώσωμεν τὸ Υινόμενον αὁ εἰς τὴν δύναμιν ας εὑρίσχομεν 
ν 


1 1 ν ν 
(ον) νξ- αμ’ Ἡ ν α”. --αι | ῥ. 


; ἵνα πολ)απλασιάσωμεν ῥίξαν ἐπὶ ἀριθμόν», ἀρκεῖ νὰ πολλα- 





Δ ς ιά 


)μεν τὸ ὑπόροιζον ἐπὶ τὴν ἰσοθάθμιον δύναμιν τοῦ ἀριθμοῦ 


εἴγματος γάριν εἶνε 2 ν ὃ --[/ 23.8 --γ 12. 

ἡ ἰσότης δύναται νὰ ἐκφρασθῇ καὶ ὡς ἑξῆς. 

εθα νὰ ἐξαγάγωμεν παράγοντά τινα τοῦ ὑποροίζου ἑκτὸς τοῦ 
ἐὰν προηγουμένως ἐξαγάγωμεν τὴν ῥίξαν αὐτοῦ. 

Ἐπειδὴ δὲ κλάσμα ὑψοῦται εἰς δύναμιν, ἂν ὑψωθῶσιν εἰς τὴν 


ναµιν ἀμγότεροι οἱ ὅροι αὐτοῦ, ἔπεται 











1 ὶ ν 

.ωα κ. ν μμ. 
α ν α . α γα 
λα γεν 





, [ 
ὦ ν΄ ῥ 


στιν ἵνα ὁιαιρέσωμεν ῥίζαν δι ἄλλης ἴσοθαθμίου, ἀρκεῖ νὰ ὅδιαι- 
τὰ ὑπόροιζα καὶ τοῦ πηλίκου νὰ ἐξαγάγωμεν τὴν (ἰσοθάθ- 
ν. 








είγµατος γάριν εἴνε - -- --υ - 


ντες τὴν νῖν ὀίσαν τοῦ πηλίκου 
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Σητήματα πωὸς ἄσκησιεν. 
1) ᾽Αποδεῖξαι, ὅτι εἴνε 


ο] 8 
2. δι ΥὸΥ4- ο 





2) Εὐρεῖν τὸ Ὑινόμενον τῶν δυγχμξων 


1 ια... 
αὖ) αὖ, γ΄ αὖ (Απ. α”). 
ὃ) Βὐρεῖν τὸ πηλίκον τῶν παραστάσεων 


4) Ερεῖν τὸν χύβον τῆς παβαστάσεως 


: .. 
γ΄ αἳ ( π. αὔ ἃ αἲ, να). 

ϐ) Τὸ ἄθροισμα τῶν τετρχγωνικῶν ῥιζῶν Ν | 
ὑπὸ τὴν ἑπομένην μορφλὲν 

γα -ΕΥ βµ --ν α--β:ὂν αβ 
διότι τὸ τετράγωνον τοῦ ἀθροίσματος τῶν ῥιζῶν εἶνε 
(α--β) --2ν α. ῥ. 

Εκ τούτου ἔπεται, ὅτι τὸ ἁθροιάμα δύο τετραγωνικῶν ῥιζῶν τρέπε- 
ται εἰς µίαν µόνην ῥίζαν, ἐὰν τὸ γινόµενον α.β τῶν ὑπορρίζων εἶνε τέ- 
λειον τετράγωνον. Οὕτως εὑρίσκεται 

ν.δ -Υ δτ--γ 48, 
ν΄ ὃ -ΕΙΥ 4 --γ 80. 

Ἐκ τῆς αὐτῆς ἰσότητος βλέπομεν, ὅτι ἡ τετραγωνικ} ὀίζακ παρα. 
στάσεως τῆς μορφῆς Υ--Ν ὃ δύναται ἐνίοτε νὰ τραπῇ εἰς ἄθροισμχ δύο 
ῥιζῶν τετραγωνικῶν ἡ καὶ εἰς ὁμοίαν παράστασιν. Οὕτως εἶνε 

3. ὃν --ι- Σ, 
ν29-./120--5.9Υ/ ὃ, 
ν5-ει 24 --- ὃ --{Η/ ὃ. 
ϐ) ᾽Αποδεῖξαι, ὅτι εἶνε 
να--β«ν α ν ὁ 
ὅταν α καὶ β εἶνε θετικοὶ ἀριθμοί ὥστε ἡ τετο. ῥίζα ἀθροίσματος δὲν εἶνε 
ἴση μὲ τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγωνικῶν ῥιζῶν τῶν μερῶν του. 





“ 
4 


μι 
ι -- 1831 -- 
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΙΓ’. 


ΕΞΑΓΩΓΗ ΤΗΣ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗΣ ΡΙΖΗΣ 
ΤΩΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 





Τετραγωνινὴ Ώέδα τῶν μονωνύμων.. 
191. Ἡ τετραγωνικὴ ῥίζα παντὸς ἀκεραίου μονωνύμου, τουτέστιν ἡ 


ο ὀύναμις --- αὐτοῦ, ἐξάγεται κατὰ τοὺς νόµους τῶν δυνάµεων (198), ἐὰν 


᾿ ξαχθῃ ἡ ῥίζα ἑκάστου παράγοντος. 

Ἐπειδὴ δὲ ἕχαστος παράγων εἶνε δύναµις ἀριθμοῦ τινος, ἡ τετρα- 
Ἰωνικὴ ῥίζα αὐτοῦ ἐξάγεται (195) διαιρουµένου τοῦ ἐκθέτου αὐτῆς 
« διὰ τοῦ 2. 


Κατὰ ταῦτα εἴνε 
1 1 1 


1 
γ 4θα μη --(49) ἳ. (αἲ) «9 ἳ. (1)) ἕ-- -Ι-Ταβγ’. 
Κλασματικοῦ μονωνύμου ἡ ῥίζα ἐξάγεται κατὰ τοὺς αὐτοὺς νόµους 
(199), ἐὰν ἐξαχθῇ ἡ ῥίζα ἀμφοτέρων τῶν ὅρων αὐτοῦ. 


. πα 
Κατὰ ταῦτα εἶνε 








αἱ τι --- 
{ σι ο ο - ἡ (3) (9): (19; ο αληή 
 δ6δί 565’ πα στ ο -- 6δ 
Ι Φ6/ «ος 
ο. Τὸ διπλοῦν σημεῖον -ἰ- ἐγράφη πρὸ τῶν ἐξαγομένων, διότι ἡ τετρα- 


ς γωνικὴ ῥίζα, ὡς καὶ πᾶσα ἀρτίου βαθμοῦ δίζα, ἔχει δύο ἀντιθέτους τιμὰς 
«Δαὶ δύναται ἑπομένως τὸ ἐξαγόμενον νὰ λη καὶ θετιχκῶς καὶ 
τν Υοµ ιδνῃ 
ἀρυητικῶς. 
ο Ἐάν τινος τῶν παραγόντων δὲν ἐζάγηται ἡ ῥίζα, ἀφίνομεν ἐπ αὐτοῦ 
.σεσημειωμένην τὴν πρᾶζιν' Ἡ, ἂν εἶνε δυνατόν, ἀναλύομεν αὐτὸν εἰς δύο 
«οὕτως, ὥστε νὰ ἐξάγηται ἡ ῥίζα τοῦ ἑτέρου τῶν παραγόντων. 

Κατὰ ταῦτα εἶνε 


Ν΄ α1β9γδ -- Β, αβὸ, . 
ΒαῦβΊγὃ -ι/ 8. γ αὖ β1γὸ---/2.4 ν α”.α.β'γὺ--- 
--δ]/ ὃ.α.} α.β-. γὸξζδαβ"γὸ. ν θα. 





πσηρῖνς  9αβὸ 
"Ὅμοίως , 4αΡὙ.. ια 
ὃ νΝ ὃ 


(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 10 
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τως, ἂν πολυώνυµόν τι διαταχθῇ κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις ἑνὸς γράµ.- 
µατος, ἔστω τοῦ γ, χαὶ παρασταθῶσι πρὸς συντοµίαν οἱ ὅροι αὐτοῦ κατὰ 
σειρὰν διὰ τῶν α, α, Ὑι... Χν Ἂ, τὸ τετρἆγωνον εἰνε 
(α--μ-ΓΥ---. ] Ἀ)ία --ῥ ΕΥ... Ἐλ)' 
ἐμάθομεν δὲ ἐχ τῆς θεωρίας τοῦ πολλαπλασιασμοῦ τῶν πολυωνύµων, ὅτι 
οἱ ὅροι αἲ καὶ 1 (ὁ ποῶτος καὶ ὁ τελαευταῖος) μετ οὐδενὸς ἄλλου δύναν- 
ται νὰ ἀναγθῶσιν' ἀλλὰ καὶ οἱ δύο ὅροι 2αβ καὶ Όκλ (τὸ διπλοῦν γινό- 
βενον τῶν Δύο πρώτων καὶ τὸ διπλοῦν Ὑινόμενον τῶν δύο τελευταίων) 
µένουσιν ἀνάγωγοι' διότι τὸ μὲν 2αβ εἶνε γινόμενον δύο ὄρων τοῦ πολυω- 
| ἅμου, τὰς µεγίστας δυνάμεις τοῦ χ ἐχόντων, καὶ θὰ περιέγη διχ τοῦτο 
τὸ γράμμα χ εἰς δύναμιν ψεγαλητέραν ἢ τὰ λοιπὰ γινόμενα β', 2βΥ, δαγ, 
χτλ. ὁ δὲ Ακλ εἶνε Ὑινόωενον δύο ὅρων, τὰς ἐλαχίστας δυνάμεις τοῦ χ 
ἐχόντων καὶ ἐπομένως θὰ περιέχη τὸ χ εἰς δύναμιν µικροτέραν ἢ πάντα 
τὰ λριπὰ Ὑινόμενα τῶν ὅρων ἀνὰ δύο λαμβανομένων. 
199. Τούτων οὕτως ἐχόντων, εὑρίσκομεν τὴν τετραγωνικὴν ὀΐζαν δο- 
θέντος πολυωνύµου [ἐὰν ὑπάρχη) χατὰ τὸν ἀχόλουθον τρόπον. 
Ὑποθέπωμεν τὸ δοθὲν πολυώνυµον τετρἆγωνον ἄλλου πολυωνύµου καὶ 
ἳ ἁατεταγμένον χατὰ τὰς χατιούσας δυνάυεεις ἑνὸς γράμματος, ἔστω τοῦ 
-. Χ' παραστήσωµεν δὲ τὴν τετραγωνικὴν ῥίζαν ὁμοίως διατεταγµένην διὰ 
τοῦ πολυωνύμου 
α-ΓΡ ΥΓ... Ἔλ, 
... αὐτὸ δὲ τὸ δοθὲν διὰ τοῦ Α-Ι-Β-ἰ- [--- .. --3Ι. 

Κατὰ τὰ προειρηµένα ὁ πρῶτος ὄρος Α τοῦ δοθέντος πολυωνύµου (ἐὰν 
εἶνε τετράγωνον τοῦ α-|-β-|- ..-]-κ) θὰ εἶνε τὸ τετράγωνον τοῦ πρώτου 
ὅρου τῆς ὀίζης ἐξάγοντες ἄρα τὴν τετραγωνικὴν ῥίζαν τοῦ πρώτου ὅρου 
τοῦ δοθέντος πολυωνύμου, θὰ εὕρωμεν τὸν πρῶτον ὅρον α τῆς ἑίζης 

ᾖτοι α--]/ λ. 

Καὶ ὁ δεύτερος ὄρος Β τοῦ δοθέντος πολυωνύμου, εἶνε, ὡς ἐμάθομεν, 
ἴσος τῷ διπλασίῳ γινοµένω τῶν δύο πρώτων ὅρων τῆς ἑίζης ἦτοι τῷ 2αβ' 
ἐὰν ἄρα διαιρέσωμεν τὸν Ἑ διὰ τοῦ διπλασίου τοῦ εὑρεθέντος πρώτου 
ὅρου τῆς ῥίζης, ἦτοι διὰ τοῦ -α, θὰ εὕρωμεν πηλίκον τὸν δεύτερον ὅρον 
τῆς ῥίζης' ἦτοι 


μό 








Β 
ον Α 


ιτὰ τὴν εὕρεσιν τῶν δύο πρώτων ὅὄρων, α καὶ ῥ, τῆς ὀΐζης, 





τἍἧὍππτηα. , 





” 
. 
. 
. 
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θδαἳ---10α3β-:- 21αβ---4 αβὺ -|-4β" δαῖ-αὖ-|- 9β" 
--δὗα στ Ἴθα ο οι... 
--10αἳρ-Γ δ1αἳρὶ- Δαμὺ μὴ Ἴθα-αβ ο 
10αὔβ-- αρ" | ---αβ 


σΌατας--ἀορι ταρῖ --Τοσβ γκο 
0 μα: 








Ἐξάγοντες τὴν τετραγωνικὴν ἑίζαν τοῦ πρώτου ὅρου ἐλάβομεν αὐτὴν 
᾽μετὰ τοῦ σημείου -|-' ἀλλ ἠδυνάμεθα νὰ λάβωμεν αὐτὴν καὶ μετὰ τοῦ 
σημείου ----' τότε θὰ εὑρίσχομεν τοὺς αὐτοὺς ὅρους ἐν τῇ ῥίζῃ, ἀλλὰ πάντας 
μετὰ σημείου ἀντιθέτου' ὑπάρχουσιν ἑπομένως δύο πολυώνυµα ἀντίθετα, 
ὧν τετράγωνον εἶνε τὸ δοθέν. Γνωστὸν δὲ καὶ ἐκ τῶν προηγουμένων, ὅτι 
πᾶσχ τετραγωνικὴ ρίζα ἔχει δύο ἀντιθέτους τιµάς 

900. Ἐκ τῶν προηγουμένων συνάγεται ὁ ἑξῆς κανώ». 

Ἵνα ἐξαγάγωμεν τὴν τετραγωνικὴν δίζαν πολυωνύμου, διατάσσοµεν 
αὐτὸ κατὰ τὰς δυνάµεις ἑνὸς γοάµμµατος 

᾿Εξάγοµεν τὴν τετραγωνικὴν ῥίξαν τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ πολυω- 
᾿νύμου, καὶ τὴν ῥίξαν ταύτην γράφοµεν πρῶτον δρον τῆς ῥίζης τοῦ πο- 
λυωνύμου. 

Διαγράφοµεν τὸν πρῶτον ὅρον ἓκ τοῦ πολυωνύµου καὶ διαιροῦμεν 
τὸν πρῶτον ὅρον τοῦ ὑπολοίπου διὰ τοῦ διπλασίου τοῦ πρώτου ὅρου 
τῆς δίξης' τὸ πήηλίκον εἶνε ὃ δεύτερος ὄρος τῆς ῥίξης. 

Γράφοµεν τὸ διπλάσιον τοῦ πρώτου ὅρου τῆς ῥίΐζξης καὶ πρὸς τὰ 
δεξιὰ αὐτοῦ τὸν δεύτερον καὶ πολλαπλασιάζομεν τὸ ἄθφοισμα αὐτῶν 
ἐπὶ τὸν δεύτερον ὅρον' τὸ δὲ προκύπτον γινόµενον ἀφαιροῦμεν ἀπὸ τοῦ 
πρώτου ὑπολοίπου' ὅτε εὑρίσκομεν δεύτερόν τι ὑπόλοιπον. 

Διαιροῦμεν τὸν πρῶτον ὅρον τοῦ ὑπολοίπου τούτου διὰ τοῦ διπλα- 
σίου τοῦ πρώτου ὅρου τῆς ῥίζης καὶ τὸ πηλίκον εἶνε ὃ τρίτος ὄρος 
τῆς ῥίζης τοῦ πολυωνύμου. 

Γράφοµεν τὸ διπλάσιον τῶν δύο πρώτων ὅρων τῆς ῥίξης καὶ πρὸς 
τὰ δεξιὰ αὐτῶν τὸν εὑρεθέντα τρίτον ὅρον καὶ πολλαπλασιάξζομεν 
τὸ ἄθροισμα αὐτῶν ἐπ αὐτὸν τὸν τοίον ὅρον τὸ δὲ γινόμενον 
ἀφαιροῦμεν ἀπὸ τοῦ δευτέρου ὑπολοίπου, ὅτε προκύπτει τρίτον τι ὑπό- 
λοιπο», καὶ οὕτω καθεξῆς' λαμθάνει δὲ ἡ προᾶξις πέρας, ὅταν φθάσωμεν 
εἷς ὑπόλοιπιον 0. 
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, 


ΣΗΜ. Α΄. Ἐκ τῶν προηγουμένων σ,απεραίΐνεται, ὅτι δοβὲν πολνώνυς 
δὲν εἶνε τετράγωνον ἄλλου χατὰ τὰς ἑπομένας περιττώσεις. 

ά) Εὰν εἶνε διώνυμον' διότι παντὸς μὲν μονωνύμου τὸ τετρέχων 
εἶνε πάλιν µονώνυµον, παντὸς δὲ διωνύμου εἶνε τριώνυμον. 

β/ Ὅταν μετὰ τὴν διάταζιν ποὸς οἱονδήποτε γράμμα, ὁ πρῶτος καὶ 
τελευταῖος ὄρος δὲν εἶνε τέλεια τετράγωνα τοῦτο συμβαίνει πάντο 
ὅταν οἱ ἐκθέται τῶν ὅρων τούτων (οἵτινες εἶνε ὁ μέγιστος καὶ ὃ ἃ 
χιστος ἐχθέτης τοῦ πολυωνύµου) δὲν εἶνε ἀμφότεραι ἄρτιοι. 

Υ) Ὅταν τινὸς τῶν ὑπολοίπων ὁ πρῶτος ὄρος δὲν εἶνε διαιρετὸς | 
τοῦ διπλασίου τοῦ πρώτου ὅρου τῆς ἑίζης. 

ΣΗΜ. Β΄. Εὰν εἰξεύρωμεν, ὅτι ἡ όέτα δοθέντος πολνωνύμου δὲν 
περισᾳοτέρους τῶν τεσσάρων ὄρων, εὑρίσκομεν αὐτοὺς ἀμέσως διότι 
μὲν πρῶτον χαὶ τὸν τελευταῖον εὑρίσκομεν ἐζάγοντες τὰς τετραγωνι 
δΐζας τῶν ἄκρων ὅρων τοῦ πολυωνύυου (δικτεταγμένου)' τὸν δὲ δεύτι 
(ἐὰν ὑπάργχ) εὑρίπκομεν διαιροῦντες τὸν δεύτερον ὅρον τοῦ 
λυωνύμο» διὰ τοῦ διπλασίοω τοῦ πρώτου ὅρου τῆς ὀίζης τὸν δὲ τρὶ 
(ἐὰν ὑπάρχγ) διαιροῦντες τὸν προτελευταῖον ὅρον τοῦ πολυωνύμου διὰ 
διπλασίου τοῦ τελευταίου ὅρου τῆς ὀίζης. Συμβαίνει δὲ τοῦτο, ὅτ 
βαθμὸς τοῦ δοθέντος πολυωνύμου πρὸς τὸ γράμμα τῆς διατάξεως 
ὑπερῥαίνη τὸν θ΄", διότι τότε ἡ ἑίνα αὐτοῦ δεν δύναται νὰ ἔχη ὅι 
περισσοτέρους τῶν τεσσάρων, τοι τοὺς ἔχοντας τὰς δυνάμεις χὸ/ 
καὶ ὅρον μἢ ἔχοντα τὸν Υ. 

ἝἜνστω ὡς παράδειγµα τὸ πολυώνυμον 

7'--4χ' ΓΙΟΥ" ΓΑγ”--20γ25' 
χι τῶν ἄκρων ὅρων εἶνε Υ” καὶ ---ὅ' (διότι δυνάµεθα νὰ λαμβάνω 
τὸν πρῶτον ὅρον τῆς ἑίκης πάντοτε θετικόν) ἐλν δὲ διχιρέσωµεν τὸν ἑ 


ὁΐνχ θὰ 


τέρον ὅρον τοῦ πολυωνύμου διὰ τοῦ 2”, ῥλέπομεν, ὅτι ἡ 
τὸν ὅρον---2γ" τὸν αὐτὸν δὲ ὅρον εὑρίσκομεν καὶ διαιροῦντες τὸν Τ 
τελευταῖον ὅρον τοῦ πολυωνύμου διὰ τοῦ 10: ὅθεν ἡ τετραγωνικὴ, 
τοῦ δοθέντος πολυωνύμου (ἐὰν τοῦτο εἶνε τέλειον τετράγωνον) δὲν δί 
ται νὰ ἔγη ἄλλους ὄρους Ἡ τοὺς ἑξῆς | 
χὸ--2γ-ἰ-δε, ἔνθα ε εἴνε Ἱ 1 ἢ ---ἶ. 

Ὕ νοὔντες τὸ τριώνυμον τοῦτο εἰς τὸ τετράγωνον βλέπομεν, ὅτι 

ὑποτεθῇ ε--- 3-1] ὄντως εἶνε ἑίκα τοῦ δοθέντος πολυωνύμου. 


ἊδἊ 9 
"Εστω ὀεύτξζον τὸ πολιών,μον 
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τὰ εἰρημένχ ἡ έίζα, ἂν ὑπάρχγ, ἀποτελεῖται ὑπὸ τῶν ὄρων 
7) --4γ----4χε-Ίι-ε, ᾖἔνθα ε εἶνεῆ 1, ἡ ---ἶΙ. 

πειδὶ ὅμως τὸ τετράγωνον τοῦ πολυωνύμου τούτου εἶνε διάφ1ρον 
δοθέντος πολυωνύμου, (εἴτε ε--- -ἰ-Ι, εἴτε ε------ἶ ὑποθέσωμεν), 
ε, ὅτι τὸ δοθὲν πολυώνυμον οὐδενὸς πολυωνύμµου εἶνε τετράγωνον. 
ΙΜ. Γ΄. Ενίοτε ἀναλύεται τὸ δοθὲν πολυώνυµον εἰς Δύο παράγοντας, 
/ ὁ εἷς εἶνε τετράγωνον ἄλλου πολυωνύμου. 
ποῦτον εἶνε τὸ πολυώνυυον 


2γὐ- 1271 --22γ9---]27:-ἱ-2χ, 


γράφεται ὡς ἑξῆς 2χ(Υ’---θχ” --11γ7---6χ- 1] 
ε 2ή/1--δχ- 1)”. 


ποµένως ἡ ὀΐνα αὐτοῦ δύναται νὰ Ὑραφῇ ὡς ἔπετχι 


(11---5χ--1)ν 2χ. 


ΚΕΦΑ ΛΑΙΟΝ Α. 


ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟ) ΕΥ ΤΕΡΟΙ ΒΑΘΣΔΙΟΥ 


Ιδιότητες τῶν ἐξισώσεων.: 


301. ΘΕΩΡΗΜΑ. ᾿Εὰν ἁμφᾳότερα τὰ µέλη ἐςισώσεως ἕψωθῶσιν εἷς 
9 , ς ΄ 3. 4 - ἷ 9 ὁ , , κ 9 - δύ 
τὸ τετράγὠνο», ἡ προκύπτουσα ἐξίσωσις εἶνε ἰσοδύναιος ποὸς δύο 
ἐξισώσεις' εἶνε δὲ αὗται, ἡ ἀογικὴ ἐξίσωσις καὶ ἡ ἐξ αὐτῆς ποοερχο” 
µένη, ὅταν τὸ σημεῖον τοῦ ἑνὸς μέλους αὐτῆς ἀλλαχθῃῇ. 
Λέγω δὲ μίαν ἑείσωσιν ἰσοδύναμον πρὸς δύο ἄλλας, ὅταν πᾶσα λύσις 
αὐτῆς εἴνε λύσις καὶ τῆς ἑτέοας τῶν δύο ἄλλων καὶ τἆναπαλιν πᾶσα λύ- 


σις τῆς ἑτέρας τῶν λύο τούτων εἴνε λύσπις καὶ τῆς πρώτης. 


Ἔστω τυγοῦσα ἐξίτωσις α---β, τῆς ὁποίας τὰ μελη ταριστῶμαν πρὸς 
ο 


ο ν, τ 
συντοµίέαν ἔκχστον δὺ ἑνὸς γράμματος" λέγω, ὅτι ἡ ἐξίσωσις αἲξξρ' εἷνε 


ἰσοδύναμος πρὸς τὰς αξς; καϊα-------». 


| 
ιό 


Τουτέστι πᾶσα λύσις τῆς ποώτης θὰ εἶνε λύσις τῆς μιᾶς ἐκ τῶν δύο 
δευτέρων' καὶ πᾶσα λύσις τῆς μιᾶς ἐκ τῶν δύο δευτέρων θὰ εἶνε λύσις καὶ 
της πρώτης. 

Διότι, ἂν ἀληθεύση ποτὲ ἡ ἐζίσωσις αἲ---ῥ', ἔτοι ἂν τὰ μέλη αὐτῃ 

τες Η] ”όν ῄ ἲ] ω 8 α σπιν” , Αλ). ν ή π αυ ᾖ. 
αἲ καὶ ὦ' γίνωσιν ἴσοι ἀριθμοί, ἐπειδὴ τῶν ἴσων ἀειθμῶν αἱ τετραγω- 


ὃν αι εἶνς ἡ ἴσαι ἡ ἀντίθετοι, θὰ εἶνε ἢ α---ό, ἢ α---ᾱ- ἔτοι θὰ 


νικαὶ ὁνν 
ἀλγθεύγ καὶ µία ἐκ τῶν εἰρημένων δύο ἐξιπώσεων ἐὰν δὲ πάλιν άλη- 
θεύση ἡ μία ἐκ τῶν ἐξισώσεων αξ-ῃ, Ἡ α-- --ᾱ, ὧτοι ἂν α χαὶ ϱ ί- 
νωστν ἴσοι Ἡ ἀντίθετοι ἀριθµοί, τὰ τετ ολων χὐτῶν αἳ καὶ ; θὰ "Ίνωσιν 
ἴσα' καὶ ἑπομένως θὰ ἀληθεύση καὶ ἡ ἐξίσωσις αἲ-:5". 

Τὸ αὐτὸ θεώργμα δύναται καὶ ὡς εξης νὰ ἐκφρασήμ. 

᾿Εὰν ἀπ ἆμςοτέρων τῶν ιιελιῶν ἐξισώσεως ἐξαχθῇ ἡ{ἡ τετραγωνικὴ 
ῥίζα, 1ηᾳφθῇ δὲ ἡ δία τοῦ ἑτέρου τῶν ιελῶν καὶ μετὰ τοῦ -- καὶ πετὰ 
τοῦ ---. αἳ οὕτω αποοκύπτουσαι δύο ἐξισώσεις εἶνε ἰσοδύναιιοι ποὸς 
την δεδοωένη». 


΄ ν τ . Νο κ 
Ἠτοι ἡ έξιτωσις αξ--ῷ εἶνε ἱσοδύναμος πρὸς τὰς δύ0 











Να -ὶ ὅ καν Να Ξ----ν 5, 


διότι προκόττε: ἐξ ἑκατέοας αὐτῶν. ἐὰν ᾱυ- οότερα τὰ μελγ αὐτῆς τετρα- 


ωνισθώσω, 


- . ..., Νεος ς .. 
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Γενικὴ μορφὸ πάσης ἐξισώσεως τοῦ δευτέρου βαθμµμ.οῦ. 
909. Πᾶσα ἐξίσωσις τοῦ δευτέρου βαθμοῦ, ἕνα ἔχουσα ἄγνωστον, δύ- 
γαται νὰ ἀναχθῇ εἰς τὴν μορφλν 
αχ” “ΓΡΧΞΞΥ (1) 
ἵνεται δὲ τοῦτο, ἀφοῦ ἐξαλειφθῶσιν οἱ παρονοµασταί, ἐκτελεσθῶσιν αἱ 
σηµειωμέναι πράξεις, χωρισθῶσιν οἱ γνωστοὶ ὅροι ἀπὸ τῶν λοιπῶν καὶ 






ἐναχθῶσιν εἰς ἕνα ὅρον πάντες οἱ περιέχοντες τὸ γ΄, ὡσαύτως δὲ καὶ οἱ 
ο περιέχοντες τὸ χ» τοὔτἔστιν, ἀφοῦ ἐφαρμοσθῶσιν ἐπὶ τῆς ἐξισώσεως αἱ 
ν. πράξεις τοῦ ἐδαφ. 105. 

Ὅ οσυντελεστὴς α δὲν δύναται νὰ εἶνε () διότι τότε ἡ ἐξίσωσις 
χαταντᾷ πρώτου βῥαθμοῦ: ἑπομένως ἡ ἐξίσωσις ἀνάγεται χαὶ εἰς τὴν 


μορφὴν 








β . 

χ------χς- ο πο) 

Ἔπειδ) δὲ τὰ πηλίκα μψ καὶ ἶ  κεἶνε γνωστοὶ ἀριθμοὶ ἃ γνωσταὶ 
α χ 


παραστάσεις, ἐὰν παραστήσωµεν τὸ μὲν πρῶτον διὰ τοῦ π, τὸ δὲ δεύτερον 
"ιν τοῦ Χ, δυνάµεθα νὰ Ὑράψωμεν τὴν ἐξίσωσιν (9) ὡς ἔπεται 
Χ Ἔπγτςκ. (8) 
Ἐὰν ὁ συντελεστὴς π εἶνε Ό, ἢ ἐξίσωσις καταντᾷ 
ΥΞΞ.. 
Ἐὰν δὲ ὁ γνωστὸς ὄρος κ εἶνε Ο, ἡ ἐξίσωσις γίνεται 
Υ"Γ-πγΞ-0. 
Τὰς δύο ταύτας μερικὰς ἐξισώσεις θὰ θεωρήσωμµεν πρὸ τῆς γενικῆς. 
Αὖαις τὶς ἐξισώσεως κχ΄---κ. 

208. Διὰ τῆς ἐξισώσεως ταύτης ζητεῖται ἀριθμός, οὗ τὸ τετρά- 
Ίωνον νὰ εἶνε ἴσον τῷ δοθέντι ἀριθμῷ κ' κχὶ ἂν μὲν ὅ κ εἶνε ἀρνητικὸς 
ἀριθµός, οὐδενὸς ἀριθμοῦ, ἐξ ὅσων ἔχομεν, εἶνε τετράγωνον (σελ. 126), 
καὶ ἑπομένως ἡ ἐξίσωσις οὐδεμίαν ἔγει λύσιν ἐν τῷ παρόντι τῶν ἀριθμῶν 

| ἀυστήµατι ἂν δὲ ὁ κ εἶνε θετικὸς ἀριθμός, ἑαάθομεν, ὅτι εἶνε τετράγω- 
"νον δύο ἀντιθέτων ἀριθμῶν, οἵτινες παρίστανται γενικῶς διὰ τῶν συμβόλων 
ν κ καὶ κ κ ὥστε ἵνα λυθῃ ἡ ἐξίτωσις, πρέπει νὰ ληφθῃ ὁ χ 
ἴσος τῷ ἑτέοῳ τῶν ἀριθμῶν τούτων' Ἴτοι 

3 ΥΞ--ΕΥ .  Ὦἢ χζ---ῃ Χ. 


Εὐρίσκομεν δὲ τὰς δύο ταύτας ἐξισώσεις καὶ ἀμέσως ἐκ τῆς δοθεί- 
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σης, ἐὰν ἐξαγάγωμεν τὴν τετραγωνιχκὴν ῥίναν ἀμφοτέρων τῶν 
αὐτῆς. 
94. Ἵνα ἡ λύσις τῆς δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως 
γα 
καταστῆῃ πάντοτε δυνατή, εἷνς ἀνάγκη νὰ πλάπωμεν καὶ παρχδε; 
νέον τινὰ ἀοιθμὸν χαὶ τοιοῦτον, ὥστε τό τετράγωνον αὐτοῦ ν 
--1. Τὸν ἀριθμὸν τοῦτον, ὄντινα παριστῶμεν διὰ τοῦ 1, θεα 


ὡς νέαν µονάδα καὶ εἰσάγομεν αὐτὴν εἰς τὸ σύστηαχ τῶν 4 
9 


μετ αὐτῆς δὲ χαὶ τὴν ἀντίθετον αὐτῆς ---ἶ καὶ πάντα τὰ πολ 
σια χαὶ τὰ πολλοστὰ ἀμφοτέρων. (ὕτω ποοκύπτει σύστημα 

ρον, τοῦ ὁποίου οἱ ἀριθμοὶ γίνονται «χντες ἐχ τῶν τεσσάρων 
δων 1, ---ᾱ, ἱ καὶ ---ἶ καὶ ἐκ τῶν μερῶν αὐτῶν. «λένοντα: δὲ 


νέαι µονάδες ἱ χαὶ ---ἶ φανταστιχκαί, καὶ οἱ ἐξ αὐτῶν ἀποτελ 
ριθµοί, φανταστικού αἱ δὲ παλαιαὶ 1 καὶ ---ἶ ποὸς ἃ 


) 
ο . 
Ν 


πρα; ματικαύῦ καὶ οἱ ἐξ αυτῶν ἀριθμοί, πρα".ματικοί. ()ἱ 
στιχκῶν καὶ ἐκ πραιματικῶν πυΥκροτούκενοι Ἀξοντα: μι; άδι 
4 -ἵ- ὃΙ, ---ὃ ---ᾱἰ κτλ. Αποδεικνύεται δὲ ἐν τῇ ἀνωτέωῃ (13. 
ὅτι καὶ ἓν τῷ }ενικωτέρῳ τούτῳ σιυστήκατι διατηφοῦνται «οτιετέέά 
ἀθχικαὶ ἰδιότητες τῶν πφάξεων (ἐἑποιένως καὶ σύιπας ο τε 
«ογισιὸς) καὶ ὅτι πᾶσα ἐξίσωσις τι ἑαθιιοῦ ἔχει τι. ὄις ας ὃν στ 
ὅτι εἶνε ἀδύνατον νὰ εὐρυνθῇ περισαότερον. χωδὶς τὰ πι τς. 
χουσαι αἳ ὀγθεῖσαι ἰδιότητες. 


90ο, ἡλςτὰ τὸν παραλοχὲν τῶν φανταττικῶν ἁτιόαον τὰ 


τὸς µοςοσς γ κ λνςται, καὶ ὅταν Εἶνε ἃᾱ- νττικὸς ἆςι 


Γ 
-” 


ὑπάσχουσι καὶ τῶν ἀσνστικῶν ἆςι  ιῶν αᾱ- τετςὰ ων. ᾱ. -. 


Φανταστικαὶ μονάδες ἰ καὶ ---ἶ εἷνξ αἱ τετεσ ὠν]κα. τσ. στ. -- 


. - ν» ο. 
ἀι τς ο δν τα ιά: κα τοᾶὶ νοκ” δε. δὲ ς πι ΕΣ) ον τὲς αν ὃν - 


«ὃν ξιςν τὸν τετ. ὰ ων. κὂν σι ἂν ἕως σος ο. 





ας) αυ -ᾱ-- α) - -- κ -.. - 


γςτι 


ὥστς :. ὃν ἁςσ ας ὃν ται ὃν ο Ἐν οσο πο ντι” 


1 Ἔττω 5 ἑξτωςς ὃν --σΞσ. Ἱ--ε- 
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Ἐκ ταύτης εὐρίσκομεν Όχ----80, ὅθεν χῖ--Ι6, καὶ ἐπομένως ἔχομεν 
τὰς δύο λύσεις 
ἦ γΞ- ΕΙ” 16 --ά ἢἡ -- ιό -----ᾱ, 
ὃ 


ον χν ᾧ. κ 
ὅ τα ο 





Ἐν ταύτης εὑρίσχομεν 1160χ--- 86, ὅθεν αν --οος 


|. παὶ ἑπομένως ἔχομεν τὰς λύσεις 


- ἂδ ον. / ὅ5 
. Τ16’ ἳ απ ΤΤ6 


Ἐτειδ) δὲ εἶνε 


«/ ὀὅδ «/ 36 --/ ὁσ δν - ἳ ψτος 
Ι16  Υ 4»δυ Υ 40 ΄ ϐδ 








ἔχεται, ὅτι ἡ ΥΞ- -- σα 10185, ἣ ο πσηω 
8] (γα) (χ--α]--θα--]Ι. 
ἛἜκ τῆς ἐξισώσεως ταύτης ἔπεται γ---α”--2α-]-ἶ, τοι 
γττ-(α-]- 1)". 
ἴθεν ἔπονται αἱ λύσεις 
γ--α--]. ἡ χζ---α----Ι. 
4"ὺ) 4Υ'-ὃξ- 12Υ”-:-24. 


Ἔνκ ταύτης ἔπεται ὄγ------ᾱδ, ἡ χ---- ---ᾱ- 
κν ἔπονται αἱ φανταστικαὶ λύσεις 
ὃ γ---{  --ᾱ ---θὶ, Ἡ γ----ν΄ ---ᾱ ------θι. 
Λύαις τῆς ἐξισώσεως χ΄ἵ-πχ--0θ. 
«06. Ἵνα λύσωμεν τὴν ἐξίσωσιν ταύτην, γράφοµεν αὐτὴν ὡς ἔπεται 
γί--π--θ. 
Ἔτειδή, δὲ Ὑινόμενον δύο παραγόντων τότε µόνον εἶνε 0, ὅταν ὁ ἔτε- 


ὣς τῶν παραγόντων εἶνε ϐ), ἔπεται, ὅτι πρέπει νὰ εἶνε 


γη ΥΞ-ο, ι) 7-Γ:-Ξ-0' 
ζομεν ἄρα δύο λύσεις ἡ 7--0. Ἱ Υ-----π. 


"Ἔροτω ὡς παράδειγμα Ἱ ἐζίσωσις 
γ----δγξ-ο 
Ῥάφοντες αὐτὴν ὑπὸ τἣν μορφην χ/--δ)ΞΞ0 
λάσομεν, ὅτι ἔχει τὰς λύσεις 
ἡ 2ΞΞ0, ἡ χΞ-». 
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κ ά σ η] 
Δόσες τοὺς γενεκῖς εξεαώσεως κ Ἔπατ-Ἡι 
οὐἹ. Τὸ πρῶτον μέλος τῆς ἐξισώσεως ταύτης σύγκετται ἐχ τοῦ 
τραγώνου τοῦ γ καὶ ἐκ τοῦ διπλασίου γινομένου τοῦ χ ἐπὶ τὸν γνω: 





4οιθιὸν (διότι τὸ στγ εἴνε ἴσον τερὸς τὸ ---ἃ 27, ἀποτελεῖ ἄτα - 


ιά - 9 
δύο ποώτους ὄσους τοῦ τετοαγώνου ζ α-τ») . ἵνα ὃε ἀποτελέση 
. ι ' ο ϐ » 
ὅλον τετράγωνον, 4ρκεῖ νὰ ποοστεθη εἲς αὐτὸ ὁ τρίτος ὅρος τοῦ τετρα 
Ὀ ] 
νου, ὅστις εἰνε ὁ ππ- λιὰ τῆς ποοσθέσεως τούτου εἰς ἀμφότερα 


μέλη τῆς ἐξ.σώσεως λαμ;άνομεν τὴν ἐξίσωσιν 














} . --κ-ἰ . 
ῄ (κε 2 "γα 


ἐξάγοντες δὲ τὴν τετραγωνικὴν ἑίναν ἀμφοτέρων τῶν μελῶν, λαωράνι 


Ν., 


΄ 


τὰς δύο ἰσοδυνάμους πρὸς αὐτὴν ἐξισώτεις 
. . .-.ο ον κ-- “ν , -'- α Ξ----ν μυ. .ν . 
.ρ .. το 4 
, ὃρ -ο 
ἐξ ὧν εὐρίσκομεν τὰς δύο Ἰύτεις 


---ᾱ-- 

















| 
͵ 

| 
ο. 

χ 

ἽἜ 
Ἡ 


.... 3 
ὃς ΄ ΄ 5 - , . 
Τὰς δύο τχύτας λύσεις περιλαμάνομεν εἰς ἕνα αώνον τόπον, τά: 


τες αὐτὰς ὣς ἔπετχι 


ντ 


κ - - ᾿ ν 
2/9. Ἡ ἔχροασις αὕτη τοῦ Υγ εἶνε γενικὸς τύπος, ὃ- ὗ δυνάν 





νὰ εὖοωμεν τοὺς λύοντας τὴν ἐξίσωσιν ἀριμιοὺς γωσὶς νὰ ἐπαναλά 
ρ , ο Ν ρ 4 ’ « 3 
μεν τοὺς προηυηθέντας συλλογισμούς, οἱοιδγποτε ἀριθμοὶ χάὶ ἂν εν 
συντελεσταὶ τι χαὶ χ. 
΄ δν φ - , ε α 

Ἀὐνχται δὲ νὰ ἑρμηνενθῃ ὁ τόπος ὡς ἔπεται. 

Ἐκ πάσης ἐξισώσεως τοῦ δευτέου ἔαθιοῦ ἀνηνιιένης ες 
μοοφ ἣν χ τπτ τκ 
ὁ σον - 6 3 ο ε - η] ϱν - - - 

ἄγνωστος εὑορίσκεται͵ ἐὰν χὴςθῇ τὺ Κἴτισυ τοῦ σιντελεστοῦ 


πρώτης δυγάµεως αὐτοῦ μετὰ τοῦ ἐναντίωυ σλμιείου. πὀοστεθῇ δὲ 


Ἱ 


᾿ --149 -- 
αὐτὸ ἢ ἀφαιρεθῇ ἡ τειραγωνικὴ ῥίξα τοῦ γνωστοῦ ὅρου ηὐξημένου 
κατὰ τὸ τετράγωνον τοῦ ληφθέντος ἡμίσεος τοῦ συντελεστοῦ. 
Λἱ λύσεις τῆς δευτεοοβαθµίου ἐξισώσεως λέγονται χαὶ ῥίξαι αὐτῆς. 
|. Ἐκ τοῦ εὑρεθέντος τύπου (1) βλέπομεν, ὅτι ἡ ἐξίσωσις τοῦ ο ντέρν 


ὕ ἔχει δύο μὲν πραγματικὰς λύσεις ἡ ῥίζας, 





νε θετικός, µίαν δὲ µόνον (πραγµατικήν), ἐὰν ὁ αὐτὸς ἀριθμὸς εἶνε ο. 
καὶ δύο µιγάδας, ἐὰν ἀρνητικός. 

09. Ἐκ τοῦ γενικοὸ τύπου (1) εὑρίσκονται καὶ αἱ λῆσεις τῶν 
ἀχλουστέρων ἐξισώσεων χτ--κ καὶ γΣ--πχς-θ" (διότι καὶ αἱ ἐξισώ- 
σις αὗται ὑπάγονται εἰς τὴν γενικήν, ἧς τινος εἶνε μερικαὶ µόνον περι- 
:πτώσεις). ᾿Εὰν τῷ ὄντι ὑποθέσωμεν κΞΞ0, ἡ μὲν γενικὴ ἐδίσωσις χα- 
ταντᾷ χ” --πγ--Ό, ὁ δὲ Υενικὸς τύπος δίδει 


: π” τ τ 
--μμ- , Ἱ χτ------ᾱ- : 
ω.ς α Ἱ Απ πο 


 ὃιν αἱ λύσεις ΥΞ:0 καὶ χ------. 














Ι. Ἐὰν δὲ ὑποθέσωμεν π--θ, ὁ μὲν γενικὴ ἐξίσωσις καταντά χ---κ, 
ἐ δὲ γενιχὸς τύπος δίδει 


ΣΗΜ. Εὰν ἡ δευτεροβάθµιος ἐξίσωσις δοθῇ ὑπὸ τὴν μορφὴν 
(χ--α)]---β, 
ἁἱ ῥίζαι αὐτῆς εὑρίσκονται ἀμέσως διὰ τῆς ἐξαγωγῆς τῆς τετρ. ῥίζης ἀμ- 
φοτέρων τῶν μελῶν καὶ εἶνε 
γΞ-α--γ β. 
Παραδεέγματα. 
1") Ἔστω ἡ ἐξίσωσις Υ”--ὅχ------θ. 
ἐφαρμόζοντες εἰς αὐτλν τὸν εὑρεθέντα τύπον εὑρίσχομεν 











ο) ὶ ο) ἱ 
ση πο Να ο π ) 


ἑκομένως αἱ δύο ὀΐζαι τῆς ἐζισώσεως εἶνε 








ο) 1 

Ὦ 1 
καὶ ο 9. ο 
χἜ-ο απ 
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9) Ἔστω ἡ ἐξίσωσις χῖ--6χ--8. 
Ἐκ ταύτης εὑρίσκομεν κατὰ τὸν τύπον 
--..8-- 9--8-- δι ΙΤ. 
Ἑπομένως αἱ δύο ῥίζαι τῆς ἐξισώσεως εἶνε 
χ----8-ει/ ΙΤ 
χαὶ χ-----δ--γ 11. 
ὃ᾽) Ἔστω ἡ ἐξίσωσις χΣ-|-7γ---Ι. 


Ἐκ ταύτης ἔπεται χατὰ τὸν τύπον 











[ί 40 [ί 1 ----- 
«ρα. ρ“”. --. ον Ε 
ἑπομένως αἱ ῥίζαι τῆς ἐξισώσεως εἶἷνε 
2 Ἴ 2 
4”) χ.---Ταχ------] 2α”. 


Ἐκ τῆς ἐξισώσεως ταύτης ἐφαρμόζοντες τὸν τύπον εὑρίσκομεν 
-.--- 9.3. ο ο γ/-α- α. 
4 
πρ-- -ᾱ- ο. 
ἑπομένως αἱ ῥίζαι τῆς ἐξισώσεως εἶνε 
χ-ἕ-4α καὶ δα. 
σ} χζ---(2α-:-δβ)χ--- 10αβ--0. 


Ἐφαρμόζοντες τὸν γενικὸν τύπον εὑρίσκομεν 
χο νε (55533) --τοκβ 


Ἡ ὑπόρριζος παράστασις εἶνε 


4αἳ -- -20αβ-|-25µ" τοι ε.α... )᾿ 
απ... ΕΝ. 


ἦτοι 


4. 
ὅθεν ἔπεται 


ος ---οβ 


απ στ 





χαὶ αἱ έΐζαι ἑπομένως εἶνε 


20 --- Ὁ πώ 





2 Ξ-- Σ 5 2κ 
δα -|-59 -α-- δρ 
ὶ ' ιωοὭὪΏ-------------αρ σα ο ωοαττ-το-----ο---ᾱππαασασα, πρ ͵ 
' . 9 9 . 


-- 15ἱ --- 
63) Υ:--8γ -- ὁ5--. 
Ἐφαριόζοντες τὸν γενιχὸν τύπον εἰς τὴν ἐξίσωσιν ταύτην εὑρίσκομεν 
χΞ-4Ξ-// 16-.-25---4--Ι/--- --4--γ 9ἱ--Ι). 


ἔξ οὗ ἔπονται αἱ μιγάδες ῥίζαι 
:--4 -|- δὶ καὶ χ---4---δι. 

Εὔκολον δὲ εἶνε νὰ βεβαιωθῶμεν, ὅτι ἀμφότεροι οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι ἐπα- 
ληθτύουσι τὴν δοθεῖσαν ἐξίσωσαιν. 

210. Ἵνα εὕρωμεν τύπον παρέχοντα ἀμέσως τὰς ῥίζας τῆς δευτερο- 
Δαθμίου ἐξισώσεως ἀνηγμένης εἰς τὴν μορφὴν 

αχ”--βΥ-Γ 1Ξ-0, 
Πεχιροῦμεν ἀμφύτερχ τὰ µέλη διὰ τοῦ α, ὅτε προκύπτει ἡ ἐξίσωσις 
οι γ β γ 
χ Έα Έτ πο, ἃ κ) το χτ---ᾱ- 

ταύτης δὲ αἱ ῥίζαι εὑρίσχονται ἐκ τοῦ τύπου (1), ἐὰν τεθῇ ἐν αὐτῷ ἀντὶ 


οὗ τ τὸ .. καὶ ἀντὶ τοῦ χ τὸ -. Τ. οὕτω προκύπτει 
α α 
ιν τ 
μ..: δα Ξ- 4α- α 


ου. 


᾿Ἐπειδὴ δὲ ἔχομεν νὰ ἐξαγάγωμεν τὴν ῥίζαν κλάσματος, ἐξάγομεν 














β'---4αγ 
4.3 


ὃν 


«ἣν ῥίζαν τῶν ὅρων καὶ Ὑράφομεν χοινὸν παρονομαστὴν τὸν 2α' οὕτως 


ὑρίσκομεν 
ο με ῥἳ-- αγ 
πο σ-- ῴ 
“Ο τύπος οὗτος παρέχει ἀμέσως τὰς ῥίζας τῆς ἐξισώσεως 
αχ” ΓΝΧ-ΓΥΓΞ0, 


ρεορὶς νὰ εἶνε ἀνάγκη νὰ ἄγηται εἰς τὴν μορφὴν χ’-Γπγξςκ. 
Παραδεέγματε. 
1ον) Ἔστω ἡ ἐξίσωσις 10χ”--Υ-- ΞΞυ. 
Ἔκ ταύτης εὑρίσκομεν κατὰ τὸν τύπον (2) 


--1--// 13--4. 10. (---δ) ο --ἵτεγιλι ου. 


.ϱ"δπυ-- πο στ ο 
πομένως αἱ έΐζαι εἷνε 
2() 2 Ἴ 2() 9] 
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2ον } δΥΤ-:-157 - 12--0. 
Ἐνταῦθα ἔχομεν 
--18-Ε//169--4.86.19 --18-Ε/ ---δἱ5 


---- 
,ΏΛΏΎήῶωιυ----------.------μμμασασσρ.αρσὲἘἙἘ..-Κξέὲ;ε,εσμα. ρρᾳμμας '''Ι'“- 








Ἴ 16 19 
καὶ αἱ όΐζαι εἶνε 
-1δ-Κί9Ι5 ! -1δ- ΙΨ2ἱ5 
χτ------------------- και ὙΥ----------------------α 
3 16 3 16 
Πρὸς ἄσχησιν προτείνοµεν εἰς λύσιν καὶ τὰς ἐπομένας ἐξισώσεις. 
8 κ ὃ- 
χ-ὃ χ-α 
2) 24Υ”-Ι-29χ -:-τ--0. 
ὃ) γ.--θαχ---β----αἲ. 
3) (α --β)1(χ"---χ)-ἰ-αβ-- 
6) (αἳ---βΏ)γὰ- -θχ(α) --βὴ--αἲ--ρῖ--ο, 


Σχέσεις μεταξὺ τῶν συντελεστῶν καὶ τῶν βέςῶν 
τῆς ἐξισώσεως τοῦ δευτέρου βαθμοῦ γ΄--πχ--κ. 


21]. Τῶν δύο ῥιζῶν τῆς ἐξισώσεως χ--ἱ-πχζζκ, τὸ μὲν ἄθρ 
σµα ἰσοῦται τῷ συντελεστῇ τῆς πρώτης ὀυνάμεως τοῦ ἀγνώστου µ 
ἑναντίου σηµείου, τὸ δὲ γιόµενον ἰσοῦται τῷ γνωστῷ ὅρῳ ὡσαύτι 
Μετ ἑναντίου σηµείου εἰλημμένῳ. 

Διότι, ἂν παραστήσωµεν τὰς ὀΐζας διὰ ϱ’ καὶ ρ’, ἔχομεν 


, π π 
πε Υ ς 
: -------γς 


καὶ προσθέτοντες τὰς ἰσότητας ταύτας κατὰ µέλη, εὑρίσκοιεν 


κ αλα (-- ---]--π 


πολλα: πλασάζοντες δ' αὐτὰς εὑρίτκομι εὐρίσκομεν 

















΄ .. 9 -- -- -- 
κ... τὰ, ας παν 


Παρατηρητέον δέ, ὅτι αἱ ἰδιότητες αὗτχι µένουσι, Καὶ, ὅταν |! 
ι 
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“μόνη ῥίζα ὑπάρχη, ἑὰν θεωρηθῇ αὕτη ὣς διπλῆ διότι τότε τὰ ϱ᾽ καὶ 


| 


ὦ γίνονται ἴσα. 
912. Διὰ τῶν ἰδιοτήτων τούτων τῶν ῥιζῶν δυνάµεθα νὰ λύσωμεν τὰ 
ῥύμενα ζητήματα: 
1) Εὐρεῖν τὸ εἶδος τῶν ῥιζῶν τῆς δευτεροβαθµίου ἐξισώσεως 
ἆ Γ.πχ---κ, πρὶν ἢ λυθῇ αὕτη. 
Ἐν πρώτοις παρατηοοῦμεν, ὅτι, ἂν ὁ ἀριθμὸς 
--ὖ 

| κάν 
ἀρνητικός, αἱ ῥίζαι εἶνε μιγάδες ἀριθμοί θεωρήσωµεν λοιπὸν τὴν 
Ἠφίπτωσιν, χαθ᾽ ἣν ὁ ἀριθμὸς οὗτος εἶνε θετικός, ὅτε αἱ δΐζαι εἶνε πραγµα- 
ἰ Τότε δυνατὸν νὰ εἶνε 


α) π θετιχὸν καὶ χ θετικόν. 














Ἐπειδὴ τῶν ῥιζῶν τὸ Ὑινόµενον εἶνε ἀρνητικὸν (---κ', ἔπεται, ὅτι εἶνε 
ειδεῖς, ἐπειδὴ δὲ καὶ τὸ άθροισμα αὐτῶν εἶνε ὡσαύτως ἀρυητικὸν 
ππ], ἔπεται, ὅτι µεγαλητέρα εἶνε ἡ ἀρνητική. 

β) π θετικόν, ἀλλὰ κ ἀρνητικόν. 

'Ἠπειδὶὴ τῶν ὁιζῶν τὸ γινόµενον εἶνε θετικόν, αἱ ῥίζαι εἶνε δμοειδεῖς, 
: ιδ) δὲ τὸ ἄθροισμα αὐτῶν εἶνε ἀρνητικόν, ἔπεται, ὅτι ἀμφότεραι εἶνε 
Φνητικαί. 

γ)σ ἀρνητικόν, ἀλλὰ κ θετικόν. 

᾿Ενειδὶ τὸ γινόµενον τῶν ῥιζῶν εἶνε ἀρνητιχόν, αἱ ἑΐζαι εἶνε ἑτεροει- 
δεῖς- ἐπειδὴ δὲ τὸ ἄθροισμα αὐτῶν εἶνε θετικόν, µεγαλητέρα εἶνε ἡ 
βετική, 

δ') π ἀρνητικὸν καὶ κ ἀρνητικόν. 

Ἐπειδὴ τὸ γινόµενον τῶν ὀιζῶν εἶνε θετιχόν, αἱ ῥίζαι εἶνε ὁμοειδεῖς, 
παὶ ἐπειδ] τὸ ἄθροισμα αὐτῶν εἰνε θετικόν, ἔπεται, ὅτι ἀμφότεραι εἰνε 
Ἀετικαι. ι 

Ἔλν εἷνε κ--θ, µία τῶν ἑιζῶν εἶνε Ο, ἡ δὲ ἄλλη εἶνε ὁ ἀντίθετος τοῦ 
Ἡ ἀριθμὸς (ἐδ. 206). ᾿Εὰν δὲ εἶνε π--θ, αἱ δύο ῥίζαι εἶνε ἀντίθετοι 
48. 208). Εν δὲ τέλος εἰνε π--() καὶ κΞ-0, ἀμφότεραι αἱ ὀΐζαι εἶνε 0. 
Ὅτι δὲ τὰ ἐζαγόμενα ταῦτα δύνανται νὰ εὐρεθῶσι καὶ ἐκ τοῦ γενικε7 
πόκου (1', εἶνε φανερόν. 
). Κατὰ ταῦτα ἡ ἐζίσωσις Υ”--ὂχΞ-ὺ ἔχει µίαν θετικὴν καὶ µίαν ἀρνη - 
' πικὴν ῥίζαν, µεγαλητέραν δὲ τὴν θετικήν. 
| (ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 11 


5 


.. 
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Ἡ δὲ ἐξίσωσις γ--- Άγ----- ὁ ἔχει δν ἀρνητικάς. 

ὃν Πῶς μεταβάλλονται αἱ ὁί-αι τῆς ἐξισώσεως αγ:---2γ ---χ---, ὅταν 
οἱ ιιὲν ἀριθμοὶ ὃ καὶ 7 ιένωσιν ἀμετάξαχητοι, ὃ δὲ α ἐἑλαττῶται ἁπαύ- 
στως και πὰλησιά,ῃ ποὸς τὸ ὐ; 


ἜΕτενὴι ἡ ἐξίστωσις λα “γ--ξξο πλγαιά» ε. ἁπανττως τοὺς τὴν 
Ὁγ--Ὕξθί, ἕπετα:, ὅτι ἡ μία ἐκ τῶν ἕνν γῶν αὐτῆς πλγσιάτε: πρὸς τὸν 














4-0 εὸν ----"--, ὅττις πλγοος την γι Ἱ-: ἐπευλν ὃς τὸ ἀθ-οισια 
2 
τῶν ἐἰ ῶν εἶνε '. ..ἵ, ἔπετα: ὅτι ὁ ἄλλγ ἕνα διανέςε. Απὸ τοῦ 4πι- 
ᾱ 
- - Ὑ ” ιά 
θμου ---ἵ-----Ὁο- τόσω Αλιγώτερον, ὅσω μ.χτότε-»ν εἷνε τὸ α. 


Ἐκ τούτων λέτυμεν, ὅτι ἡ δευτέρα αὗτη εἷνα καταντὰ αξγαλγητέρα 
παντὸς ἀοιῤμοῦ (τ. σημείου αὐτῆς αὖἩ λαρανομένο, ὃτ δεν] ὅταν τὸ 


αν ο χανῶς αλ τόν. 


ἊΑνλλυσες παντὼς τρεωνύμου τοῦ δε)-έσου Φαθμοῦ 
εες ΠχΩαγώντὰχς τοῦ πρώτου Φαχθικς”. 


3139. Ἕστω τὸ τριών,κον τοῦ δε,τέο, ήμουν γ.--1γ-- καὶ ἃς 
πα-ασταβῶσ: διὰ 5 καὶ 5" αἱ ἐι-α. τῆς πόσον ζτις τς χύττε:ι, ὅταν 
τὸ τειών,μον τοῦτο τερῃ ἴπον τὸ )  ὅτοι τὴ 

ε. 


7 ΥΓ, Ἡ τῆς ΥΤ-Ι-2ξ-- Υ τότε, ὣς ο ἐμαόνωεν, εἷνς 


5 ὑ [] 
µ --. . 6 πα μ--- 
Ὁ Ἑς πι ας ο πι 
ἔπραενως τὸ τοιώνμον γι πάνξεται καὶ ὡς ἕςῆς 
. ή . . . ων, 
΄ ---- ο ππ- η» - 


τοῦτο δὲ εἶνε “ινόμενον τῶν παραγόντων |χ---ς Ηγ---τ τι 515ν ἔπεταν 
Σχ Γι λε. 1) 

τοῦτ ἐστι, πᾶν τριώντμµον τοῦ δειτέρου ἑαβμοῦ χ----αχ---- ἀναλύε- 
ται εἷς γινόμενον δίο πρωτοδαθµίων παρα” ὀντιον εὑφίσκονται δὲ οἱ πα- 
ϱάγοντες οὗτοι. ἄν ἀπὸ τοῦ γοάµµατος χ ἀσαιρεθῶσιν αἵ τικαὶ τοῦ χ, 
δὲ ας τὸ τθιώνεµον μγδενίς εται. 

ξὰν αἱ δὐ. ένς ε 5, ο ἓνξ ἵσα: εὗτο: ἂν εις χΧχὶ «όνος 4-ι0εὸς αχ] 
δεν. η τὸ τοιώνωκον!, ῥλέτοεεν ἐκ τῆς ἱτότητος εἰ". ὅτι τὸ τοιώνωμον εἶνε 
τελε-ον τετοά"ωνον. 


. -- -Ὁ » 
Εν τὸ τειώναον εἷνς τῆς κ .σρᾶς αγ συ ὃς ἀνσισαῦεςν αὐτὸ δι 


μα . ” 0 . Ν -- 
-.ῦ χ χα. έναταό. ο εεν -ὰ πι ληάλ.λ.. δν ολη ο. τοῦτο ἂνκ- 
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λύεται εἰς τὸ Ὑινόμενον ΙΥ---ρ))(γ---ρ'). ἑπομένως πρὸ τῆς διαιρέσεως τὸ 
τριώνυκον αγ” -Γ-9χ -Ι-Υ εἶνε ἴσον τῷ «(χ--ρΙίχ---ρ''). 
Κατὶ ταῦτα τὸ τριώνυµον γ΄-- ὃχ-Ι- 6 ἀναλύεται εἰς τὸ Γινόμενον 
{--2) (Υ---δ). διότι αἱ ὀίζαι τῆς ἐξισώσεως 
7 --ὃγ--0--0 κεἶνε 2 καὶ ὃ. 
ὍΚὰὶ τὸ τριώνυµον χΣ-Γ 7γ---8 ἀναλύεται εἰς τὸ γινόµενον 
--Ι)}/7 -|- 8)’ διότι οἱ μηδενίζοντες αὐτὸ ἀριθμοὶ εἶνε οἱ ---ὂ καὶ --Ι. 
Καὶ τὸ τριώνυμον ὄχ2-:-9Υ---2 ἰσοῦται τῷ γινομένῳ 


δι --2).(χ-- τε), ἃ τὸ -κ:2δχ-- 


ότι οἱ μηδενίζοντες αὐτὸ ἀριθμοὶ εἶνε ---2 καὶ ᾱ-- 


Ἡ ἂν λυσις αὕτη ἐξηγεῖ, διὰ τί ἡ ἐξίσωσις τοῦ δευτέρου βαθμοῦ ἔχει 
ἓ δν ὁ δΐζας. Καὶ ὄντως γινόμενον δύο παραγόντων, οἷον τὸ (Υ---ρ΄ίχ---ρ), 
| Μλενίζεται χατὰ δύο διαφόρους τρόπους, δηλονότι μηδενιζοµένου } τοῦ 
Ὀἑγς } τοῦ ἄλλου παράγοντας. Ἐὰν δὲ ἐξισώσωμεν τῷ ϱ πρῶτον τὸν 





ἕνα παράγοντα καὶ ἔπειτα τὸν Άλλον, θὰ λάβωμεν τὰς δύο ῥίζας τοῦ 
ε πολυωνύμου Υ:-Εβχ-Γ1. 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ. Δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν δευτεροβάθµιον ἐξίσωσιν ἔχου- 
αν ἑίζας δύο ὡς ἔτυχε δεδοµένους ἀριθμούς, ὡς τοὺς λ καὶ ρ' πρὸς τοῦτο 
εΓηματίζοµεν τὸ Ἠινόμενον (Υ---λ)(--β) καὶ ἐξισοῦμεν αὐτὸ μὲ τὸ 0: 
Γ.ἦτοι θέτοµεν (χ--λ)(χ--ρ-Ξ0. 
'. Ότι δὲ οὐδεμία ἄλλη δευτεροὀάθµιος ἐξίσωσις τῆς μορφῆς 

1ἳἵ-όχ 3-Υ-Ξ-0 ἔμει τὰς δοθείσας ῥίζας, εἶνε φανερόν. 

3Τὴν ἀνάλυσιν παντὸς τριωνύμου ΥΞ--9χ-:-Υ εἰς πρωτοβαθµίους πα- 

:Βγοντας δυνάµεθα νὰ δείξωµεν καὶ ὡς ἑξῆς. 
Ἱ.  Ἔστω τὸ τριώνυµον χΤ-Γρχ--γ. 

Συμπληροῦντες τὸ τετράγωνον, εἰς ὃ ἀνήχουσιν οἱ δύο πρῶτοι ὅροι 
( 207) γράφομεν αὐτὸ ὡς ἔπεται 


ἕχειτα διακρίνοµεν τὰς ἑξῆς τρεῖς περιπτώσεις. 
] π 9 . 
1) ἘΕὰν Υ-- ---ᾱµ- εἶνε θετικόν, παριστῶντες τὴν τετρχγωνικὴν ὁϊ- 


4 
ζαν αὐτοῦ διὰ τοῦ τ, 0ὰ ην τὸ πολυώνυµον ὑπὸ τὴν μοοφὴν 


( κ -ρ ) (1) 
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./ 


: ] 1 
Γ (κε...) (κ ν-σε--ἷ) 


2) ᾿Εὰν εἶνε Υ--- -- ἀρνητικόν, ὁ ἀντίθετος ἀριθμὸς -- β3 --γ 


θὰ εἶνε θετιχὸς καὶ παριστῶντες τὴν τετραγ. αὐτοῦ ῥίζαν διὰ τ, θὰ 
ἔχωμεν τὸ τριώνυµον ὑπὸ τὴν μορφὴν 


(σσ )- ὁ) 


Ι | 1 
Ἶ (κχανςτ) (η ο --) 


ὃ) Ἔὰν τέλος εἶνε Υ---ἳ ᾖ--ο, τὸ τριώνυµον καταντᾷ 
4 


8 ' 1 
(ὅ) χο ϱ ἡ χΓν Ρ χΓτο Ὁ 


ὥστε χαὶ χατὰ τὰς τρεῖς περιπτώσεις, τὸ τριώνυµον ἀναλύεται εἰς γινό- 








μενον δύο παραγόντων πρωτοβαθµίων (ὡς πρὸς τὸ χ). 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ. ᾿Εὰν δύο πραγματικοὶ ἀριθμοί, λ καὶ µ, τιθέμενοι 
ἀντὶ τοῦ χ εἰς τὸ τριώνυµον χ:-βχ-ΙΥ δίδωσιν ἐξαγόμενα ἑτεροειδῆ, 
αἱ ῥίζαι τῆς ἐξισώσεως χΖ-Γβχ-ΓΥ--0 εἶνε πραγματικαὶ χαὶ ἄνισοι καὶ 
µία ἐξ αὐτῶν περιλαμβάνεται μεταζὺ τῶν αὐτῶν δύο ἀριθμῶν λ καὶ μ. 


Διότι τὸ τριώνυµον τότε τίθεται ὑπὸ τὴν μορφὶν (2) 


Ι ν 
(η ορ ) ----τ', 


διότι εἰς τὰς ἄλλας δύο μορφὰς (2) καὶ |) τὸ τοιώνυµον εἶνε ἢ τετρά- 
γωνον τέλειον ἡ ἄθροισμα δύο τετραγώνων καὶ διὰ τοῦτο δὲν δύναται 
νὰ δώσῃ ἀρνητικὸν ἐξαγόμενον διὰ πραγματικὴν τιμὴν τοῦ χ' αἱ ῥίζαι 
ἄρα θὰ εἴνε πραγματικαὶ (α -- -νθετ καὶ --- -ε--τ) καὶ ἄνι- 
σοι, καὶ ἂν παρχστήσωμεν αὐτὰς διὰ ϱι χαὶ ῥρο δυνάµεθα νὰ γράψωμεν 
τὸ τριώνυµον καὶ ὡς ἑζῆς 
(χ--ρι) (χ---θο) 

ἀντικαθιστῶντες δὲ τὸ χ εἰς αὐτὸ πρῶτον μὲν ὑπὸ τοῦ λ, ἔπειτα δὲ ὑπὸ 
τοῦ µ εὑρίσχομεν τὰ δύο ἐξαγόμενα 


(λ---ρι) (Χρ) καὶ (μ---ι) (μ--ρρ) 








-- 157 --- 

ἅτινα ἐξ ὑποθέσεως εἶνε ἑτεροειδῆ᾽ ἑπομένως τὸ πηλίκον αὐτῶν 
λ---οι;  Ἀλ---θν 
μθι μ.ο 


νε ἀρνητικόν, ἐντεῦθεν συνάγεται, ὅτι τὸ ἓν ἐκ τῶν πηλίκων, θὰ εἶνε 
ον ἐρνητιχκόν' ἔστω τὸ πρῶτον' τότε οἱ ἀριθμοὶ λ---οι καὶ µ.---ρι θὰ εἶνε 
ἑτεροειδεῖς' ἦτοι ἡ ῥίζα ϱι θὰ περιλαμβάνηται μεταξὺ λ καὶ μ. 

Ἐξισώσεις ἔχουσαε ῥεξδεπκά. 

914. 'Εὰν ἐξίσωσις ἔχη τετραγωνικήν τινα ῥίζαν, ὑπὸ τὴν ὁποίαν 
ἐκάρχει ὁ ἄγνωστος, κατορθοῦμεν, ὥστε αὕτη µόνη νὰ ἀποτελῃῇ τὸ ἔτε- 
ῥον τῶν μελῶν χαὶ ὑψοῦμεν ἔπειτα ἀμφότερα τὰ µέλη εἰς τὸ τετράγω- 
νον, ὅτε ἡ ῥίζα ἐξαφανίζεται. ᾿Αναμνηστέον ὅμως, ὅτι ἡ προκύπτουσα 
έξίσωσις εἶνε ἰσοδύναμος πρὸς δύο ἐξισώσεις, τὴν ἀρχικὴν καὶ τὴν ἐξ αὖ- 
τῆς προκύπτηυσαν, ὅταν ἡ τετραγωνικὴ ῥίζκ Ἀηφθῇ μετὰ τοῦ ἀντιθέτου 
σηµείο». λέγονται δὲ αἱ δύο αὗται ἐξισώσεις συζυγεῖς ἀλλήλων. 


Ποραδεέγματα. 
1 ον) ΕΥ γ --»υ 
"γβάφομεν Ι 7 Ξ-ϱ0--Υ. 


ὅθεν ὁ.νοῦντες εἰς τὸ τετοάγωνον ἀμφότεοα τὰ µέλη, 
χ-- 400 --ὰ- «40 
ἳ ἃ 7-4] γ------ 400 
καὶ λύοντες εὑρίσχομεν }--ἶθ, Ἡ Υ::ζ95' τῶν λύσεων τούτων µόνον 
ἡ πρώτη ἁρμόζει εἰς τὴν Δοθεῖσαν ἐξίσωσιν, ἡ δὲ δευτέρα εἰς τὴν συζυγῆ 














αὐτῆς 7--ἵ Υ --λο. 
9ο) χ ΕΥ γ]--ὃ--ὂ 
 γράφουεν Υ γ--ὃ--ὅ---γ' 
ὅθεν }'--ὅ--δῦ--10γΓχὰ 
3 10ΞΞὸ0 
.. καὶ 7---ὃ. 
Ἡ λύσις αὕτη ἁρμότει εἰς τὴν δοθεῖπαν ἐξίπωσιν' ἑπομένως ἡ συζυ- 
:. Ὑὺς αὐτῆς Γ--ἵ γτ--ὃ--δ οὐδεμίχν ἐπιδέχετα. λύσιν. 
3ον) γ--ἵ 211-- 8γ-Γ9--ι 
γράφοµεν Υ΄ αχὴ--δχ--οξξγ--ι 
ὅθεν 2/----δγ-ιὃΞ-γ--- 2-ΕΙ 
3 7:-- 67 -- 8--υ. 


-- 505 --- 


Αἱ λύσεις τῆς ἐξισώσεως ταύτης εἶνε χ---δ ἢ :-4, ἀραότουσ. δὲ 4μ- 
φότεραι εἰς τὴν δοθεῖσαν ἐξζίσωσιν ἑπομένως ἡ σι ζυγὴς αὐτῆς 


ΕΥ 2χ1--θχ--ὃ---ι 


οὐδεμίαν ἔχει λύσιν. 
4ον) Υ- ΓΙ γὶ--ἵυχ --ι--ὔ 


γρἆγομεν ν 3 10 -- 1 5:-0---γ 
ὅθεν /"-10χ -|- [5-15 -Ι-γ --ἴ0χ 
7 0---»4. 
ἑπομένως καὶ ἡ δοθεῖσχα ἑξίτωσις καὶ ἡ αυ υγὴς αὐτῆς οὐδεμίαν ἔχουσι 
λύσιν. 
Καὶ περισσότερα ῥι-ικὰ (δευτέρου βαθμοῦ) ἐξαφανίκονται διὰ τῆς ἀλλε- 


παλλήλου ὑφώσεως εἰς τὸ τετράγωνον, ὡς Φφαΐνετα, ἐκ τοῦ ἑποικένου 


παραδείγματος. 
δον) ν}γ- ν7--9--θ 
ὑμοῦντες εἰς τὸ τετρἆγωνον ἀμφότερα τὰ μελη, εὐρίσκομεν 


Υ--γ--θ--δ.Ι/ γ1--ρχ--δι 
ἁτοι ὃγ---θὺ-----ΣΗ/ Υζ---θχ 
- ωμά ας (1) 
ὑ 


φοῦντες δὲ καὶ πάλιν εἰς τὸ τετ 


Ἀν 
ο. 
ε 
« 
ὠ 
« 
σ 
ω. 
ῳ 
ν 
Ες 
' 
« 


όθεν 811--»2095, ἐς ης ή--55. 


Ἡ ἐζίσωτις δγ--- δ095 εἶνε ἰσολύναμος τετὸς τὴν 1 κα: τὴν συ- 





.ά - .- - Εν , δν Φα σ . ͵ . . 
ου γη αὐτῆς Υ---ύς-ν Υ -ὖΥ τούτων δὲ τάλιν ἡ μὲν αἱ εἷνς ἰσοδύ- 


ναµος πρὸς 











ενστξ Ἡ, εὐρεβεῖσχ ἄνευ ἐι 
τὰς τέστα-χς τχύτας ἐ 


λαμ ανομἒνης ἑλάττης ὄνοης αξτὰ τοῦ Ἠετικον Ἱ αξτὰ τοῦ ἆονγτικο ση- 
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Ἐπιιδὶ δὲ ἡ λύσις χΞ-25 ἁρμόζει (ὡς εὐχόλως βλέπει τις) εἰς τὴν 
Δοθεῖσαν ἐξίσωσιν, συνάγεται, ὅτι αἱ λοιπαὶ τρεῖς οὐδεμίαν ἔχουσι λύσιν. 
ΣΗΜ. Αἱ ἐζιπώσεις αἱ ἔχουσαι ῥιζικὰ λύονται ἐνίοτε εὐχολώτερον διὰ 
τῆς ἀλλαγῆς τοῦ ἀγνώστου. Οὕτως ἡ πρώτη, ἂν τεθῇ κ΄ γζ-ω, ἀνάγε- 
; ται εἰς τὴν ω' --ω-- 2)" ἐξ ἧς λύοντες εὑρίσχομεν ἡ ω--ά, ἡ ω---ὖ' 
δρα χ--16δ ἡ χ--2ὔ 
Ἡ δὲ πέµπτη λύεται, ἂν τεθῇ /χ --ω, καὶ ν χ--θ-φ' διότι ἀνά- 
Ἱεται τότε εἰς τὸ σύστημα 
- ω-|-φ---θ καὶ ωἲ---ϕφ---ίω--φ)(ω---φ)--9. 
.098εν ω-|-ϕφΞ-θ καὶ ω--ϕΞξ 1’ 
δρα ωΞ-- δ, φ-- ά καὶ ἑπομένως Ξ-35. 
Ἡ ἀλλαγὸ αὕτη ὠφελεῖ μάλιστα, ὅταν ὑπὸ τὸ ῥιζικὸν δὲν ὑπάρχη ἢ ἡ 
πρώτη δύναμις τοῦ ἀγνώστο». 
Διτετράγωνοε ἐξεσώσεις. 
215. Οὕτω καλοῦνται αἱ ἐξισώσεις τοῦ τετάρτου βαθμοῦ, αἱ ἀρτίας 
µόνον δυνάµεις τοῦ ἀγνώστου περιέχουσαι, ἦτοι αἱ ἐξισώσεις τῆς μορφῆς 
αχἳ «βγ --]. (3 
Ἐν τεθῇ χ-ζ-ω, ἔπεται καὶ χω" καὶ ἡ ἐζίσωσις γίνεται 
αω᾽ -Ι-βως-Υ, ἦτοι δευτέρου βαθμοῦ πρὸς τὸν ἄγνωστον ω. 
Εὐοεθεισῶν δὲ τῶν δύο τιιῶν τοῦ ω ἐκ τῆς δευτεροβαθµίου ταύτης 
ἐξισώσεως, εὑρίσχομεν καὶ τὰς τιμὰς τοῦ χ ἐκ τῆς ἐξισώσεως χ---ω. 
ἜὌμτωσαν ω' χχὶ ὦ' αἱ δύο τιμαὶ τοῦ ω' τότε ἔχομεν ἐκ μὲν τῆς 
πρώτης γζ-ω”, ὅθεν χζ--εν ω', ἐκ δὲ τῆς δευτέρας γῖζ-ω”, ὅθεν 


χΞΞΕΝ ω”. ὥστε εὐρίσκονται τέσσαρες ὀΐναι τῆς ἐξισώπεως (1) 


ΕΥ ω, -- ω, "ο, ω’, -γ ω͵. 
Ἱατὰ τὸν τρόπον τοῦτον λύοντες τὴν ἐξίσωσιν 
71--15γ"-- δ0--0 
εὐρίσχομεν τὰς ὀΐζας -ἷ-2, ---δ, --δ. ---δ. 








Προθλήματε. 
1ον) "Εμποοος πωλήσας ποᾶγιιά τι ἀντὶ 14 δραχμῶν ἑξημιώθη τό- 
σο» τοῖς ἑκατόν, ὅσον εἶχεν ἀγοοάσει αὐτό. Ζητεῖται ἀντὶ πόσω» ὅθα- 
χμῶν εἶχεν ἀγοράσει τὸ ποᾶγμα. 
Ἐὰν παρασταθῇῃ διὰ τοῦ χ ὁ ζητούμενος ἀριθμός, ὃ ζημία ϐἡ εἰνε 
Υ---16. ᾽Αλλὰ κατὰ τὸ πρόθληµα ἐζημιώθη τὸν τόχον τῶν Υ δραχμῶν 


--. 1δὐ --- 





πεὸς γ΄ τοῖς ἑκατὸν (δι ἓν ἔτος, ἔτοι -΄ 





τοστςι ἃξ νὰ Εν Υ θετικόν. 
Ἐκ τς ἐξιτώσεως Ε-ςίσεραξν Ἄλοντες 


---- δὴ . 


Ν 


] ---ᾱ ιο . 
Ῥ Ἰ--- .... 5 


ἑαροτεςα: ἃξ αἱ λύσες αυτα: τοσσοστι πάντας τοὺς Σ: 


- - 
οσο” ” » - ο ᾱ-ᾱ- 


3»,  νενσοξ τις ὕσασιις ντι 121) Αντ. ἔ.ν δε ἆντ. τῶν 


ου --άᾱ 
.ὁ .---ὖ 


ὃν γὸςοάτὼν ἑλααόάνεν ο πεχεις περεσρλτεον. τας το σποτ. 


οἱ ἔτὸ κατὰ ὃ ὁςσσιεᾶς ««κροτένΣ. {νους σσ σεις ὅτι ισσεν : 


σον -- - 


«στῳω } ο ἁ-λαως τον 


ο 
ξ 
: 
« 











Ν . » τἙ αλ 9 - - - - .-- κ ᾿ ᾽ 
. ρα] ὧα ο 11 ζων 5 αν Ε ος κα ωά πο πω εαν μᾶς ο μυών -------- - κ « 
. ο --- ᾖ 
. .. 
α. ον. - - 
ο ασα. 4 κ. μυς ο. , δρ ῦλσὸςς 
”. -- 
- . -”. ε 
ως. 
---.- ---- ας") 
. ..ς 
στ. κά ω. 


πτετς. νὰ εις κα: γ ὄξτσν. 


ἕν τὸς ἕσιταρσδαςς Ἵδρτος Σω σετ ασ τὰς πως 


πα 5 ᾗᾳ 
ἐν αδ ον ὶ Ἔοαιστ δις ππυσκξσκτη ὡς Ἕλσσνσς τις τις ἕ 
Ἑπσιτωκτος 


Διν. "ξς δίς ᾷε-ιετῶν ὃ ες ε-απη ὁ Ἰωβας Ἕιωππστηςς 


-- --ν 
τον -» ὴ . » - ν - - - . - 
ερ εσενα ὃς κ νο πο Ἰ κκς ο κο τηνς πεν Ἱ- ντ ος 3 

-- - δο 
κ΄ ζ . - κα» . ” η - . Ἴ -- ο ά κ -Ὁ 
Ασε νι έν σεσ δή ο ος Μα . ὃρ σος ἳ λος σος εδω 
. 5... ὃν : ., κά « - τ-- μ.. που ν τσ - . -- » μας . Β .". α 
Άρντα ος ασ ὃς ὁ τες Σπ στο Έπος ὁ σποτ ση ἕνα 
ως -- - τν 
. νυν - ” - -- - - 
.. «ώς ο ακδλι ὃ Γον αλ) δεις σης ΑΠΡ 
- . - -- -- 
- - .. - -- - α 
ο. ποσοστο Ισ τσ δν πα τωδσακ -π ὃς πο πο 
[ -- 
- . . Φ . ) - . 
πσαστις ο δαπεσις δαστγ στης Ἱ ----- ἂν τς τπᾶάπος στ. 
ξ -- ".υα --- ᾷοα αν ἀν . - ' μαμα ο... --- - .» » 
μμ. "1ο δ. Γν δι τις λα .” ονψὰ-- τν νο Ἱι ᾱ δες στ μη αν ο 4 ν 
1 
κ -ι 5, δα ᾽ 
νὰ νι Ἡ εστίες τ εωδτςς απ, πσασνι τ Ἐλ Ι οωπσοσις ὥς 
- -” - -- . 
ο » 
«οι ο ασ ὃς ε,δωςσ ον στ  οπστωτς Ἔπτ ως πο πια) 
.. κ ὁ  - -- 
τίω δε ἃς εσἝπες τ---ἓ πιξοςς σ.σ» - 





-- 16ἱ --- 


Ἐντεῦθεν προχύπτει ἡ ἐξίσωσις τοῦ προβλήμκτος 
ού ( οσα ὃν 6η 607 11. 
| ΄ '--ὃ 
πρέπει δὲ νὰ εἶνε ὁ Υγ θετικὸς καὶ ἀκέραιος ἀριθμὸς καὶ µεγαλήτερος 
πποῦ ὃ, 

Λύοντες τὴν ἐξίσωσιν εὑρίσχομεν Υ--Ιδ, ἡ 7--Ι5' ἀμφότεραι δὲ αἱ 
λύσεις αὗται πληοοῦσι πάντας τοὺς ὄρους τοῦ προβλήματος ἑπομένως, 
Ά ὁ ποῶτος εἰργάσθη 16 ἡμέοας καὶ ὁ δεύτερος 12,  ὁ πρῶτος 18 καὶ 
ᾧ ὀτύτερος | δ. 

'. 40ν) "Έμπορος πωλήσας ὃ πήχεις ὑφάσματος, ἔλαθε τόσας ὁραχμάς, 
ὅσους πήχεις ἔπρεπε νὰ πωλήσῃ, ἵνα λάβῃ δ0 δραχµάς' πόσας ὅραχ- 
μὰς ἔλαθεν ; 


᾿Εὰν παραστήσωμεν διὰ τοῦ γ τὰς δραχµάς, τὰς ὁποίας ἔλαβε διὰ τοὺς 









ὃ πήχεις, ἡ τιμ τοῦ ἑνὸς πήχεως εἶνε α καὶ ἵνα λάβη ὄθ δραγµάς, 


εἷνε δὲ κατὰ τὸ ποό- 





, 


ἔπρετε νὰ πωλήση πήγεις 50 -ᾱ- ῆτοι 


βλημα 
7--- 10 ἦ γΞΞ-400: 
΄ 
έε τας ἐχισώσεως ταύτης εὑρίσκομεν λύρντες 
ἡ 7-20, } ς---- 20: 
Ῥανεοὸν δέ, ὅτι µόνον ἡ πρώτη λύσις εἶνε παραδεκτή. 
Ὁ ον) ᾿Εάν τις ἀριθμὸς αὐξηθῇ κατὰ µοράδα, ὁ κύέος αὐτοῦ αὐξάνε- 
ταε 2εαᾳτὰ Γ9δ]:τίς ὁ ἀριθιὸς οὗτος ; 
ἆτ ἂν διὰ τοῦ γ παρκσατήσωµεν τὸν ζητούμενον ἀριθμόν, θὰ εἶνε 
(- Εἡ αχ Ξξτδι 
χοεὶ έπειὸλ είνε (Υ--1ν τη] 1 δΥ: -- δΥ-Γ (σελ. ὅ5], ἡ Είσωσις τοῦ 
Ῥρο[”λήματες γίνεται 8γ” -Ἰ-δγ--1:-Τοι 
ἶἢ δγ Γδ γ--τ2ς 
ὅθεν καὶ Υ:-- :-540: 
ε λόωντες τὴν ἐξίσωσιν ταύτην εὑρίσκομεν τὰς δύο λύσεις 
: ἦ γξι, ἢ ----16. 
ον) Λὰ µερισθῇ ὁ ἀοιθμὸς 940 εἷς δύο µέρη τοιαῦτα, ὥστε τὰ τετοά- 
γὠνα αὐτῶν νὰ διαφέοωσι κατὰ 190. 
Παριστῶντες τὰ άγνωστα µέρη διὰ γ καὶ ν, θὰ ἔχωμεν 


γτν Ἑ-- 6 
' ἃ ο ν--- τοι 


ο ὃν 3 .» Ὁ φ ν ” 
ἑτειἩ ὲ γ"---- εἷνς ἔτον ξ τὸ Ὑνόμενον Υ--σι γ---ον Έτνι αἲ 


ο 
Ῥιχ--ν. ἡᾗ δετέα ἐξίτωσις «Ἔνετα: χΓ---ὂ--ὂ, κα. αἲ ἑξιτῶσςς 3 
ποτ αγαατος Ὕνοντα: 


 αέο ταχυδούμο ὁμαιῶς κασοὺµενλ ἀνεχῶώοςζαν σι- γόνος 

δός άλας - καὶ Ὦ, ὃ μὲν πο--ε μενος ἐκ τς ἆ πῶας τν Ε. ὁ 
ἐκ τς Ὁ πρὸς την α. Σινέέη δὲ ὁ μὲν πγὈτος νὰ -οχσγ εἷς την πὀ 
Β ἐννέα ὥρας μετὰ τ;ν σινάντγσ των. ὁ δὲ δείτεως εἰς τν 3 Ἆεκε 
ὥσας μετ αἰτήν. Ζγτεῖται ὁ 1ό-ος τῶν ταχττ/των. 3 ὧν ἐδαλιον. 
Δ Γ 


 τχαγ-ττς τοο ἐε της (όλξεωνς ἃ ἔκχνντᾶντος κα. ον Ἱ 


σ 


Ἔντω χ 


- 
ν -- 


γὂττς τοῦ ἐκ τὸς πόλεως Β΄: ἔττω τοὺς τνόοτοις [ τὸ σταεον τες ϱ) 


αι: 


48 ες 2 ἕ-ιςστ Ἰ τ,νάντγτς τῶν ταγ. ἁσὸ ων. ο τιῶτος ταγ., τό. 
. υ έ / ΄ . α 
διέν,τς τὸ 2.ά-ττια ΓΕ εἰς ἃ ὥτας αξ (αγ τττα γ΄ ἃτς εἰνς Γ8--5] 


ὉὪ Αεοτεος Αήν,τε τὸ δάτττια [ ὰ ες :ὐ ὥσας -- ταγύτντα 2 


εἷνς ΓΑ-- ἳ ο -- 


























- σα .. ------- {4 - 
οσο .-» ο ο - 
. - 
΄ - 
-- .:. ὉὸὉ 
- - ο 
.» ᾗἩῇ . - 
ἐς τς «α. ποπ 
. ΜΜ 
- 8 


-- 


κ. ἐς} οντες την τετςα ων. εὖν :.ᾶν ἆ. συ τξτων τῶν Ὁσινς Ξ251τεσα3 
. ο . 





κ , 
α ᾶ 
- ἐν΄ 
-- ". ---. »- - ” -- -- -- Σ. --ο- ξ. - 
.-.ς δα σου μη "17." τν ..” πο ος - ῶοσα» τσ 5 πλ, .-- Όσ- ος οφ 
ᾖὃ ----- - ο, 
στον .-- ο 
”- ο - - - - - κ - κα - 
ὃν ΕΕ εν δις ο αμοὺς σα στ τ τος τος ας πθισμ στως αὐτι 


--- 1658 --- 


Δὶ ἐξισώσεις τοῦ προβλήματος εἶνε 
χ Γ τα 1 
ΥΥΞΞΙ. , 
Ἐὰν δὲ ἡ τιμὴ τοῦ ψ ληφθῇ ἐκ τῆς πρώτης καὶ τεθῇ εἰς τὴν δευτέ- 


' βαν, ἀπαλείφεται ὁ ᾧ καὶ εὑρίσκομεν 
































χ(α---Χ)ΞΞΥ 
ἔτοι Αα Απ (2) 
ν γ--- α Ν αἲ---4γ 
..- 2 
. 1 ὃς α ν α”---4Υ τ ο. 
Αν ὁ χ ληφθῇ ἴσος τῷ το σοι ὁ ψ θὰ εἰνὲ ἴσος τῷ 
α  αἲ--- 
Κχ -Ν ασ Ἡγ ; διότι τὸ ἄθοοισια αὐτῶν εἶνε α' ἂν δὲ πάλιν ὁ χ 
) [ ' 
ν οἳ--.4Υ : α ν αἲ- 4γ. 
λγΦθ3 Ἡς ὁ ὁ θὰ εἷνε ἴσος τῷ ---ἰ- ο...) Ὑ. 
ἠᾳ .Ι 9) ν η ρ --- ῤ 
ἑπομένως οἱ ζητούμενοι δύο ἀριθμοὶ εἶνε οἱ 
α ν΄ αἲ- - 4γ καὶ ᾱ ν΄ α” ---4γ (3) 
ντ στ 


τοῦτ» ἔστιν εἶνε αἱ δύο ῥίται τῆς ἐξισώσεως (2). 

3Η. "Ότι αἱ δύο ναι τῆς ἐξισώσεως (9) ἔχουσιν ἄθροισμα α καὶ 
Υενόµενον Υ, (ἑπομένως λύουσι τὸ πρόθλημκ) ἧτο ἤδη γνωστὸν (211): ὅτι 
ἕκεὰς µόνον οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι λύουσι τὸ πρόβλημα, τοῦτο ἐδείχθη νῦν διὰ 
ως ἀμέσου λύσεως τοῦ προῤλήυατος. 

«Ἀιιερεύνησες. Οἱ ζητούμενοι ἀριθμοὶ θὰ εἰνε πραγωατικοί, ἐὰν τὸ 
σσ 4Υ δὲν εἶνε ἀρνητικόν. ζίαὶ ἂν μὲν τὸ Υ εἶνε ἀρνητικὸν (τοῦτ) έστιν 
. «4. ιθμοὶ ἑτεροειδεῖλ) τὸ α-- 4 εἶνε πάντοτε θετικόν' ἂν δὲ τὸ Υ 
δα βετικὸν (τοῦτ ἔστιν οἱ ἀριθμοὶ ὁμοειδεῖς), δὲν πρέπει νὰ εἶνε ὁ 
ιν μεγα) Πτερος τοῦ α”". Ἐκ τούτου ἠλέπομεν, ὅτι τὸ γινόμενον δύο 
δρε «οειδῶν ἀριθμῶν οὐδέποτε ὑπεοξαίνει τὸ τέταρτον τοῦ τετραγώνου 
ΕΟΧ; ἁἀθροίσματος αὐτῶν», Ἡ, ὅπες τὸ αὐτό, ἐὰν δοθέντα ἀριθμὸν (4) µε: 
θέεχωμµεν ὁπωςδήποτε εἷς δύο ὁμοειδῆ µμµέρή, τὸ μέγιστον γινόµενον τῶν 
ΜεΟῶν τούτων εἶνε ἴσον τῷ τετάρτῳ τοῦ τετραγώνου τοῦ ἀριθμοῦ. Εὖὺ- 


Θέοκεται δὲ τὸ µέγιστον τοῦτο γινόμενο», ὅταν µερισθῇ ὃὁ ἀριθμὸς εἷς 





2 
ἴσα µέρη: διότι, ἐὰν ὁ οτεβῇ Ὕπτ-τ- οἱ τύποι (5) δίδουσι τὰ Δύο µέρη 


.. λα Ἡ 


-- 165 --- 


γο--ψτξ-ι 20: 
ἐπειδὴ δὲ γζ--ᾧ' εἶνε ἴσον μὲ τὸ γινόμενον ( -ψ) (Υ---Φ), τοι μὲ 
20:χ-- Ψ), ἡ δευτέρα ἐξίσωσις γίνεται γ---φ--θ, καὶ αἱ ἐξισώσεις ’ 
προβλήματος Ὑίνονται 


γ--ψ-- ϐ, 
ἐξ ὧν προκύπτει ἡ λύσις 35-19, «ὁ--τ. 

Τον) 4ύο ταχυδρόµοι ὁμαλῶς κινούµενοι ἀνεχώρησαν συγχοόνως 
δύο πόλεων «4 καὶ Ὦ, ὃ μὲν πορευόµενος ἐκ τῆς 4 πρὸς τὴν Β, ὁ 
ἐκ τῆς Β πρὸς τὴν 4. Συνέθη δὲ ὃ μὲν ποῶτος νὰ φθάσῃ εἷς τὴν πὀ 
Ὦ ἐννέα ὥρας μετὰ τὴν συνάντησίν τω», ὃ δὲ δεύτερος εἷς τὴν 4 δεκι 
ὧὥρας μετ αὐτήν. Ζητεῖται ὁ λόγος τῶν ταχυτήτων, μεθ ὧν ἐθάδιξον 

Α ο ῥ 

Ἔστω χ ἡ ταχύτης τοῦ ἐκ τῆς πόλεως Α ἐκχινήσαντος χαὶ φ ὁ 
χύτης τοῦ ἐκ τῆς πόλεως Β' ἔστω πρὸς τούτοις Γ τὸ σημεῖον τῆς 
ΛΕΒ, εἰς ὃ ἐγένετο ἡ συνάντησις τῶν ταχυδρόµων. 'Ο πρῶτος ταχδρ« 
διήνυσε τὸ διάστηµα ΓΒ εἰς 9 ὥρας μὲ ταχύτητα χ' ἄρα εἶνε [Ἑ ---- 

“Ὁ δεύτερος διήνυσε τὸ διάστηµα [Α εἰς 16 ὥρας μὲ ταχύτητα φ' 
εἶνε ΓΑ--Ι16ψ. 

Ἐπειδὴ οδὲ συγχρόνως ἐξεχίνησαν καὶ συγχρόνως ἔφθασαν εἰς 
Γ, ἔπεται, ὅτι ὁ χρόνος, ἐν ᾧ διήνωσεν ὁ πρῶτος τὸ διάστηµα 














αχ ΑΕ 16ψ Στ » Ἂ 4 ι ὃ , 
ὅστις εἰνε ᾖτοι ----] εἶνε ἴσος μὲ τὸν χρόνον, ἐν ᾧ διῄνυσα 
. ι µι! . 9 
δεύτερος τὸ διάστηµα ΒΙ [οὗτος δὲ εἶνε ἢ τὰ . ὥστε ἔχα 
| Φ φ 
1οψ Ὁὃ 
νο , ᾖτοι 1601-93 
΄. ν 
έρ Σ 9 γ΄ 16 
καὶ ἐζάγοντες τὴν τετραγωνικὴν ὀένχν ἀμφοτέρων τῶν ἴσων, εὑρίσκοια 
7 4 
-- 
φ ὃ 


φο 4 


τοῦτ έστιν ἡ ταχύτης τοῦ πρώτου Ξἰνε ποὸς τὴν τοῦ δευτέρου, ὅπ 
4 πρὸς τὸν ὃ. 
- , μα , μα , 5, 
δον) Γὐρεῖν δύο ἀριθμούς, }γωστῶ» ὄντων τοῦ ἀθροίσματος αὖ' 


α καὶ τοῦ γινομένου αὐτῶν }. 


--- 165 --- 


Αὶ ἐζισώσεις τοῦ προβλήματος εἴνε 
χ ντ-α 1 
χΥ--]. οφ 
Ἐν δὲ ὁ τιμὴ τοῦ φ ληφθῇ ἐκ τῆς πρώτης καὶ τεθῇ εἰς τὴν δευτέ- 
βαν, ἀπαλείφεται ὁ ψ καὶ εὑρίσκομεν 



























χία-τγ)τ-Υ 
ᾖτοι χ--αγξ--γ (2) 
ἴθεν ν--- 3 α.Ν αἲσταγ 
: » 2 
, . ο --α ν αἲ--4γ : 
µ Αν ὁ γ ληφθῃῇ ἴσος τῷ ο πο ὁ ψ θὰ εἰνε ἴσος τῷ 
ας γ΄ --4γ ν , » - 8 « ν. 
ο διότι τὸ ἄθοοισμα αὐτῶν εἶνε α ἂν δὲ πάλιν ῥὁ χ 
9) [] Γ 
[] Επ οσα 
ληφθῇ ἴσος τῷ .- τν πη ὁ ᾧό θὰ εἰνε ἴσος τῷ : αν ο. 
ἐπομένως οἱ ζητούμενοι δύο ἀριθμοὶ εἶνε οἱ 
σα πο ον 
ἄν απ κ ο να σα 8 
πλ ως κ 5 9 ο, 


᾿οΌτ” ἔστιν εἶνε αἱ δύο ῥίπαι τῆς ἐξισώσεως (2). 

ΣΗΜ. “Ότι αἱ δύο ῥιζαι τῆς ἐζισώσεως (2) ἔχουσιν ἄθροισμα α καὶ 
Ξνόμενον Υ, (ἑπομένως λύουσι τὸ πρόβλημα) ἦτο ἤδη γνωστὸν (91 1}: ὅτι 
Ἔ εως µόνον οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι λύουσι τὸ πρόθλημα, τοῦτο ἐδείχθη νῦν διὰ 
Ἡς ἀμέσο, λύσεως τοῦ προ ῥλήυατος. 

«Ἀιιεωρεύνησες. Οἱ ζητούμενοι ἀριθυοὶ θὰ εἰνε πραγματικοί, ἐὰν τὸ 
Ἱ-- 4γ δὲν εἶνε ἀρνητικόν. Ἱαὶ ἂν μὲν τὸ Υ εἶνε ἀρνητικὸν (τοῦτ) ἔστιν 

«κ ιιθμοὶ ἑτεροειδεῖς) τὸ αἷ-- 4 εἶνε πάντοτε θετικόν ἂν δὲ τὸ Υ 
να Δθετικὸν (τοῦτ ἔστιν οἱ ἀριθμοὶ ὁμοειδεῖς), δὲν πρέπει νὰ εἶνς ὁ 
Υ αυεγα»ήτερος τοῦ α”. Ἐκ τούτου βλέπομεν, ὅτι τὸ γινόμενον δύο 
εεΟειδῶν ἁἀοιθμῶν οὐδέποτε ὑπεοέαίνει τὸ τέταοτον τοῦ τετραγώνου 
25 ἁθροίσματος αὐτῶν, ἡἩ, ὅπει τὸ αὐτό, ἐὰν δοθέντα ἀριθμὸν (ὰ) µε: 
έσευ μεν ὁπωςδήποτε εἲς δύο ὁμοειδῆ µέρη, τὸ µέγιστον γινόµενον τῶν 
Εοῶν τούτων εἶνε ἴσον τῷ τετάρτῳ τοῦ τετραγώνου τοῦ ἀριθμοῦ. Εὺ- 
ἔσροεεται δὲ τὸ μέγιστον τοῦτο }ινόµμιενο», ὅταν µερισθῇ ὁ ἀοιθμὸς εἷς 





ν Γν 
σα µιέρη' διότι, ἐὰν ὑποτεθῇ ἵπτστ- οἱ τύποι (9) δίδουσι τὰ δύο µέρη 


ο 
ον χαι -.... 


2 


-- 1β34 --- 


Καὶ υενικῶς ᾿Εὰν δοθέντα ἀοιθμὸν μµερίσωμµεν εἷς ὁσαδήπο 
ειδῆ µέρη, τὸ γινόμενον τῶν μεοῶν τούτων γίνεται μέγιστον ἐ 
µέρη 7ένωσιν ἴσα. 

Ἀιότι, ἂν δύο µέργ δὲν εἶνε 


σα, ἔστωσαν ύό.0., γάςιν 3 
χαθιστῶντες αὐτὰ ἴσχ γωζὶς νὰ Ολάνωμεν τὸ ἀἄθτοισαά των. ττ' 
«άνοντες ἄν αὐτῶν τὰ ῦ, 6, εὐρίσκομεν "“ανόμενον Ὁ. Ὁὁ αξ 
ποὸ Ὁ. ᾱ- ᾱ-α καὶ τὸ ωνόμενον πάντων τῶν αεεῶν ϱὰ ντ κα. 

Όονι Εξοεῖν δίο ἀριθμούς, :νωστῶν ὄντων τοῦ γινοιιέτου α 
χαὶ τοῦ ἁθοοίσματος τῶν τετραγώνων αὐτῶν ἔ. 


σ ν» , - ος [ή -- τ 
Αἱ ἐς σώτεις τοῦ του Αγ κατος Εἰνε 


τς ον. γ--υξ-- . Ὅ--Ὁ"' 


. 4 - 4 - ν” . - 5 -” 
Καὶ ἂν αὲν τὸ ἄθζοισαμ«χ τῶν Ὑτοαένων 4ξι κῶν ποτε ηττ. 
οἴσκομεν τοὺς δύο 4-θμοὺς 


1 τσ ιι Ἱ 1 ο τι 
αγερο νε δικα ντο 


2 ο) υ 
9 5 : 9 Ὕππ-Ὑ νᾱ- ἃλ 





|) 
η] 
π 
.. 


ἂν δὲ τὸ αὐτὸ ἄθεοιτμχ ὑποτεβη ἀξνητικόν. εὐτίτκον- 
τούτων ἀξιβασι Φαΐνεται ὃὲ καὶ ἐν τῶν ἑξιτώτεων το τ-ττα: 
ὅτι, ἂν ἀλγθεύωσιν αὗται δ:ὰ δύο ἀτιῤηοςς, Αλ 282. 2. καὶ 21" 


φ , - 
σιθέτο,ς χὸ ῶν. 


ο ᾳ ό στ , - υ - . 
Αμο: Ὁ--ᾱ- καὶ Ὁ---2{ εἶνε Βετ.κοῖ, ἔτοι ἂν εἰνς 7 σετικὲν 
- - -, φ κ... σ - ’ ΄ 
ιθετικῶς λαμσανό ενος) ἀὲν ὕτεεςαἲνγ τὸν 5. 


Γεν Εξοεῖν δύο ἀριβιούς, :γωστῶν Όντων τη οποτε στ. 


α αι τοῦ ἠβροίσιατος τῶν τετοα” ὤνων αὐτῶν «. 


εἶσοι -- - φ 9 τα - ΄ . ο κ . κ .. 
Ἠ νοῦντες 4 αυότεσα τὰ ΕΛ} τῆς πεώττς εἰς τὸ τετοἁ. ο. 5: 


--- 165 --- 


"Εξ ὃς ἀφαιροῦντες τὴν δευτέραν κατὰ µέλη εὑρίσκομεν 








ο. 
Αγὴταἲ--Β, Ἡἃ χό- 
.--- 
᾿ΕἘπειδὴ δὲ νῦν ἔχομεν Υ --φ--α καὶ χὺ---- 5 α) ἀνάγεται τὸ πρό- 


Ἅημα εἰς τὸ 8”. 
Δύναται δὲ νὰ λυθῇ τὸ πρόβληωσ« τοῦτο καὶ διὰ τῆς ἀπαλοιφῆς τοῦ 
ἱτέρου τῶν ἀγνώστων ἐκ τῶν δύο ἐξισώσεων (1)' πρὸς τοῦτο ἀρκεῖ νὰ λη- 
«Φῆ ἡ τιμὴ αὐτοῦ ἐκ τῆς πρώτης καὶ νὰ τεθῇ εἰς τὴν δευτέραν. 
Οἱ ζητούμενοι δύο ἀριθμοὶ εἶνε 


α. Υ9β--αξ | 
ο Ἔππο--- καὶ --- ο (2) 
Διερεύνησις. Οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι θὰ εἶνε ποαχγµατικοί, ἂν εἶνε 28 
θετικὸν καὶ µεγαλήτερον ἡ τοὐλάχιστον ἴσον πρὸς τὸ αἲ. εἰ δὲ µή, εἶνε 
μιγάδες. 
"Εκ τούτου συνάγεται ὅτι, ἐὰν ἀριθμὸς µερισθῇ ὁπωςδήποτε εἷς δύο 
µέρη), τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν μερῶν τούτων θὰ εἶνε τοῦλά - 
χιστον ἴσον πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ τετραγώνου τοῦ ἁἀριθμοῦ. Τοῦτο δὲ τὸ 
ἀάχισιον ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν δύο μερῶν εὑρίσκεται, ἐὰν τὰ 
δύο βιέρη εἶνε ἴσα. 
ᾱ 1 1ον) Εὐρεῖν δύο ἀριθμούς, γνωστῶν ὄντων τοῦ ἁθροίσματος αὖ- 
τῶν α καὶ τοῦ ἀθροίσματος τῶν κύδων αὐτῶν κ. 
Δἱ ἐξισώσεις τοῦ προβλήματος εἶνε 
γ-Ι-ὅξ-α 
χν Εψί---κ. (1) 
"να λύσωμεν ταύτας, ὑψοῦιμεν ἀμφότερα τὰ µέλη τῆς πρώτης εἰς τὸν 
όΒουν- ὅτε εὑρίσκομεν 
γ Γψὶ-Ι- δχψ-Γ- ὃχφ----αὖ. 
Ἔ Σ ἧς ἀφαιροῦντᾶς τὴν δευτέραν κατὰ µέλη, ἔχομεν 
δχ3ν |-ὃγψ----αξ---κ 
ι Ἡ δγψ(Υ Γψ)ξςαζ---κ 
παεὶ ἀντικχθιστῶντες τὸ ἄθροισμα γ--ψ ὑπὸ τοῦ ἴσου αὐτῷ α ἔχομεν 





δαχφ---αἲ.--κ 
ἃ Γ ο αὐ-τα. 
λα θα 


Ἔχομεν ἄρα τὸ ἁβροισμα καὶ τὸ γινόμενον τῶν ζητουμένων ἀριθμῶν' 
ἑπομένως τὸ πρόθληµκ ἀνήγθη εἰς τὸ 8''. 











κ τσ σεν»: 4- ὅ1.: Εἰνε 
- Β αχκ--ᾱ . ἆᾱ : 4κ--ᾱ' 
πο ποστ π- μαμα 
2 κά λ 94 2 3 λ χ΄ 
9 :. . .”.”.. . 
Δεεφεύντσες. [ζάντες τὸν ὑποσσις ον τα τά ττατον τὸ την πα.φ. 


Ὀρέσομεν, ὅτ., Ίνα ο ἆτδα-. οὗτοι εἲνε ατα αχτιχ.'., ἀνάνκσ ὰ ἆ | 
κ νὰ εἷνς ἑμ.οκν κα. νὰ εἲνς ἐκ οὐγ' αι χτότεςεν το α. Ἐξ οὐ 5) 
Ὅττα:, ὃτ., ἕὰν ἀριῤμὸς µερισΏς ὑτεωςδταοτε εἷς 3ο µέρτγ. τὸ ἄθοοισ 
τῶν πύξων τῶν μερῶν τούτων εὰ κεἶνε τούχάχιστον ἴπον ποὸς τὸ ι 
ταῤτον τοῦ κέξοιτ τοὶ ἀρεμοὶ. Τοῖτο δὲ τὸ ἔχκάχωτον Ἴδοοισμα τι 
κτέον τῶν μερῶν 7ὔεται, ὅταν τὰ δύο µέοτ εἴνε ἴσα. 

"12: Εγοεν δύο ἀριθμοιίς. υνωστῶν Ίντων τοῖὶ ΣΠφοίσματος α 
τῶν α χαὶ τοῦ ἁθροίσματος τῶν τετάρτων διντσεων αἰτῶν τ. 

Πτες το το εἲνε ἀνά τσ νὰ 7.8, το τοσττας 


»2ετα: 2 τοστο ὡς ἐ. 
Τετ-α-ων.τοντες -ἵν Ξζώττν πι τάν. μΕν 
- . 5 9). ----- 5 ῃ 
΄ , » -/-πτ- 
τετζχ-ωνῖ Όντες ἂξ αχ. αυτην ες τσκ αξν 
. . 3ἃ- 3 . Ὁ .. 
7 ποσο χι --ᾖἳχ-τα". 
ἐξ τς 4να:ν Ὄντες τὸν Άξ.τεςαν Εὐζισκοαξν 


ἄχ-στ-- χο γτ-- στ -αὶ--- 


Ἔαν δὲ εἰς τὸν ἑξισώτιν ταυττν ἀντ κατα τὸτενσε, τὸ γ.-ἰ--ἳ }ὃ 
τοο ἴτος ἁαὐτῶ ᾱ---Ὁγ- ἐκ τῖς ἑς:τώτεως Ὁς Σ25.τεταξν 
τ----α 
- ας ο -- - 9 
Το 1---- σα”. /- τ---------------- [ι 


ε--εγς: 1 7 ἑξίσετς ἀντι ἕνα «ὀὗνου ᾱ Ὕδνστον, τος τεττι τὸ "Ἱνόααν 
γ-- σεν Ἄνοντες α την Εεὐςσε- ιν τὸ "Ἱνοάξνον }» τῶν στ αένε 


4-:Ο τῶν ἔχοντες Ἂς τὸ «λοτιταα αα. τὸ "νο «Ενεν αντῶν, ἆνχ"πκεν / 





--- 161 --- 


Καὶ ἂν μὲν λάβωμεν τὴν πρώτην ὡς Ὑινόμενον τῶν δύο ζητουμένων 
4ριθµ ῶν, εὑρίσχομεν τοὺς δύο ἀριθμούς. 


- ο --ρ-' / ὃτ --- δεί 
ο ἵν ν- ὃς Ἐν ὅτ δα 


ἳ α 1 τς 
| δν --θ-εν ὃτ -|- δα᾽ 
| -ὲν δὲ τὴν δευτέραν, εὑρίσκομεν τοὺς ἐκ τούτων προχύπτοντας, ὅταν τὸ. 
:βζυιὸν ν΄ Ότ-/-θαξ ληφθῇ μετὰ τοῦ ἀρνητικοῦ σημείου’ ἑπομένως τὸ δεύ- 
-περον τοῦτο ζεῦγος εἶνε μιγάδες ἀριθμοί. 

















Διερεύνησιες. Ἡ πρώτη λύσις ἀποτελεῖται ἐκ πραγματικῶν ἀρι- 
ἡμῶν, ἐὰν ἡ ν Ότ-]-δαά δὲν εἶνε µικροτέρα τοῦ δα", τοι, ἂν ὁ ἀριθμὸς 
ὅτ-|-δαἲ δὲν εἶνε μικρότερος τοῦ Οκ: ἥτοι ἂν ὁ τ εἶνε θετικὸς καὶ ὄχι 
µαρότερος τοῦ ὀγδόου τοῦ αἲ. ἐξ ὧν συνάγεται, ὅτι, ξὰν ἀριθμὸς µερισθῇ 
'. ἀπωςδήποτε εἷς δύο µέρη. τὸ ἄθροισμα τῶν τετάρτων ὀδυνάµεων τῶν 
ὃ μερῶν εἶνε τοὐλάχιστον ᾖἴσον ποὸς τὸ ὄγδοον τῆς τετάρτης δυνάµεως: 
τοῦ ἀριθμοῦ. 
315ον) Εὐρεῖν δύο ἀριθμούς, γνωστῶν ὄντων τοῦ ἁθροίσματος αὖ- 
τῶν α, καὶ τοῦ ἁθροίσματος τῶν πέµπτων δυνάµεων αὐτῶν π. 
Αἱ ἐξισώσεις τοῦ προβλήματος εἶνε 


κ στα 
χὃ-ἱ-ψὺξγπ. (1) 
"να λύσωμεν αὐτάς, ὑφοῦμεν τὴν πρώτην εἰς τὸν χύβον, ὅτε εὑρίσκομεν 
χὸ -- ψὺ -- δχψίχ-Γψ)ζςαὔ' (2) 


Έσε τα τὴν αὐτὴν πρώτην ὑψοῦμεν εἰς τὴν πέµπτην δύναμιν (Ἠ- ὅπερ τὸ 
2τό, πολλαπλασιάζοµεν τὴν (2) ἐπὶ τὴν πρώτην τετραγωνισθεῖσαν), ὅτε 
δρΐ «πκομεν 

χὸ-Γψὸ-Γ ὄχψιχὸ-Ε φὸ)-ε 1Ο ψ(χ--ψ)ξ-αῦ. 

"Ελν δὲ εἰς τὴν ἐξίσωσιν ταύτην Αντικαταστήσωμεν τὸ ἄθροισμα 
ὁ -----ψὺ ὑπὸ τοῦ ἴσου του 3, τὸ δὲ ἄθροισμα χ'-ψὸ ἐκ τῆς ἐξισώσεως 
2) ὁπὸ τοῦ ἴσου του α)- «Ὀχφίχ-|-ψ) καὶ τέλος τὸ χ-ἰ-φ ὑπὸ τοῦ ἴσου 
Ὃν ας, εὑρίσκομεν τὴν ἐξίσωσιν 





π-- αὖ 
(κά) τα χιτ εα (8) 


1 ὃς εὐρίσκομεν, ὅτι τὸ χψ εἶνε ἴσον ποὸς τὸν ἕτερον τῶν ἀριθμῶν 


α” 4π-|- αὖ α” γα 4π -|- αὐ 
. ανα κ ο 0 
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Έστω α ὁ τὴν δοθεῖσαν γραμμὴν ΑΒ παριστῶν ἀριθμὸς καὶ χ ὁ πα- 
τῶν τὸ ἄγνωστον µέρος αὐτῆς ΑΜ, τὸ ὁποῖον θὰ εἶνε µέσην ἀνά- 
λογον' τότε τὸ λοιπὸν µέρος ΜΒ θὰ παριστᾶται ὑπὸ τοῦ ἀριθμοῦ αᾱ---χ. 
Θὰ εἶνε δὲ 

α.:γΞξχ:α--χ, ἦτοι τα---γ)αΞΞχ”. 
Πρέπει δὲ νὰ εἶνε καὶ χ θετικὸν καὶ µικρότερον τοῦ α. 
Λύοντες τὴν ἐξίσωσιν εὑρίσκομεν χ------- εν δ' ἐκ δὲ τού- 


-. -- ο α ι ἡ μσά - 
των τῶν τιμῶν µόνη ἡ πρώτη, ὁ -σ- ν΄ ὃ --- 1), πληοοὶ πάντας τοὺς 


ὕρους τοῦ προῤλήματος καὶ παχριστ2 τὸ μῆκος τοῦ ζητουμένου μέρους ΑΜ. 
Παρατήρησις. Τὸ πρόθλημα τοῦτο δύναται νὰ προταθῇ καὶ γενι- 
χώτερον ὡς ἑξῆς' 
Ἐτὶ εὐθείας ἀπεοάντου δίδανται δύο αγμεῖα Α καὶ Β, ὧν Ἡ ἀπόστασις 
μετρεῖται ὑπὸ τοῦ 4ριθμοῦ α΄ ζητεῖται δὲ νὰ εὑρεμῇ σημεῖον τῆς εὐθείας 


[ τοιοῦτον, ὥστε ἡ ἀπὸ τοῦ Α ἀπόστασις αὐτοῦ νὰ Εεἰνε µέση ἀνάλογος 


: φεταξὺ τῆς ἀποστάσεως αὐτοῦ ἀπὸ τοῦ Β καὶ τῆς ΑΒ. 





1 Α Μ 5 Μ 


Τὸ ζητούμενον σημεῖον Μ δύναται νὰ ὑποτεθῃ κείµενον, } μεταξὺ τοῦ 
Α χαὶ Β, ἢ ὄπισθεν τοῦ Α, ἡ πέραν τοῦ Β. Τὸ πρόβληµα ἄρα διαιρεῖται 


| εἰς τρία" καὶ αἱ τρεὶς αὐτοῦ περιπτώσεις δίδουσι τὰς ἐπομένας ἐξισώσεις' 


{ἵ παριστᾶ τὴν ἀπόστασιν ΑΙ). 


Ἡ πρώτη Υ Ξξα(α---χ) περιορ. 0«{χ«΄α. 
“Ἡ δευτέρα γ ξ-α(α--χ) περιορ. χ θετιχὸν. 
Ἡ τρίτη Υ ξ-α(χ---α) περιορ. χα. 


Αἱ δύο πρῶται περιπτώσεις δύνανται νὰ συμπεριληφθῶσιν εἰς µίαν, ἂν 
.. 4ριθμοὶ οἱ μετροῦντες τὰς ἀπὸ τοῦ Α ἀποστάσεις λαμβάνωνται θετικοὶ 
μὲν διὰ τὰ ἔωπροσθεν τοῦ Α σημεῖ«χ, ἀρνητικοὶ δὲ διὰ τὰ ὄπισθεν διότι 
τότε ἐν :ᾗ δευτέρχ ἐξισώσει πρέπει νὰ γραφῇ ἀντὶ τοῦ χ ὁ --- γ΄ τοῦτο 
δὶ τρέπει αὐτὴν εἰς τὴν πρώτην΄ ὥστε ἡ εὑρεθεῖσα ἀονητικὴ λύσις τῆς πρώ- 
τῆς ἐξισώσεως εἴνε θετικὴ λύσις τῆς δευτέρας, κχὶ ἑπομένως δίδει σημεῖόν 
τι ὄπισθεν τοῦ Α κείµενον καὶ πληροῦν τοὺς ὄρους τοῦ προῷ ἡλ να νς 

Ἡ τρίτη ἐζίσωσις οὐδεμίαν λύσιν πραγματικὴν ἔχει ὥστε οὐδὲν ση- 
Φεῖον τοιοῦτον ὑπάρχει πέραν τοῦ ΕΒ. 
19ον) ἀίδονται ἐπ εὐθείας τέσσαρα σημεῖα, τὰ 4, ΑΒ, ΙΟ, 4, καὶ ζή- 


(ΣΤΟΙΧ. ΑΛΓΕΒΡΑ) 12 





-- 111 --- 


Δυνατὸν δὲ δύο περιπτώσεις τοῦ προβλήματος νὰ ἀποχλείωσιν ἀλλή- 
Ἶκς τουτέστιν ἀληθευούσης τῆς ἑτέρας ἐξ αὐτῶν νὰ εἶνε ἡ ἑτέρα ἀδύνα- 
τος χαὶ τἀνάπαλιν, τὸ ἀδύνατον τῆς ἑτέρας νὰ δεικνύη τὴν ἀλήθειαν τῆς 
Όλη. 'Ελν, παραδείγματος χάριν, πρόκειται ἕν τινι προβλήµατι νὰ ὁρι- 
, δὴ ἐν ἐπιπέδῳ ἡ θέσις εὐθείας τινὸς ἀγνώστου πρὸς δοθεῖσαν εὐθεῖαν ἐν 
ΑΦ ἐπιπέδω κειµένην, δύνανται νὰ γίνωσι δύο ὑποθέσεις ἀποχλείουσαι 
ὤλβλας, ἢ ὅτι ἡ ζητουμένη εὐθεῖα τέμνει που τὴν δοθεῖσαν, ἡ ὅτι εἶνε 
φεράλληλοι φανερὸν δὲ εἶνε, ὅτι, ἂν ἡ ἐξίσωσις, τὴν ὁποίαν ἡ πρώτη 
ἠἀχόθισις παρέχει, ἀληθεύη, Ἠ δευτέρα ὑπόθεσις εἶνε ἀδύνατος ἂν δὲ ἡ 
"μεσα ἐξίσωσις εἶνε ἀδύνατος, ἡ δευτέρα ὑπόθεσις ἀληθεύει. 
[ 16ον) Εἰς δοθὲν ὀρθογώνιον τρίγωνον 4ΒΓ νὰ ἐγγραφῇ ὀρθογώνιον 
'ὦον περίµετρον ἴσην πρὸς τὸ ἄθροισμα τῶν καθέτων τοῦ τριγώνου 
:Ἀλυρῶν 48 καὶ 4’ καὶ µίαν τῶν κορυφῶν αὐτοῦ εἷς τὸ 4. 

Ἕχαστον σημεῖον τῆς ὑποτεινούσης 
«Β! εἷνε κορυφὴ ἐγγεγραμμένου ὀρθογω- 
' νου, ὅπερ εὑρίσχομεν ἄγοντες ἐξ αὐτοῦ κ τς 
| εὰ, καθέτους ἐπὶ τὰς πλευρᾶς ΑΒ καὶ ---. 

ΛΙ τῆς ὀρθῆς γωνίας Α’ διὰ τοῦτο ἀἁρ- . .... - : 





Γ 





μὴ νὰ εὕρωμεν ἐπὶ τῆς ὑποτεινούσης τὴν κορυφὴν τοῦ ζητουμένου ὀρθο- 
Ἰωνίου, 

Ἔστωσαν β καὶ Υ οἱ τὰς πλευρὰς ΑΓ χαὶ ΑΒ παριστῶντες ἀριθμοί, 
Γχ δὲ καὶ ψ οἱ παριστῶντες τὰς ἀποστάσεις τοῦ ζητουμένου σημείου Ἡ 
ἐχὺ τῶν πλευρῶν ΑΓ καὶ ΑΒ. 

Ἐν πρώτοις θὰ εἶνε 2χ--26--δ-Γγ. 

Ἐὰν δὲ ἀχθῇ ἡ ΑΔΙ, διαιρεῖ τὸ δοθὲν τρίγωνον εἰς δύο τρίγωνα, τὰ 
«ΑΜΒ χαὶ ΑΤΙ, ἐξ ὧν τὸ πρῶτον ἔχει βάσιν ΛΒ καὶ ὕψος ΜΠ, τὸ δὲ 
δεύτερον ἔχει βάσιν ΑΓ καὶ ὕψος ἨΚ. ᾿Εκφοάζοντες δέ, ὅτι τὰ ἐμβαδὰ 
αὐτῶν ἀποτελοῦσι τὸ ἐμβαδὸν τοῦ δοθέντος τριγώνου, εὑρίσχομεν τὴν 
ἔξίαωσιν 

ὄχ ΓΥΝΞΞΡΥ. (2) 
περιορ. ϱ«(χ««Υ κα Ο«-ψ«ῥ. 
Ἐκ τῶν ἐξισώσεων τούτων ὑποθέτοντες ϱ ἄνισον τῷ Υ, εὑρίσκομεν 
Ι . 
χο και νεο Β 
τοῦτ ἔστιν ἡ κορυφὴ τοῦ “ητουμένου ὀρθογωνίου κεῖται εἰς τὸ µέσον τῆς 


ὑχοτεινούσης, 
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εμαὶ τῶν χ καὶ ᾧ πλησιάζουσι νὰ γίνωσι 
νά ) ὕ--- . 

Ρ ΕΥ νΓΥ 

ι καὶ ἡ τομὴ πλησιάζει πρὸς τὸ σημεῖον, οὗ αἱ ἀποστάσεις ἀπὸ τῶν 








χ--- 


καὶ ΑΙ μετροῦνται ὑπὸ τῶν ἀριθμῶν τούτων. 

ὁ σημεῖον τοῦτο διαιρεὶ τὴν ὑποτείνουσαν εἰς δύο µέρη ἀνάλογα πρὸς 
ἅλλας πλευράς ὥστε δύναται καὶ γεωμετρικῶς νὰ εὑρεθῃ. 

δον) ᾿Εκ τοῦ στοµίου φρέατος ἀφέθη λίθος εἷς αὐτό. ἠκούσθη δὲ ὁ 
ιος τοῦ Λίθου (κτυπήσαντος τὸν πυθµένα) μετὰ παρέλευσιν ϐ ὅδευ- 
ον λεπτῶν ἀπὸ τῆς στιγμῆς τῆς πτώσεως. Ζητεῖαι τὸ βάθος τοῦ 
ατος. 

ἵνα λύσωμεν τὸ πρόβλημα τοῦτο, πρέπει νὰ ἔχωμεν ὑπ᾿ ὄψει τοὺς ἐπο- 


ο 


ους νόμους τῆς φυσικῆς. 
|) Ἐὰν σῶμα, ἀπό τινος ὕψους Αφεθέν, πίπτ τη ἐπὶ χ δεύτερα λεπτά, 
διανυσθὲν ὑπ αὐτοῦ Ὀνάστημα εἷνε 
. 3, ἔνθα Ξ-θ, 3083 µέτος' 
. ! 


Ν ἀέρος ἀντίστασις δὲν λχυβάνετα, ὑπὶ ὄνιν. 





 Ὁ ἡ ἦχος ς διχδίδετχι μεθ’ ὁμαλῆς κινήσεως διχνύων ἐν τῷ ἀέρι 940 


κου μέτοα καθ ἔχαστον δεύτερον λεπτόν. Τὸν ταχύτητα ταύτην τοῦ 


ῳ θὰ παραστήσωµεν γάριν αυντοµίας διὰ τοῦ τ. 

Έστω νῦν φ τὸ μάβος τοῦ φρέατος εἰς µέτρα Φανερὸν εἶνε, ὅτι ὁ µε- 
θὲς χρόνος ϐ συνίσταται ἐκ δύο μερῶν, ἐκ. τοῦ χρόνου τῆς πτώσεως 
'λΐδου µέχρι τοῦ πυθµένος καὶ ἐκ τοῦ γοόνου, ὃν ἐχρειάσθη ὁ ἦχος, 
φάση ἐκ τοῦ πυθµένος µέχρι τοῦ στοµίου. 

δαὶ ὁ μὲν χοόνος τῆς πτώσεω ς τοῦ λίθου έκ τοῦ ὕψους φ εὑρίσκεται 


ἃ τὰ ἀνωτέρω ἐν τοῦ τύπου 











φ--- 
, α 
“ ἵ 
ἑ χρόνος τῆς ἀνκβάσεως τοῦ Ἴχου, ἂν παρχαταθῇ διὰ γ΄ θὰ εἶνε 
φΞθτ.᾿ 
Ἡ φ εἶνε τὸ διχνυσθὲν ὑπ᾿ αὐτοῦ διάπτγαχ' ἐπομένως εἶνε 
.. 7 
4 μμ. 


Ἐκ τούτων ἔπεται ' ἐξίσωσις τοῦ προβλήματος 


) μυ ο 


τ / 





ο: --ᾱ-ν --- -ᾱ αν α--ᾱνν-ωπρήααν «« 4.0. κ. ο-μβιθιο ππιαθημα -ᾱ ο αι 


Ἡ ἐζίσωσις (1) ἀπαλλασσομένη τῆς τετραγ. ὀνζης (214) γίνεται 


» / Σ , σα ϱ 
ἐξ οὗ θλέπομεν, ὅτι ἔχει δύο ῥίνας ἀμφοτέρας θετικὰς (21 9). 


τ τ/τ 
εἶνε δὲ αὗται «---τ (ος---) στ ί--- {-20 ) 
γ Υ δΥ 


Ἡ μία ἐκ τῶν τιμῶν τοῦ φ εἶνε προφανῶς µεγαλγτέρα τοῦ τί 





ῳ 
[] 





µένως '«καθιστᾷ τὸ µεγαλήτερον τοῦ ϐ καὶ διὰ τοῦτο δὲν εἶνι 


τῆς ἐξισώσεως (1), ἀλλὰ τῆς συ υγοῦς αὐτῆς ἡ δὲ ἄλλη εἶνε µικ 
τοῦ τθ": διότι τὸ γινόμενον τῶν δύο όι- ῶν ῶ1η) εἰινε τθ. τθ: έπι 


δὲν δύνανται ἀμφότεραι νὰ εινε μεγα)λἵτεια. τοῦ τθ' ἡ δευτέρα 


-” ρ νὰ 0 4 ΓΙ τ 
λύσις εἴνε τῆς ἐζισώπεως (1) διότι δι αὐτὴν εἶνε τὸ θ-ο--.. -4' 
φ 


60 ῇ Η.χ. 
' 


ἐπομένως αὔτη λύει τὸ π 
19ον} ᾿Επὶ τῆς εὐθείας, τις διέρχεται διὰ δύο φωτειγνῶν σι 


4 καὶ ἙΒ εὑοεῖν σημεῖον ἐξ ἴσου φ.ὠτιςόμενο» ὑπ αὐτῶν. 


Α Β 

Ἵνα λύσωμεν τὸ πρόῥλημα τοῦτο, πρέπει νὰ ἔχωμεν ὑπ ὄψει τὸ 
µενον Φυσικὸν νόμων. 

Τὸ ποσὺν τοῦ φὠτός. ὅπεορ δέχεται ἔπιη άγειά τις, εἶνε ἀντιστ 
ἀνάλογον τοῦ τετραγώνου τῆς ἀποστάσεως αὐτῆς ἀπὸ τοῦ ρα 
σημείου. 

Κατὰ τὸν νόµον τοῦτον. ἂν παραπτύσωμἒν διὰ µ. τὸ ποσαὸν τς 
τός, ὅπερ δέχεται ἐπιφάνειά τις ἐκ φωτεινοῦ σημείου, ὅταν εὑοί 


εἰς ἁπόστασιν ἑνὸ καὶ διὰ ω τὸ ποσὸν τοῦ 


νὸ 
αν 
1} 
ο 
ας 
5 
δὲ» 
. 
ο 
ον» 
«| 
ο 
ο 


Ν ο Ὠ , . , . 
ὅπερ δέχεται ἡ χὐτῇ, ἐπιφάνεικ, ὅταν εὑρίσκητα: εἰς ἀπόστχσιν χμ 


ἵά ” . , 
Τὸ οητούμξνον σηεῖον Ἡἱ δύνατα. νὰ ὑποτερῇ κείμενον ἡ ὅπιαί 


ᾳ νὰ ’ - ο δα. 
Δ, Ἡ υεταὺ καὶ Β, Ἡ πέραν τοῦ Β. ᾿Εὰν δὲ παραστήσωµεν διὰ 
ω 


.- 
--- 
- 


ἀπόστασιν αὐτοῦ ἀπὸ τοῦ Α, καὶ διὰ τοῦ αἲ τὸ ποτὸν τοῦ φωτ 


δέχεται ἐκ τοῦ ὰ τὸ τὴν ἀπότταπιν 1 πα 4-. χὐτοῦ σημεῖ 
διὰ ῥ" τὸ δωοιον ποσὸν τοῦ φωτεινοῦ σημείου Ὦ, πεὸς δὲ τούτοι 


-- τὸ --- 


ὶν ἁπόστασιν ΛΒ, εὑρίσκομεν κατὰ τὰς τρεῖς εἰρημένας ὑποθέσεις, ἐξισοῦν- 
Ις τὰ ποσὰ τοῦ φωτός, τὰ ὁποῖα δέχεται τὸ ἐξ ἴσου φωτι-όμενον σημεῖον' 





1”) ο δν 20 
Υ" (ὁ --χ)” 
9 ϱ0 

ο” καὶ 8) ὃν --  - χ 50 
γ΄ (ὁ---χ 


ΛΙ ἐξισώσεις αὗται δύνανται νὰ συμπεοιληφθῶσιν εἰς μίαν, ἂν αἱ ἀπο- 
σεις τῶν ὄπισθεν τοῦ Α κειμένων σημείων παριστῶνται ὑπὸ ἀρνητικῶν 
θμῶν, διότι τότε ἐν τῇ πρώτγ πρέπει νὰ τεθῇ---χ ἀντὶ τοῦ χ' (διότι 
τῇ ἐξισώσει ἐκείνῃ τὸ χ σηµαίνει τὴν θετικλν ἀπόστασιν ΑΜ, αὕτη 
εἶνε νῦν --χ)' ἀλλὰ τότε τρέπεται ἡ πρώτη ἐξίπωσις εἰς τὴν δευτέ- 


-- Φ 


αν ἑπομένως ὡς ἐξίσωσις τοῦ προβλήματος δύναται νὰ ληφθῇ Ἡἡ ἑπομένη 
ντε (1) 

| Α (ὁ ---χ)' 

καὶ ἂν μὲν εἶνε «0, τὸ σημεῖον κεῖται ὄπισθὲν τοῦ Α' ἂν δὲ 0«{γ«5, 

μεταζὺ Α καὶ Β' ἂν δὲ 25, τὸ σημεῖον κεῖται πέραν τοῦ Β. 





“ 


᾿Ἡ έξισωσις {1} δύναται νὰ λυθῇ καὶ κατὰ τὸν συνήθη τρόπον’ ἐπειδὴ 
ἔκως ἀμφότερα τὰ μέλη αὐτῆς εἶνε τέλεια τετράγωνα, ἐζάνομεν τὴν τε- 


εραΓωνικὴν ῥίταν αὐτῶν καὶ οὕτως εὑρίσκομεν τὰς ποὸς αὐτὴν ἰσοδυνά- 


κους δύο ἐξισώσεις 








α ρ . χ (ώ 
! πο σπα ι( σσ ----- : 
χ ὃ---7 γ ὃ--τχ 
ξ ὧν εὐχολώτατα Ἀχμάνομεν τὸς λύσεις , 
. α . 
χΞξξδ.---ι γ χΞ-δ. - 
αν α-- 


Δεκεωεύνησιες. Ἡ πρώτη τῶν λύσεων τούτων εἲνε πάντοτε θετικῇ 


εὶ µικροτέρα τοῦ ὃ; διότι τὸ κλάσμα, ἐφ ὃ ὁ ὃ πολλαπλασιάζεται, εἶνε 

κοότερον τῆς : μονάδος ἐπομένως ὑπάρχει πάντοτε μεταξὺ τῶν φωτει- 
ὃν σημείων Α καὶ Ὦ συμµεῖόν τι - ἴτου φωτισόμενον ὑπ αὐτὼν' τὸ 
ἱμεῖον τοῦτο εἷνε τὸ μέσον τῆς ΑΒ, ἂν τὰ ρῶτα εἶνε ἴσα τὶν δύνα- 
ν, Ἔτοι ἂν εἶνε αξ- εἰ δὲ αγ. εἶνε πλησιέστερον ποὸς τὸ ἀπθενέ- 
προν καὶ τῷ ὄντι ἂν ενε αδῤ. Εἶνε καὶ δαρα--. καὶ διὰ 
Ότο τὸ χλάσμα, ἐν ὃ Ἑλλαπλασάνεται ὁ ὃ, εἶνε μεγαλήτερον τοῦ 
8 ἦτοι τοῦ ... ὥττε : 
αι 3 


ἂν δὲ εἰνε α«-ά, ϐὰ εἰνε ακοὶ 
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2α«΄α-|-β' καὶ τὸ αὐτὸ χλάσμα θὰ εἶνε µικρότερον τοῦ .. ὥστε 


2 
















θὰ εἶνε χ «-ᾱ-ᾱ 


Ἡ δευτέρα λύσις ὑπάοχει, µόνον ὅταν τὰ φῶτα εινε ἄνισα τὴν ὁὐ 
μιν' (διότι, ἂν ὑποτεθῇ α---δ, ἡ ἐξίσωσις, ἐξ ἧς ἐλήφθη, γίνεται αἲ 
καὶ ὁ ἄγνωστος δὲν ὁρί ίζεται). Καὶ ὃν μὲν ὑποτεθῃῇ βλῥα, ἡ λύσις 
ἀρνητική, ἦτοι ὑπάρχει σημεῖον ἐξ ἴσου φωτικόμενον ὄπισθεν τοῦ Α' 
δὲ ὑποτεθῃ α”»β, ἡ λύσις εἶνε θετικὴ καὶ µεγαλητέρα τοῦ ὃ- διότι 
κλάσμα, ἐφ ὃ ὁ ὃ πολλαπλασιάζεται, ὑπερβαίνει τὴν µονάδα" έπο 
ὑπάρχει τότε σημεῖον ἐξ ἴσου φωτιζόμενον πέραν τοῦ Β: ὥστε ἐν 
όλῳ ὑπάρχει (πλὴν τοῦ μεταξὺ τῶν δύο φώτων κειμένου σημείου) 
δεύτερον σημεῖον ἐξ ἴσου φωτιζόμενον' κεῖται δὲ καὶ τοῦτο πρὸς τὸ 
ρος τοῦ ἀσθενεστέρου φωτύός. 

Ἐλν τὰ φῶτα, ἄνισα ὄντα τὴν δύναμιν, τείνωσι νὰ χκχταστῶσιν 
ἡ δευτέρα λύσις δίδε. τιμὴν τοῦ γ ἐπὶ μᾶλλον καὶ μᾶλλον αὐξανομένῃ' 
χαὶ δυναμένην νὰ ὑτς περρῇῃ πάντα δοθέ,τα ἀοιθυ.όν, τοῦτ) ἔστι τὸ σημεῖος 
τὸ ἐΖ ἴσου φωτιζόμενον, τὸ ἐκτὸς τῆς ΑΒ ὑπάρχον, ἀπομακρύνεται ἐκ) 
μαλλον καὶ μᾶλλον ἀπὸ τῶν φωτεινῶν σηυείων καὶ ἡ ἀἁπόστασις αὐτοῦ 

ἀπὸ τούτων δύναται νὰ ὑπερρῃῇ πᾶσαν δυθεῖπαν ἀπόστασιν' ἀπέχει δὲ 
ἀπ᾿ αὐτῶν τόσω περισσότεσον, ὅσω ὁλι;ώτερον διαφέρουσι τὰ φῶτα ἀπ 
ἀλλήλων. 

Ἐλν τὸ ἕτερον τῶν φώτων, ἕστω τὸ Β, γίνηται ἐπὶ μᾶλλον καὶ μᾶλ- 
λον ἀπθενέστερον, ἀμφότερα τὰ ἐξ ἴσου φωτι-όμενα σημεῖα πλησιάζου. 
σιν ἐπὶ μᾶλλον κχὶ μᾶλλον πρὸς τὸ σηµεῖον τοῦτο Ὦ. «Ἀιότ., ὅσῳ μικρό 
τερον Ὑγίνετα, τὸ ᾖῥ, τόσω πλησιάτουσιν αἱ τιααὶ τοῦ χ ἀμφότεραι πρὸς 

Προθλύμχτα πρὸς γσχησεν. 


/ 


1) Τις ἀοιθυὸς πρέπει νὰ ἀφαιοεθῇ ἀπὸ δύο δοθέντων α καὶ β, ἵ 


τὰ τετ .. χὐτῶν Ὑἴνωσιν ἵσχ: 


(Απ. ὁ --- (α-τ-β) ἀλλ᾽ ἐὰν εἶνε αξ-ῤ, πᾶς ἀριθμὸς ποιεῖ τὸ προ. 
τεινόμενου]. 


2) Δοθέντων δύ0 ῥοθογωνίων «Ἠητεῖται νὰ ἐλαττωθῶσιν αἱ πλευραὶ αὖ- 


ν πᾶσαιὶ γραµμήν, ὥστε νὰ γίνωσιν ἴσα τὴν. 


-- 171 --- 


( ΕΠὰν τὰ ὀρθογώνια εἶνε ἰσοπεοίμετοα ἀλλ᾽ ἄνισα, τὸ προτεινόμενον 
νε ἀδύνατον ἐὰν δὲ εἶνε ἴσα, ἀόριστον ). 

Ὁ) Δοθέντων δύο τριγώνων, ζητεῖται νὰ ἐλαττωθῶσιν αἱ τρεῖς πλευ- 
εἰ τοῦ πρώτου Χχτά τινα Ἱραμαὴν καὶ αἱ τοῦ δευτέρου κατ ἄλλην, 
Ίστε νὰ γίνωσιν ὅμοια. 

Τὸ πρόβλημα εἶνε ἡ ἀδύνατον ἡ ἀόριστον. 

4) Δοθέντος ὀρθογωνίου νὰ ἐλαττωθῶσιν αἱ πλευραὶ κατά.τινα γραμ- 
αν, ὥστε τὸ ἐμβχδόν του νὰ γίνη τὸ ἦμισυ ἢ πρότερον. 

Γ (Απ. Ἐν αἱ πλευραὶ τοῦ ὀρθογωνίου ἔχωσι µήκη α, β, τὸ μῆκος τῆς 
α--β---ν ΤΡ) 
η 


Ὁ) Κλάσµατος ὑφοῦνται ἀμφότεροι οἱ ὅροι εἰς τὸ τετοάγωνον καὶ προ- 


ραμμῆς, καθ Ὃν πρέπει νὰ ἐλαττωθῶσιν, εἶνε χ--- 


ὔὖπτει νέον χλἆσμα' ζητεῖται, τίς ἀριθμὸς πρέπει νὰ προστεθῇ εἰς ἑκάτε- 
ον τῶν ὅρων τοῦ νέου κλάσματος, ἵνα Υινη ἴσον τῷ 4οχικῷ. 

ϐ) Εὐρεῖν ἀοιθιόν, ὅστις ἑλαττούμενος κατὰ τὴν τετραγωνιχὴν ῥίζαν 
ιὐτοῦ, γίνεται ἴσος τῷ 406. (Απ. 1444). 

τ) 520 δοαχμαὶ διενεμήθησαν εἴς τινας ἀνθοώπους ἂν οἱ ἄνθρωποι 
ἴσαν χατὰ ἕνα ὁλιγώτεροι, θὰ ἐλάμβανεν ἔχαστος 10 δραχμὰς περισ- 
Ροτέρας' πόσοι Ἴσαν οἱ ἄνθρωποι ; (Απ. 19). 

ϐ) "Επληοώθησαν 96 δραχμικαὶ εἰς 14 ἐογάτας, ἄνλοας καὶ γυναῖκας 
ἴλαβε δὲ ἕκαστος ἀνὶο τόσας δρχγμάς, ὅσα. σαν αἱ γωναῖκες, κχὶ ἑκάστη 
(υνῆ τόσας δραχµάς, ὅσοι ἦσαν οἱ ἄνδρες' πόσοι ἦσαν οἱ ἄνδρες καὶ πόσαι 
ἰ (υναῖκες; (Απ. 6 καὶ 8). 

9) Εὐρεῖν τοὺς τέσσχρας ὄρους ἀναλογίας Ὑνωστοῦ ὄντος, ὅτι ὁ λόγος 
εὐοτῆς εἶνε 2, τὸ ἄθροισμα τῶν ἡγουμένων 20 καὶ τὸ ἄθροισμα τῶν τε- 
τραγώνων τῶν τεσσάρων ὄρων 200. 

10) Δύο εργάται ὁμοῦ ἐργαζόμενοι ἐκτελοῦσιν ἔργον τι εἰς α ὥρας' 
ἓν ὅμως ἑκάτερος ἐζετέλει διαδοχικῶς τὸ ἥμισυ τοῦ ἔργου, θὰ ἐχρειάζοντο 
ὃ ὥραι πρὸς ἀποπεράτωσιν αὐτοῦ. Ζητεῖται, εἰς πόσας ὥρας ἕκαστος 
ἤθελεν ἐκτελέσει μόνος τὸ έργον. 

11) Εὐρεῖν δύο ἀριθμούς, γνωστῶν ὄντων τοῦ ἀθροίσματος αὐτῶν καὶ 
ες διαφορᾶς τῶν τετραγώνων αὐτῶν. 

12) Εὐρεῖν δύο αριθμοὺς ἔγοντας ἄθροισμα 139, τὸ δὲ τετράγωνον τοῦ 
ενὸς νὰ διαφέρῃ τοῦ διπλασίου τετραγώνου τοῦ ἄλλου κατὰ µίαν µονάδα. 

(Απ. Ἔὰν τὸ διπλάσιον τοῦ τετραγώνου εἶνε µεγαλήτερον, ἡ λύσις 


εινε ὦ καὶ { ἵ τ Ἡ- --29 καὶ 41" ἐὰν δὲ μ.κρότερον, ἡ λύσις εἲνε --ιδ-εν28ῖ 
καὶ θ4-τν 28 1). 
19) Γὐρεῖν ἀριθιόν, ὅστις εἴτε διὰ τ, εἴτε διὰ Ὁ δικιρεθῃ, νὰ ἀφίνῃ 
ὑπόλοιπον ὃ, τὰ δὲ πηλίχκ πολλαπ ἕλασιαζόμενα νὰ δίδωσι τὸν ἀριθμὸν 289. 
14) Τίς ἀριθμὸς ἀφαιρούμενος ἀπ ἀμφοτέρων τῶν παραγόντων γινο- 
µένου δὲν βλάπτει αὐτό; καὶ τίς ἐν γινομένῳ τριῶν παραγόντων ἔχει τὴν 


κ... - 


αὐτὴν ἰδιότητα: 
19) Λῦὂσαι τὸ σύστηµα 


Υ-Γ9) υ)-Εψς-α | 
(χ--φ) (ο Ξξύ Ν 
10) Νὰ λνθῃ ἡ ἐξίσωσις 
ΥΓ ν} .-- 
χΕν7 
1Τ) Πότε αὶ τιμὴ τοῦ κλάσ (αμα 
ΗΧΤ 
ΑΥΤ ΒΧ ΓΕ 


διὰ πάσας τὰς τιμὰς τοῦ Υ: 


( π. Ὅταν εἰνε πεπτ) 


εινε ἡ αὐτῖ 
Α 9) ι 

18). Σφαῖρα κοίλη ἐκ χυτοῦ σιδήρο», ἔχει βάρος α γιλιογράμμων' τε- 
θεῖσα δὲ ἐν τῷ ὅὕδατι ἐπιπλέει µένοντος τοῦ ἡμίσεως αὐτῆς ἐκτὸς τοῦ 
ὕδατος νὰ εὑρεθῇῃ ἡ ἀχτὶς καὶ τὸ πάχος αὐτῆς. 

19) ᾽ΔΑμαξοστοιχία τις ἀπεμακρύνετο ἀπό τινος φρουοίου κατ εὐθεῖαν 
γραμωὴν μὲ ταχύτητα 4ὅ σταδίων καθ ὥραν, ὅτε οἱ ἐν αὐτῇ εὐρισκό- 
µενοι εἶδον τὴν λάμ.νιν ἐκπυρσοκροτήσεως καὶ υετὰ 15΄ Ίκουσχν τὸν κρό- 
τον αὐτῆς. []όσον ἀπεῖχον ἀπὸ τοῦ φρουρίου τὴν στιγαήν, καθ ἣν εἴδον 


τὴν λάμύιν: ( 5. 4012 --- μέτρα ) 


20) Οἱ ἐν τῇ αὐτῇ ἁμαζοστοιχίχ εὑρισκόμενοι ἤκουσαν δύο Χανονιοβο- 


λισμοὺς ἐκ τοῦ φρουρίου τὸν ἓνκ ὅ ποῶτα λεπτὰ μετὰ τὸν άλλον. “Ἡ 


ταχύτης τῆς ἁμαζοστοιχίας ἦτο 16) σταδικ καθ ὥραν. {ητεῖται ὁ µε- 


ὺ τῶν δύο ἐκπυρσοκροτήτέων υεσολα-ήσας γοόνος. 


(Ἂπ 4’. 40 5 





4 


Τέλος παρχθέτομεν καὶ τὸ ἑπόμενον πρός 


- Ὡ , 
λγωκ ἐκ τῆς ἀπροσδιοοίστου 


ἀναλύσεως τοῦ Δευτέρου βαθμοῦ. 


λα Γν - τα 


-- 119 --- 


21) Βὐρεῖν τὰς ἀκερχίας λήσεις τῆς ἐξισώσεως 
χ΄ ἠ-ν Ξξω”. (1) 

᾿Βὰν οἱ ἀκέραιοι ἀριθμοί, οἱ λύσιν τινὰ τῆς ἐξισώσεως ταύτης ἀποτε. 
λοῦντες, ἔχωσι κοινόν τινα διαιρέτην ὃ, καὶ τὰ πηλίκα αὐτῶν διαιρουµένων 
διὰ δ, ἐπαληθεύουσι τὴν αὐτὴν ἐξίσωσιν' ἀρχεῖ λοιπὸν νὰ εὑρεθῶσιν αἱ 
ἀκέραιαι λύσεις, ὧν οἱ ἀριθμοι εἶνε πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. 

᾿Εὰν τρεῖς ἀοιθμοὶ χ, Ψ, ω, πρῶτοι ὄντες ποὸς ἀλλήλους, ἐπαληθεύωσι 
τὴν ἐζίσωσιν, εἷς ἐκ τῶν χ καὶ ὁ εἶνε ἄρτιος, οἱ δὲ δύο ἄλλοι εἶνε πε- 
ριττοὶ (ὅτι χαὶ οἱ τρεῖς δὲν δύνανται νὰ εἶνε περιττοί, εἶνε φανερόν)’ διότι, 
ἄν ἦταν δύο ἄρτιοι καὶ τὸ τετράγωνον τοῦ τρίτου θὰ ἦτο ἄρτιον' ἄρα χαὶ 
ὁ τρίτος ἄρτιος χαὶ θὰ εἶχον οἱ τρεῖς κοινὸν διαιρέτην τὸν 2’ ἀλλό ω 
πρέπει νὰ εἶνε περιττός' διότι ἂν ἦτο ἄρτιος, τὸ τετράγωνον αὐτοῦ ω', 
ὃ Υ”--ψ', θὰ διηρεῖτο διὰ 4’ τὸ ἄθροισμα ὅμως χ-|-ψ", τῶν τετραγώνων 
δύο περιττῶν ἀριθμῶν χ καὶ ᾧ διαιρεῖται µόνον διὰ 3 καὶ οὐχὶ διὰ 
4’ διότι ἂν ὁ εἷς εἶνε Όμ.--]1 καὶ ὁ ἄλλος Όν-ἰ-1, τὸ ἄθροισμα τῶν 
τετραγώνων αὐτῶν εἶνε 

4μ Εν --μ-εν-.: 


ὥστε ὁ ω εἶνε περιττός. 


Ἔστω ἄρτιος ὁ γ' καὶ ἂς τεθῇ Υ--2χ’. τότε ἡ ἐξίσωσις Ὑίνεται 
4γ ὃς ωῖ---ψ'. 
τ9 1 1 ] Π 9 
ἃ κ το (ωΓΦ)- ο (ω---ὐ) (2) 





Οἱ δύο ἀκέρχιοι (ω-|- ψ) καὶ -ρ- (ω---ύ) δὲν δύνανται νὰ 


έχωσι κοινὸν διαιρέτην' διότι ἂν ἀριθμός τις πρῶτος διῄρει αὐτούς, θὰ 
διηρει καὶ τὸ ἄθροισμα αὐτῶν ω καὶ τὴν διαφορὰν αὐτῶν ᾧ χαὶ τὸ 
γινόµενον αὐτῶν γ΄’ ἑπομένως καχὶ αὐτὸν τὸν χ”' ὥστε θὰ εἶχον οἱ τρεῖς 
γ, Ψ, ω κοινὸν διαιρέτην' ὅπερ ἐναντίον τῆς ὑποθέσεως. 

Ἐπειδ) δὲ τὸ Ὑινόμενον δύο ἀριθμῶν πρώτων πρὸς ἀλλήλους τότε 
µόνον εἶνε τετοάγωνον, ὅταν ἑκάτερος αὐτῶν εἶνε τετράγωνος, ἔπεται, 


ὅτι πρέπει νὰ ε;νε 





1 . ... ὀ 
-- (ω--ἡξα" καὶ (ω---ψ)ΞΞβ". 
ο. 5 

Ἔὰν δὲ αἱ τιμαὶ αὗται τεθῶσιν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (2), προκύπτει 
’ π ο ο , 3 
Γτ--αρ' ὅθεν ἔπεται, ὅτι πᾶσαι αἱ ζητούμεναι λύσεις περιέχονται εἰς 
τοὺς τύπους 


Ὥ  ολλοκ- κχί ππον Ἱντδιι τις 5 ὃ { Ὦ ες Τέεπα Ὁ τὸ τῶν 


πλσπιων ὦ . η Ἱπ--- εκ. τσ εξ αωτην ἕσττετς. ᾱ- ἕςες 


5 πο ἔξτακσν ἔτι δσντες ἁτθω Ὁ - ν εεττ τὰς 
- ή - - ν . - - -5 ᾳ 
κα . ”- } ο ο. παωοόφω πε. ”. θα .ὰ ..ᾱ 1) ” ---.. ' κο μμ οἱ . τι «απ ατα. -ς 


πσαεσνν "σαμεξ-- νο “οσοι” κ. 
ἄ δις τεστ τς οσο σος πτισοσης. ὃς τὸ πο. ντ τας τ. ὁ α5τ03 


ανως τν ὠσσιο νι. πα ἆπτεσης 


ΒΙΒΛΙΟΝ Δ. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α’. 
ΠΕΡΙ ΠΡΟΟΛΟΝ 
Α΄) ΠΡΟΟΔΟΙ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑΙ 
216. Σειρὰ ἀριθμῶν, ὧν ἕκαστος Ὑίνεται ἐκ τοῦ προηγουμένου τῇ 
προσθήκη ἑνὸς καὶ τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ, λέγεται, ὅτι ἀποτελεῖ πρόοδον 
ἀριθμητικὴν ἢ κατὰ διαφοράν' τοιοῦτοι εἶνε οἱ ἀριθμοὶ 
| ὃ, Ἱ, 9, 11, ἵδ, 15,.. 
ὧν ἔκαστος γίνεται ἐκ τοῦ προηγουμένου τῇ προσθήκη τοῦ ἀριθμοῦ ο. 
Τοιοῦτοι καὶ οἱ ἀριθμοὶ 
19, 16, 195, 10, ᾖτ.. 
ὧν ἕχαστος γίνεται ἐκ τοῦ προηγουμένου τῇ προσθήκη τοῦ ἀριθμοῦ ----ᾱ. 
Οἱ πρόοδον ἀποτελοῦντες ἀριθμοὶ λέγοντοι ὅροι τῆς προόδου, ὁ δὲ 
ἀριθµός, ὅστις προστιθέµενος εἰς ἕκαστον παράγει τὸν ἑπόμενον, λέγεται 
λόγος τῆς προόδου. 
“ πρόοδος λέγεται αὔξουσα, ἐὰν οἱ ὅροι αὐτῆς προβαίνωσιν αὐζανόμε- 
νοι συμβαίνει δὲ τοῦτο, ὅταν ὁ λόγος αὐτῆς εἶνε θετικὸς ἀριθμός' τοιχύτη 
ἡ πρόοδος ὃ, 1, 11, 15,.. Φθίνουσα δὲ λέγεται ἡ πρόοδος, ἐὰν οἱ ὅροι 
αὐτῆς προβαίνωσιν ἑλαττούμενοι’ συμβαίνει δὲ τοῦτο, ὅταν ὁ λόγος εἷνε 
ἀρνητικὸς ἀριθµός τοιαύτη ἡ πρόοδος 21, 16, 11, ϐ6,... 
Εῦρεσις τοῦ ὅὄρου τοῦ κατέχοντος ὡὠριαμένην τάξεν 
ἐν τῇ προόδῳ- 

211. ᾿Εν πάσῃ ἀριθμητικῇ προόδῳ ἕκαστος ὄρος ἰσοῦται τῷ πρώ- 
τῳ αὐξηθέντι κατὰ τὸ γινόμενον τοῦ λόγου ἐπὶ τὸν ἀριθμὸν» τῶν προη- 
γουµένων αὑτοῦ δρω». 

Διότι, ἂν παρασταθῃ διὰ τοῦ α ὁ πρῶτος ὄρος καὶ διὰ τοῦ τὁ νὸς, 
διὰ δὲ τοῦ ω ὁ λόγος, θὰ εἶνε 


πρῶτος ὄρος α 
δεύτερος α--ω 

τρίτος α-|- ζω 
τέταρτος α-ἷ- ὃω 


χαὶ οὕτω χκαθεζῖς. 


- 
- - -- - υ. 
- 5 «ο --ἲ .. ο άρος Φα -- ο ἷὲ. - 
5 μα κι. -ᾱ ω. --- ὁ 
μ 4 α --. - -. ο ο» - 
«ϐ σπαπας -- '  οα- -- --. -- Ὅμ--- Ρ : -. 5 --- --- --- ο 
μονές ή -κ-ά ᾷϱ4-« -αοαο --- πα μέ αν. ο δα ἔο---- αἵα-- - «π- -α 
Ἁ ᾳ. - ορ 
α-- ες Ὁ πι πω Ὁδ- 


5 Ένα τι στ στ. τ- «των “τω. 
τν ε.- -ᾱ-. ππος --- -ἶ- 


Ἔτππις στο σντα- στι 3 ἳ ἅσι. ἵα σε πι τὰ 


Σα ο ο τσι το 
"Δδωυσταχ οῶν ὦσων πο γακς- πἲς πολ. 


ο. 5 ππ "χι τσ λοωείο, πι; σρεισως ον σος ὃς 
πε ππον στ, την Έτ Έστε ως πο Πορομτασ πον τετρ 


τας Έτη ὥρσ. Ἱ. Στις. 


. 5 - .  τὉ - 
ὶ 1 . - -”- . -- 
αχσιἆμπτ ασε “παω ἕττω Ἔ Ἱχιος τς Ἕτπαϊπ. σα στ τις 


φυ ν λ 
ο τν τς ἃχ'. σ. χο. .. ω. Ξ - 


- - ὑν 
σενα σι χ.ο ηλ ποπ --- ---- ος 
δν - 
στ, Φ --- πο ο -----' --- ς, 


ΙΣ τ.ε ΔΣ ------- σσ αππσ 
σσ τις ἵ---------- --- ---- τι: 
πα” -. σ.-ι. σι «τα, «σσ στι 
ορ. ως. τπτ. 
πα --χ --- - --- - -- -- --- -- πι ο σποτ - Ὅ-ς 


- 135 --- 






χαὶ ἐπειδὴ κατὰ τὴν προηγουμένως ἀποδειγθεῖσαν ἰλιότητα τὰ ἐντὸς τῶν 
περινθέτεων ἀθροίσματα εἶνε πάντα ἴσα ἀλλήλοις, εἶνε δὲ τὸ πλῆθος τῶν 
ἀθρριανάτων τούτων ν (ὅσον καὶ τὸ πλῆθος τῶν ὅρων τῆς προόδου), 


ἔπιτχι 


2ἰζ--ί(α -ἷ- τν 
ἔ οὗ καὶ κ. ο τ (2) 


- 


τοῦτ' ἔστι 

1ὸ ἄθροισμα τῶν ὅρων πάσης ἀριθμητικῆς προόδου εὑρίσκεται, ξὰν' 
πολλαπλασιασθῇ ὁ τὸ πλῆθος αὐτῶν ἐκφράζων ἀριθμὸς ἐπὶ τὸ ἡμιάθοοι-- 
σμα τῶν ἄκρων ὅοων». 

'Εὰν π. χ. ζητῆται τὸ ἄθροισμα πάντων τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν ἀπὸ 
ποῦ 1 µέχρι τοῦ 1000, θὰ εἶναι ν--1000, α---Ι καὶ τ--1000, ἄρα 
κ--1001Ι.600-- 500500. 

219. Δυνατὸν νὰ δοθῶσιν, ὁ πρῶτος ὄρος τῆς προόδου καὶ ὁ λόγος 
αὐτῆς χαὶ τὸ πλῆθος τῶν ὄρων, νὰ ζητῆται δὲ τὸ ἄθροισμαχ τῶν ὄρων” 
τότε εὑρίσκομεν κατὰ πρῶτον τὸν τελευταῖον ὅρον ἐκ τοῦ τύπου (1) καὶ. 
ἔχειτα ἐφαρμόζομ:ν τὸν τύπον (2. 
| ΣΗΝ. Οἱ πέντε ἀριθμοὶ α, τ, ν, ω καὶ Κ., οἵτινες θεωροῦνται ἐν πάση 
΄ ἐριθμητωαῇ προόδῳ, συνδέονται πρὸς ἀλλήλους διὰ τῶν δύο ἐξισώσεων 

ττ-α ----(ν---Ί)ω, κ-- 

"Ἐκ τούτου βλέπομεν, ὅτι, δοθέντων τῶν τροιῶν ἐξ αὐτῶν, οἱ λοιποὶ. 
δώ. πρέπει νὰ προσδιορίζωνται ἐκ τῶν δύο ἐξισώσεων, ἐν αἷς περιέχον- 
ξωςκ ὡς ἄγνωστοι. 

"Επειδὴ δὲ ἐκ πέντε πραγμάτων δυνάµεθα νὰ λάῤωμεν τὰ δύο κατὰ 
Ἐξτεα διαφόρους τρόπους, ἔπεται, ὅτι δύνανται νὰ προταθῶσιν ἐπὶ τῶν 
Ευ τθμῶν τούτων δέκα διάφορα προβλήματα. 

Προθλήματα πρὸς ἄσκησιν. 
1) Εὐρεῖν τὸ άθροισμα πάντων τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν ἀπὸ τοῦ ] µέχρι 


«λὸ ν . (Απ π} 
2 
9) Εὐρεῖν τὸ ἄθροισμα τῶν ν πρώτων περιττῶν ἀριθμῶν ἀπὸ τοῦ 1 
ξεεὶ ἐφεζῆς. (Απ. ν’). 


ὃ) Εὐρεῖν τὸ ἄθροισμα τῶν τετρχγώνων τῶν ἀχεραίων ἀριθμῶν ἀπὸ 


Χδες µονάδος µέχρι τοῦ ν. 
Ἐλν εἰς τὴν ταὐτότητα (α--1)5---αὖ δα” -ἰ-δα--ἶ 


τες κατὰ σε:-ᾶν αᾱξ]. ὃ, ὃ,...... καὶ σοτοστειῶτ. αατά αξιν αχ 
Χότοτορσας "τόσττες, ε- σαξετα: Ὁ Ἱσόττς 
(ν--ἶ ---- 1" ---ὂ' "ιδ --υ-. ---ι---ὂ ἰ --Ὁ--ὃ-.. --ᾱ - 








καὶ ἐτειλὶ εἶνε ο. ----- 
{ εεεηεῖτα "τότης στα. 
[κ--1 ----Ι ---ᾱ 1-93. 81 νι ο νε Τι ν 
. 


Φ 
ο. Ὁ -- . . -ο κι 








ἑ- ὃς 5.1 --Θτ---.. -νις .---ἶ -- 


- νυν ---ᾗι. δν 


χα. Ἱ--- ο --ᾱ- ---.. ο  -υ ἵ-υ--- 


{ Απο σολεῖΣ - δτι ενξ 


το δ) δἱ-ἳ 4: -ι. νι] --- αι. --ν 


ὃ ΘὈέλων τις νὰ ἀνοτοση οξξας. σονξοόνας «ξτά τῶν ἐτά 
ἔστς 4 την πεώττ» μεν τοο 2400,ς νὰ λγτώσν Ὁ αγ 


κά λή 


ἐν 


τιν λε,τέ-αν 1, λα τὸν τειττν 19 και οτω ἆαοεςος ὃ- ἐ 
ἑπομέντν ο. ταν ὃ ὀταγαὰς τεζιστότετον. Τὸ ὀλω: εὐτετ εἰς 47. 
α-. ῶν. Πότουν 44 πλτεώστ: ἸΑτ. πὸς 
βι δὖ. 12 ήοματωκῶν πτωῤλων 2ο λειτῶν. εὐζεῖν τοὺς Ἁτνιὺς αοτῶν 3 
"Ας ὑποβέσωμεν, ὅτι ἐλάμταα» αἱ ἔτὃς πόλος 
10 195 1ος λδνος 3 
ἃ {5 99... λό--ις ἤ 
Ὁ τῶν ὅσος τῆς πρώτης ὁ έχων τὸν τά τες {ἱ. -ὃτ- 
ὁ ὃὲ τχγῶὼν ὅξος τῆς δε,τέ-ας, ὁ ἔχων τὸν τάξιν '.. 13 Στο 





. . ιπ Νν 
.”... 5. ἄχεαο. τ χαχα. Ὁ,  λξνστχ. 3: 


. 
σ - - ο ο . 
Η ἑζιτο -.ς αὐτη {:ξ. ἀχκξ-α-ας κα, σξις ἀτξσ.ις το τσ τας 5) ὶ 
διὰ υτα:. ὃξ αὖτα. ὑπὸ τῶν έτες στων 


1) 
ο----- υτὅλ 
ἐξ ὧν εὐτίτκυαεν Ὀτολέτοντες ως. 5. ὃ.. 
ᾱ----ᾱ 9, 19. 9η. δο 4 
(το. ». ω, 13. τῷ ὃ Ἄννος 


Εν το ρτων σετ κ5ν. ὃτ. 64 εἶνε ἴτοι 5 ὃ  Στος τος ᾱ αχ. ὁ ὃν τῇ 
19 τῆς α΄ κα. ὁ Οἱ τῆς στ, 23 ρ . .- 
καλες ἒς. 
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8’) ΠΡΟΟΔΟΙ ΓΕΩΝΜΕΤΡΙΚΑΙ 
320, Σειρὰ ἀριθμῶν, ὧν ἕκαστος Ὑίνεται ἐκ τοῦ προηγουμένου πολ- 
Ἱεχλασικαθέντος ἐπὶ ἕνα καὶ τὸν αὐτὸν ἀριθμόν, λέγεται, ὅτι ἀποτελεῖ 
πὐιόον εωμετρικὴν ἢ κατὰ πηλίκον' τοιοῦτοι εἶνε οἱ ἀριθμοὶ 
» 4 ὃ 16 οὃδὸ ϐ64.. 
ὧν ἔκαστος γίνεται ἐκ τοῦ προηγουμένου του πολλαπλασιασθέντος ἐπὶ τὸν 


Μῤμὸν 2. 


Τοιοῦτοι καὶ οἱ ἀριθμοί 
1 1 ἱ ἱ 1 


4 ἃ 16 ὃδ 
ὃν ἔκαστος γίνεται ἐκ τοῦ προηγουμένου πολλαπλασιασθέντος ἐπὶ τὸν 


ου/ 





Οἱ πρόοδον ἀποτελοῦντες ἀριθμοὶ λέγονται ὅροι τῆς ποοόδου, ὁ δὲ 
ἀμθμός, ὅστις πολλαπλασιάζων ἕκαχστον ὅρον παράγει τὸν ἑπόμενον, λέ- 
Ίεαι λόγος τῆς προόδου. 

Ἡ πρόοδος εἶνε αὔξουσα, ἐλν οἱ ὅροι αὐτῆς προθαίνωσιν αὐξχνόμενοι, 
ἆπρ συμβαίνει, ὅταν ὁ λόγος ὑπερβαίνῃη τὴν µονάδα φθίνουσα δέ, ἐὰν 
"4 ὅροι προβαίνωσιν ἑλαττούμενοι, ὅπερ συμθαίνει, ὅταν ὁ λόγος εἰνε µι- 
ἁρότερος τῆς µονάδος. 

Εὗρεσ:ς τοῦ Όρου τοῦ κατέχοντος ὡὠρισμένην τόξεν 
ἐν γεωμετρινῇ προόδῳ. 

2δἱ. Εν» πάση γεωμετρικῇ προόδῳ ἕκαστος ὄρος ἰσοῦται τῷ πρώτῳ 

: Ἀολλαπλασιασθέντι ἐπὶ δύναμιν τοῦ Λόγου ἔχουσαν ἐκθέτην τὸν ἀριθμὸν 

ὋὋν προηγουμένων ὅρων. 

Διότι, ἂν παρασταθῇ, διὰ τοῦ α ὁ πρῶτος ὄρος Ὑεωμετρικῆς προόδου 
Χαὶ διὰ τοῦ τ ὁ νός, διὰ δὲ τοῦ ω ὁ λόγος, θὰ εἶνε 


πρῶτος ὄρος ἁ 
δεύτερος αω 
τρίτος χω” 
τέταρτος αω2 


αμὶ οὕτω χαθεξῆς. 
 Ὥστε ὁ ὄρος τ ὁ τὴν υἩν τάξιν κατέχων κχὶ τοῦ ὁποίου ποοηγοῦντχι 
ν 1--ἲ ἄλλοι ὅροι, θὰ εἶνε 

(1) τζ-αιω ἰ. 
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τοῦτο δέ, ἐὰν διὰ τοῦ τ παρασταθῇ ὁ τελευταῖος ὄρος, εἶνε 
τω--α « α---τω « α τω 
λ 











ο. ------τωι 


ω---ἶ Ἱ-ω ) Ἱ--ω Ἱ ---ω 
ἀλλὰ καὶ τοῦτο εἰνε µικρότερον τοῦ ἀριθιοῦ τς ὥστε, ὀσουςδήπι 
ὅρους τῆς φθινούσης Ὑεωμετρικῆς προόδου καὶ ἂν προσθέσωµεν, πάντι 
εὑρίσχκομεν ἄθροισμα µιχοότερον τοῦ ἀριθμοῦ -- 

2324. Δοθένιος ἀριθμοῦ ὁσονδήποτε μικροῦ, εὑρίσκεται ὅὄρος ' 
φθιούσης γεωμετρικῆς προόδου μικρότερος αὐτοῦ (ὡς καὶ πάντες 
ἑπόμενοι ). 

Ἔνστω ὁ δοθεὶς ἀριθμὸς ε’ ἂν πάντες οἱ δρο. τῆς προόδου ἦσαν µε' 
λήτεροι τοῦ Εε, θὰ ἦτο δυνατόν, λαμβάνοντες ἱκανοὺς τὸ πλῆθος 
προσθέτοντες, νὰ εὕρωμεν ἄθροισμα ὑπερβαῖνον πάντα ἀριθμόν' διότι 
ὁ ε πολλάκις ἐπαναλαμβανόμενος γίνεται μείζων παντὸς ἀοιθμοῦ. ἀ 
τοῦτο δὲν συμφαίνει ἑπομένως ὑπάρχει τις ὄρος µιχοότερος τοῦ δοθέν 
ἀριθμοῦ καὶ πάντες δὲ οἱ ἑπόμενοι αὐτοῦ εἶνε ὡσαχύτως μικρότεροι 
δοθέντος ἀριθμοῦ. 

225. ᾿Εὰν λαμδάνωµμεν τοὺς ὅρους τῆς φθι»ούσης προόδου κ 
σειρὰν ἀπ ἀρχῆς καὶ προσθέτωµε», ὅσον περισσοτέρους ὅρους λαμ 
φοµε», τόσον προσεγγίξοµεν εἷς τὸν ἀριθμὸν ο. καί. δοθέντος ἑ 


σθπ-ω 


Θμοῦ ὁσονδήποτε μικροῦ, δυνάμεθα νὰ λάδωμεν τόσους ὅρους 


προόδου, ὥστε τὸ ἄθροισμα τῶν λήφθέντων νὰ διαφέρῃ τοῦ Τ. 


διαφορὰν µικροτέραν τοῦ δοθέντος ἀροιθμοῦ. 
Ν - -- --- ο), μ. χ , » 
Καὶ ὄντως, τὸ ἄθροισμα τῶν ν πρώτων ὅρων τῆς φθινούσης προό 





« » - «. δν - 
α βῇ Υ.... (ἂν ὁ λόγος αὐτῆς παρασταθῃ διὰ τοῦ «) 
. α τ 
εἰνε ο ο 
Ἱ--ω --ω 


καὶ διαφέρει ἀπὸ τοῦ ἀριθμοῦ ος κατὰ ο ἀλλ ἡ διχφορὰ « 


]---ω ] ---ω 


τγ εἶνε γινόµενον δύο πχοχγόντων, ὧν ὁ μὲν εἷ- . 3 ό 
( Υ µ, .ο “ ] ν 3 ω α. δν Τσο μενει μ. νμµ 


ὅ δὲ ἕτερος εἶνε ὁ τελευταϊος ὅρος τοῦ ἀθοοίσματος, ὅστις κατὰ 
ἀποδειχθέντα Ὑίνεται μικρότερος παντὸς δοθέντος ἀριθμοῦ' ἑπομέν 


[ 


καὶ τὸ γινόµενον αὐτοῦ ἐπὶ τὸν ἀριθμὸν 
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ω - 
 τοῦτ ἔωτιν ἡ θεω- 








µένη διαφορά. γίνεται µικρότερον παντὸς δοθέντος ἀριθμοῦ. 
Τὴν ἰδιότητα ταύτην τῆς φθινούσης γεωμετρικῆς προόδου ἐκφράζομεν 
όµως λέγοντες, ὅτι τὸ ἄθροισμα πάντων τῶν ὅρων αὐτῆς ἀποτελεῖ 


ὃν ἀριθμὸν 





’ 


οι τὸν πρῶτον ὅρον διαιρεθέντα διὰ τῆς µονάδος ἠλαττωμένης κατὰ 
λόγον. 
Εφαρμογαέ. 


1) Τὸ ἄθροισμα τότον τῶν δρ κ προόδου 





ο ------ 

σοῦτα: τῷ πα ἦτοι τῷ ὁ. 

-- 

ϱ) Τὸ ἄβροισμα τῶν ὅὄρων τῆς προόδου 

1 1 1 

ο ασ ἰ- ----ἵ-.ι.ν... Α7»1 
| ον το » 
ἓνε ὶ 
κ Α--ἵ 


9) Εὐρεῖν τὸ ἄθροισμκ πασῶν τῶν ἀκερχίων καὶ θετικῶν δυνάμεων τοῦ 


λάσμ-ατος - (μ2α) 
τοι τὸ άθροισμα -- ὦ )-{ 3 )1ε-- (Ἆπ στο) 
μμ ο Ῥλση ο 


ῥ---α 








4) [Πᾶν ἁπλοῦν περιοδικὸν κλάσμα δύναται νὰ ἐκληφθῇ ὡς ἄθροισμα 
τῶν ὅρων γεωμετρικῆς προόδου’ διότι έστω τὸ χλάσακ 
0 525 95959...... 
. ον φλο. ζ 
ροῦτο εἰνε τν 9 5, 
100 1ου": ι00ὸ 
εαὶ τὸ άθροισμα πάντων τούτων τῶν κλασμάτων ΕΕ κατὰ τὰ προηγούμενα 
δὺὸ 
109 ρ2 
μι . τ ἦτοι - (1) 
100 
Άπερ καὶ ἐκ τῆς ἀριθαητικῆς εἶνε Ὑνωστόν. 
5) Εἰς δοθὲν τετράγωνον ἐγγράφομεν ἄλλο τετοάγωνον συωνάπταντες 


-- ως ῶν πι σον Σπ τς ποπ πο στ. τ τα. στο απ 


ὃς ποτ πε πο  Ὀσπις Ὅπνπι, τω πα ποπ ως. 
α- ᾱσ σε ς Ὀπνί πα “ς πι τι πο: -απωνο. 
. . Ἡ -- - . 
{ ἁ οσο τς στα. 5 -- ἄπήτς 


τς διπο τς πο ες μπι ὡς τπτ στ τν πατάς ας 


- ο Ὑ - - - - 
π- σαι παπαςστα ο ας στις πι -υ-υ-υ τε ἝἜπαι 
ἀἁ ε ι- 

δν --α » » - " 

πε στ. οσον ἵμως ἵ- -- πας ποτ «Ἔπσ Ὅ λος. απ πι ς 

Ἕρο . τι ππισπτυ ἃν Ἑαστ-τεσνα Ὅπ-' δπ σσ τσι ΣΣ. 
. . : . 

“ο. ο 5 τς πες προς νὸ παν τ ΠΣ ντ Ὅπν πι 
-ᾱρ ᾳ 


τοι σα Ἱπτιωςς Ὑ πς τν Πε. 





- 3 πα - - 
ὄππς "στ τπτ τω. ος τετ πας ς τι Ἕωστν ἃξ 
πππασττο π. τς Ἐς Ὅἷν ξ---Ἔ-τν στὸ Έτ Ἓηήο πο πι μι 
- - - | [] 
Ὦρ «τς -- -ᾱ-- πι ας το π επ τς: 5 πε 
. 
σισῃ πει. επ τι - . πι ο - κε πι πε .- α 




















ο. ος  πσυ.υ.« ο -.. 3 ο.  .  ἵ. ο α 
- 5. --ρ - υγ] . ῶδ 
-- - - - - -- - 
- -- - - - - - κ. . 

-----ααας- «μαι -----ο. ----κ--- ----υ-υ--- --- --υ-υ- --- - ο... 
- - Ὁ - - - - - 
μ - : - 3 . Ἕ 

--- - 

-------- ---σ-ο -------- ------------πμααν ---------- ----. ------ιΙυ-- ὤἌἈῖ. --- . - --- 
- - -, Ν ορ 4 «-- 
- - - -- 9 -- 

-- . κά - - 

ν ο...» κ.» -- -- | --- έ- - - ---ς Εημαι αι. ῶ- οσο - ος, -- - 
στ πα τν στ Ἅιι συ ποπ πο πο στ σα. πο 5. στπς 
ο σηνφ-ἆ νο. --- - αι ----ι - - - χι αυ - -- ο ὰ - --- -- η ον- 
-ᾱ.--ᾱἳ .-α.-. - ”. -- ... κ σσ -- -ὖ ---- ο -α -- πο κ μκἩ - Ὃ ο ο πο 

” 
σοι ποσο τς πο τς ο Όσπν -' 
. 
΄ - /“'- - «- -- " -- σσψφα» --- ξ --- - --. --- - 
μα ο γα ντα. -- -ω - -ω -- -- ππαᾶνὰ η ρημειὰ -- δ.ο. . 3 /{'-- ων . |ΓῬονα 
- 
- μν 
κων ο» η ο. .. Ὁ οὩὉω ονομα οτε τς δν ων να ... ατα ᾱ- 
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τὰ τὸ διάστημα στ (διότι τ' εἶνε ἡ ταχύτης του). ὥστε μετὰ 
τ 


, 


. ἀνάγ- 


ἡ ἀπόστασις τῶν δύο κινητῶν θὰ εἶνε α. 


- .. 
ν ν 


σιν χρόο» 








ν τὸ Α νἁ διανύση καὶ τὸ διάστηµα τοῦτο (ἵνα φθάσῃ τὸ ϱ): καὶ 
γρειάτεται δεύτερον χοονικὸν διάστηµα μμ 
τ τ 


τῷ δευτέρῳ τούτῳ χρονικῷ διχστήµατι τὸ χινητὸν Β θὰ προχω- 


ἦτοι «(ο ) τόση λοιπὸν θὰ 
τ 





α 
τὰ τὴν ἀπόστασιν ----, 
τ τ 


πόστασις τῶν δύο κινητῶν εἰς τὸ τέλος τοῦ δευτέρου Ὑχρονικοῦ 


ατος ἀνάγκη ἄρχ τὸ Α νὰ διανύσῃ κχὶ τὴν ἁπόστασιν ταύτην χαὶ 
9 


τς): 


(ολουθοῦντες τοιουτοτρόπως, βλέπομεν, ὅτι, ἵνα τὸ Α φθάση τὸ 








ὕτο χρειά-εται τρίτον χρονικὸν διάστηµα 


ζ μαν, χ 
ζεται ἄπειρα τὸ πλῆθος χρονικὰ διαστήματα, τὰ ἑζῆς 


ὶ α(τ ολ) 

















τ τ τ τ τ τ τ 


πει ὅμως ἐκ τούτο, νὰ συµπεράνωμεν (Ἠ), ὅτι τὸ Α οὐδέποτε 
ηῃ τὸ Β' διότι τὰ ἀπειροπληθῆ ταῦτα χρονικὰ διαστήματα συνα- 
σι χρονικόν τι διάστηµα πεπερασμένον. Ἰκαὶ ὄντως τὰ χρονικὰ 
Ἱιαστήµατα εἶνε ὅροι μιᾶς φθινούσης γεωμετρικῆς προόδου ἄρα 
λον αὐτῶν ἀποτελεὶ τὸν χρόνον 


α 





α ν ρν 
στ ἅτοι στ. (παράβαλε ἐδ. 1341) 


λος τοῦ ὁπρίου ἡ ἀπόστασις τῶν χινητῶν 0ὰ εἶνε 0. 
ἵχν τις διπλασιὰ-η κατ έτος τὴν περιουσίαν του καὶ ἀρχίσῃ ἀπὸ 


ν, πόσα λεπτὰ θὰ ἔχη μετὰ 40 ἕτη: 
(Απ. 23) λεπτά, τοι 10 99ὔ 110 2τΤ δρ. 16). 





εὔτω” σωνεπέρα-νων ωἱ ἀλγαῖοι σοθισταὶ καὶ ἀπελείχνυυν, ὅτι ὁ ὠκύπους ᾽αγιλ- 
νατο να σθασι, τὲν γελώνην, οὐδὲ ἂν ἓν µόνον Όῆα ὑπελείπετο αὐτῆς. 


ΕΝ. Β 


' 
- 
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"Ας ὑποθέσωμεν δύο ἀριθμοὺς ἔχοντας θέµατα, ὁ μὲν εἷς τὸ ὃ, ὁ δὲ 
ἵλλος τὸ 8’ λέγω, ὅτι τὸ γινόμενόν των θὰ ἔχη θέµα ἢ τὸ 11 ἡ τὸ 12. 
Διότι ὁ μὲν πρῶτος ἀριθμὸς ἔχει 4 ψηφία (ἀκέραια), ὁ δὲ δεύτερος 9’ 
ἄρα τὸ γινόμενόν των θὰ ἔχη ψηφία ἢ 19 ἡ 15 καὶ διὰ τοῦτο θὰ ἔγη 
μα ἢ τὸ 11 (ἂν ἔχη 12 ψηφία) ἢ τὸ 12 (ἂν ἔγη 15 ηφία). 
Παρλαδεέγματσα. 
θε. (185)--2 Ἱ θε. (81)--ἱ 
θε (597 4)---δ - θεµ (άρι-ο 
θεµ. γιγοµένου Τ95δ1 90--δὃ | θεµ. γινομένου ἁτ1δ4--ά4 ' 
999. Τὸ θέµα παντὸς ἀριθμοῦ ἀποτελεῖ τὰς δεκάδας εἷς τὸ θέµα 
τῆς δεκάτης δυνάµεως αὐτοῦ. 
Ἔστω ἀριθμός τις α ἔχων θέµα δ' λέγω, ὅτι τὸ θέµα τοῦ αἲῦ θὰ 
ἔχη ὃ δεκάδας, ἦτοι θὰ εἶνε εἷς ἐκ τῶν ἑξῆς ἀριθμῶν 
90 δι ὃὂὸ» ὃὂδ ὃς ὃὂδ ὃὁὃδ ὃδιί ὃὂδ ὃ9. 
Διότι τὸ θέµα τοῦ γινομένου α.α, ἦτοι τοῦ α, θὰ εἶνε ἢ 6 ἡ 6-Γ!, 
δυνάµεθα λοιπὸν νὰ γράψωμεν 
θεµ (α-]--6--ε, ἔνθα ε, εἶνε ἡ ϐ) ἢ 1. 
Καὶ τὸ θέµα τοῦ Ἱινοµένου αἲ.α, τοι τοῦ αὖ, θὰ εἶνε ἡ Ὁ--ει ἃ 
Ὁί-ε -|-Ι- δυνάµεθα λοιπὸν νὰ γράψωμεν 
θεµ. (αὖ)--)--ει--ε Ἅἆἔνθα ει εἶνε ἡ 0 Ἡ 1. 
Καὶ τὸ θέμα τοῦ γινομένου αὖ.α, ἦτοι τοῦ αἲ, θὰ εἶνε ἡ 2 -ί-ει--ε, 
ὴ 2--ει--ει--Ι" δυνάμεθα« λοιπὸν νὰ γράψωμεν 
θε. (αἲ)Ξ- 19 --ει---ο--ε, ᾖἔνθα ει, εἶνε Ἡ ὐ Ἡ Ἱ. 
᾿Εξακολουθοῦντες τοιουτοτρόπως βλέπομεν, ὅτι εἶνε 
θε. (αἱ ’]---δ.10 -ει---ει-ί- ... ει 
θα. ἔκχστον τῶν ε, ἓν...«Ει εἶνε ἢ 0 ἡ Ι. 
"Εκ τούτου ὤλέπομεν, ὅτι τὸ θέµα τοῦ αἱ δὲν εἶνε µικρότερον τοῦ 
) οὐδὲ μεγαλήτερον τοῦ ὃ:9)' ἄλα θὰ εἶνς εἰς ἐκ τῶν 4οιθμῶν 
0, 51. 8δ. νι... 59. 


.. , φ ο ο 
Ἐκ τούτου συνάγεται τὸ ἑξῆς. 





"Ἔστω ἀοιθμός τις θετικὸς καὶ ψεγαλήτερος τῆς μονᾶδος, ὁ α ἐλν 
᾿«δσωμεν αὐτὸν κατὰ σειρὰν εἰς τὰς δυνάμεις 

αἲ χὶυ αἲθυ χ10υ0 εἳ ο0 
ες στη ἐκ τούτων εἶνε δεκάτη δύναµις τῆς προήγονµενης αὑτῇ ιἐδ. τ]): 
Ὡμένως τὸ θέµα ἑκάστης ἐξ αὐτῶν θὰ ἀΑποτελῇ τὰς δεκάδας εἰς τὸ 


ία τῆς ἑπομένης. 
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Παραδείγματος χάριν εἶἷνε θέµα τοῦ (11) -- ἰ 
θέµα τοῦ 1110 -- 10 
θέµα τοῦ 11100 --- 104 
θέµα τοῦ 111000 --- 1041 


Ὀρισμὸς τῶν λογαρέθµων. 


250. (ογάριθµος ἀριθμοῦ τινος α λέγεται ὁ ἀριθμός, ὅστις ἱ 
ἀχέραιον μὲν µέρος τὸ θέµα τοῦ α, δέκατα δὲ ἐν συνόλῳ τὸ θέμα 
αἱ. ἑκατοστὰ δὲ τὸ θέµα τοῦ αἲ 00, καὶ οὕτω καθεξῆς' τοῦνῦ ἔστ 
ἀριθμός. ὅστις ἔχει ἐν συνόλῳ τόσας µονάδας ἑκάστης δεκαδικῆς τάξ. 
ὅσας ἔχει τὸ θέµα τῆς ὁμωνύμου δυνάµεως τοῦ α. 

Παραδείγματος χάριν ὁ λογάριθµος τοῦ 11 
ἔχει 1 ἀχέραιον, Ἡ εἶνε ᾖ1,... διότι θε (11) --ί 
ἔχει 10 δέκατα, τοι εἷνε 1,0... διότι θεµ (1110) --ιο 
ἔχει 104 ἑκατοστά, ἦτοι εἶνε 1,04... διότι θε (11100) ---Ι04 
ἔχει 1041] χιλιοστά, ἦτοι εἶνε 1,04]... διότι θεµ (11 1000-1041 


Ὁ λογάριβµος τοῦ α παρίσταται διὰ τοῦ συμβόλου λογ α΄ εἶνι 
ἐντελῶς ὡρισμένος ἀριθμός, διοτι πάντα τὰ ψηφία αὐτοῦ εἶνε ὡριαμ 
295]. Τῆς µονάδος 1 λογάριθµος εἶνε τὸ 0, καὶ τοῦ 10 ἡ µονι 
᾿Επειδὴ πᾶσα δύναμις τοῦ | εἶνε πάντοτε 1 καὶ ἔχει διὰ τοῦτο ϐ 
0, ἔπεται, ὅτι ὁ λογάριθμος τοῦ 1 εἶνε 0Ο, τοι λογ 1-0. 
᾿Επειδὴὶ δὲ πάλιν εἶνε θέµα τοῦ 10 --ἰ 
θέµα τοῦ 1010 --Ιθ 
θέμα τοῦ 10100100 


ἔπεται λογ 10--]Ι,οοθ...... -Ξ5Ξ], 
Παραδεέγματα. 

Πρὸς εὕρεσιν τῶν ψηφίων τοῦ λογαρίθμου δοθέντος ἀριθμοῦ δὲν 
ἀνάγκη νὰ ὑπολογίσωμεν τὰς δυνάμεις τοῦ ἀριθμοῦ, ἀλλὰ µόνον τὸ π 
θος τῶν γνηφίων αὐτῶν' τοῦτο δὲ εἶνε ἁπλούστερον, ὡς δειχνύουσι 
ἑπόμενα παραδείγματα. (Όἱ ἐν παρενθέσει κλειόμενοι ἀριθμοὶ σημ 
νουσι πλῆθος μηδενικῶν, ὡς 1 1 (9) σηµαίνει 1100, 15(6) σημα 
19500000, κτλ. 

Διὰ τὸν ἀριθμὸν ϱ παραττροῦμεν, ὅτι εἶνε 94 ---Ι094: 
ὥστε 2/0 περιέχεται μεταξὺ 104 καὶ 1119) 


--- 19ὔύ --- 
Ἑπομένως ο”0 ---(210)3 περιέχεται μεταξὺ 106 καὶ 1δ(δ) 


240 (920): » » 1017 ν ΙΤ(11) 

950 «-τ(ϱ 30). » » 1054 » ο9(298) 

2100... 22090 » 1050)». δ8(29). 
Ἑξ ὧν βλέπομεν, ὅτι ἡ ἑκατοστὴ δύναμις τοῦ ὁ ἔχει δἱ ψηφία 
ε εἷνς λογ. 2--0,80...... 


Διὰ τὸν ἀριθμὸν ὃ παρατηροῦμεν ὡσαύτως, ὅτι 
810 περιέχεται ατα ξὺ ο9ιδ) καὶ ϐ(4) 


850 84(6) » δ6(8) 
80 » » 1115) » 1δ(ἱ 8) 
50 » » 12917) » 191) 
8100 » » 40(46) » ὅσδ(46) 
νι ἡ ἑκατοστὴ δύναμις τοῦ ὃ ἔχει 43 ψηφίχ καὶ ἑπομένως εἶνε 
λογ. 3Ξ-θ,άΤ.. 


Διὰ τὸν ἀριθμὸν Ἰ παρατηοοῦμεν ὁμοίως, ὅτι 
τὸ περιέχεται μεταξὺ 1089) καὶ 1605(2) 


ὥστε ᾖτἱ0 » Ῥ 25 1) »  29(1) 
το » Ῥ Τ816) » 5515) 
τ0 » » 60(925) » ἍᾖἸΤὸ(δ2) 
τδ0 ) » 96(06) » ᾖδ4(66) 
100 » 26(55δ) » 46/88) 
:ς ἡ ἑκατοστλ δύναμις τοῦ Ἱ ἔχει δ6 ψηφία καὶ ἑπομένως εἰνε 
λογ. τΞ0,84.. 


Βὰν θέλωµεν περισσότερα ψηρία τοῦ λογαρίθμου, ἀνάγχη νὰ διατη- 
μεν ἐν τοῖς πολλαπλασικσμοῖς περισσότερα σημαντικὰ ψηφία. 
Ε,ὰν π. Υ. πρόκειτα. νὰ εὑρεθὴ ὁ λογάριβμος τοῦ ὦ µέχρι τῶν χιλιο- 


ὃν, ὑπολοζομεν ὡς ἑζῆς θι0-1024 

50 περιέχεται µεταξὺ 1041:5) καὶ 105(4) 
210 » » 1059909) ». Πο(Ι0) 
25" » )) 1201(9] ) » 124(29) 
2ἱ00 ) ) 19304(21τ/ » 19193) 
ϱν0 ) ὃν 150151 ». 1 το(ῦδ) 
2100 » ν 2Όρ(115) ο». ὁ296(1 18) 
οδυ0 » ) ὐὗὁ 959) 88 9 5 9) 
31000 » » 10(8500) » 169300) 


ε ἡ χιλιοστὴ δύναµις τοῦ 2 ἔχει 902 ψηφία, καὶ διὰ τοῦτο εἶνε 


λογ. ᾖ--θ,δυ]...... 
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Ἰδεότητες τῶν λογαρέθμων. 

959. Οἱ λογάριθμοι ἔχουσι τὴν ἑπομένην ἀρχικὴν ἰδιότητα. 

«Ο λογάριθµος τοῦ γινομένου δύο ἀριθμῶν ἰσοῦται τῷ ἀθροίσματι 
τῶν Λλογαρίθµων τῶν ἀριθμῶν τούτων. 

Τοῦτ ἔστιν εἶνε λογ. ( αβ)---(λογ.α) -|- (λογ.β). 

Πρὸς ἀπόδειξιν τούτου ἃς θεωρήσωμεν κατὰ πρῶτον τὰ εἰς τοὺς λο- 
Υαρίθµους τούτους περιεχόμενα χιλιοστά: κατὰ τὸν ὁριαμὸν ἕκαστος τῶν 
τριῶν τούτων λογαρίθμων ἔχει τόσα χιλιοστά, ὅσας' μονάδας ἔχει τὸ 
θέµα τῆς χιλιοστῆς δυνάµεως τοῦ ἀριθμοῦ, οὗτινος εἶνε λογάριθμος έπο- 
μένως εἶνε (ἐὰν πρὸς συντοµίαν τεθῇ τ-- 1000) 


θεμ.. (αἱ) 

λ -μπμμμμμαι, 

Ὕ Ἅπππροο 3 
θεµ. (Ρ3) 

λογ. β--------------- 

Ὑ, β-- 1000 μα, 

θεμ.. 

λογ. ο 


ἔνθα ἕχαστος τῶν τριῶν ἀριθμῶν ε, Ἡ, ϐ, εἶνε μικρότερος ἑνὸς χιλιοστοῦ. 
ἉΑλλ) ἐπειδὴ εἶνε θεµ. (αβ)-Ξ-θεμ.(α μ΄ --θεμ.(α) -|-θεμ.ίβ”)-Γι (ἔνθα 
ι--} 0, ἢ 1), ἡ τελευταία ἱσότης γίνεται 
6εµ. (α) , θεµ. (Β’) 
λ Ὑ. πας απαασαατασααασαασατω. 
σπα Ἱσορ Ἔ Ἴσου Τοδο 
ἀθροίζοντες δὲ τὰς δύο πρώτας ἱτότητας κατὰ µέλη λαμβάνομεν 
θε.. (α) . θε. (β)) 
λογ. λογ. (β)-------υ-υ-υ-- 
9Υ. (4) ΓλΟΥ.(εα-τσορ τοσο Τη 


Ἐκ τούτων βλέπομεν, ὅτι, ἂν τὸ ἄθροισωχ λογ. α--λογ. β διαφέρῃ 


ο θ ---ς 


ἀπὸ τοῦ λογ. (αβ), ἡ διαφορὰ θὰ εἶνε µικροτέοχ τῶν δύο χιλιοστῶν. 

"Ομοίως θεωροῦντες τὰ εἰς τοὺς τοεῖς λογχρίθμους περιεχόμενα έκα- 
τοµµυριοστά, δυγάµεθ« ν᾿ ἀποδείζωμεν, ὅτι ἡ διαφορὰ τῶν αὐτῶν ἀρι- 
θμῶν εἶνε µικροτέρα τῶν δύο ἑκατομμυριοστῶν. 

Ἐπειδὴ δὲ δυνάµεθα νἀποδείξωμεν, ὅτι ἡ διαφορὰ τῶν παραβαλλο- 
µένων ἀριθμῶν εἶνε µικροτέρα δύο μονάδων οἱἰαςδήποτε δεκαδικῆς τά- 
ἔεως, συμπεραίνοµεν, ὅτι οἱ ἀριθμοι οὗτοι οὐδεμίαν ἔγουσι διαφοράν, 
τοι εἶνε ἴσοι. 

Ἡ ἰδιότης αὕτη ἐκτείνεται ἐπὶ ὁσωνδήποτε παραγόντων. 

Καὶ ὄντως εἰνε α.β.γζ--{ αβ).γ 
ὅθεν λογ. ΄αΡγ)Ξ--λογ. (α) -Ι-λογ. Γ-λογ. α-ί-λογ. β-Ι-λογ. Υ. 
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Ομοίως Αποδεικνύεται καὶ ἐπὶ περισσοτέρων. 


Κατὰ ταῦτα εἴνε 

λογ 100 Ξ-λογ 10---5 

λογ 1000Ξ-λογ 101--δ 

καὶ γενικῶς λογ 10---ρ. 
958. Ἔκ τῆς ἀρχικῆς ταύτης ἰδιότητος τῶν λογαρίθμων ὁρμώμενοι 
ἀυνάμεθα νὰ ἐχτείνωμεν τὸν ὁριαμὸν τῶν λογαρίθμων ἐπὶ πάντων τῶν 
θετικῶν ἀριθμῶν. Ἐὰν τῷ ὄντι θέλωµεν νὰ ἔγχωσι πάντες οἱ θετιχοὶ 
Δριθμοὶ λογάριθμον, νὰ διατηρῆται δὲ ἡ ἀρχικὴ ἰδιότης τῶν λογαρίθμων, 
Ὁ. Δνάγκη νὰ ὀρίσωμεν καταλλήλως τοὺς λογαρίθμους τῶν µικροτέρων τῆς 


, μονάδος ἀριθμῶν. 


Ν - , ἱ ς 
ἝἜστω α θετιχὸς ἀριθμὸς καὶ μικρότερος τῆς µονάδος' τότε -- εἶνε 
α 


ἀριθμὸς µεγαλήτερος τῆς µονάδος ἔχομεν δὲ κατὰ τὴν παραδεδεγµέ- 
γήν γενικὴν ἰδιότητα τῶν λογαρίθμων 
λογ («.-ἳ)--λοι α -|-λογ ο λογ. 1---(, 
α α 
ἐξ ὧν ἔπεται 


λογ ᾱ--- --λογ (---) μ. 
α 
τοῦτ ἔστιν ὁ Λογάριθµος παντὸς ἀριθμοῦ α θετικοῦ καὶ µικροτέρου 


' τῆς µονάδος εἶνε ἀνάγκη νὰ δρισθῇ ὡς ἀντίθετος τῷ λογαρίθµῳ τοῦ 
ἀντιστρόφου ἀριθμοῦ α 
α 


μα τ 
Κατὰὼ ταῦτα εἶνε 


] 
ΟΥ το γ 


λογ τοσστ--λογ 100------δ 
1 2 
λογ ΤδΕπΤ ΟΥ (10:------ρ. 


254. Ἐκ τῆς ἀρχικῆς ἰδιότητος ἔπονται νῦν αἱ ἑξῆς. 
"Ο λογάριθµος τοῦ πήηλίκου δύο ἀριθμῶν ἰσοῦται τῇ διαφοοᾷ τῶν 
'. λογαρίθµων αὐτῶν. 


Ἔστωσαν α καὶ β δύο ἀριθμοὶ (θετικοὶ) καὶ τὸ πγλίκον αὐτῶν. 





α 


Τότε εἴνε -ρ-.ρ--α, 


- 
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ὅθεν λογ (-τ]) 1-λογ βΞ-λογ α 


καὶ λογ (-α)σλο ᾱ---λογ β. 


'Ο λογάριθµος πάσης δυνάμεως (σύμμετρον ἐχούσης ἐκθέτην) ἰσοῦ- 
ται τῷ Λλογαρίθµῳ τῆς βάσεως πολλαπλασιασθέντι ἐπὶ τὸν ἐκθέτην. 
Ἡ βάσις ὑποτίθεται θετικὸς ἀριθμὸς καὶ ἡ δύναμις ἐπίσης. 
Ἔνστω πρότερον ὁ ἐκθέτης µ. ἀχέραιος καὶ θετικός τότε᾽ εἶνε 
αἷ ---ᾱια.α . . . ἂν, ὅθεν καὶ 


λογ (αἴΞζ({λογ α) -|-(λογ α) --(λογ α)-ἰ-... -Γ-(λογ α)ξ-μ. (λογ α). 
Ἔστω δεύτερον ὁ ἐκθέτης ον χλασματιχὸς καὶ θετιχός. 


ν 





.. 
Ἡ δύναμις α. πολλαπλασιασθεῖσα ν φορὰς ἐφ᾽ ξαυτὴν γίνεται αἲ, ὡς 
ἑξῆς φαίνεται 


Ἕ 
Ἕ 
ε | 


ἄρα εἶνε λογα «Γλογα --... -1-λογ α Ξ-μ. λογα 
μ 


ἡ ν. ο. λογα 


-- 
χαὶ - α -- (λογ α). 
ν 


"Εστω τέλος ὁ ἐκθέτης ἀρνητικὸς--- φ. 
Ἡ δύναμις α πολλαπλασιασθεῖσα ἐπὶ τὴν α γίνεται 1 


--ϕφ Φ 
ἦτοι α .α --]. 


ἛἜκ τούτου ἔπεται λογ (κ) -Ί-λογ (α.--0, 
ὅθεν λογ (α)---- λογ (αἹσ---- Φ(λοΥ α). 

Ἕκ. τούτων συνάγεται, ὅτι ἔχομεν γενικῶς 

λογ(α”)Ξ-κ. λογα, 

οἰουδήποτε ὄντος τοῦ συµµέτρου ἀριθμοῦ κ. 

ΠΟΡΙΣΜΑ Α’. |Ο λογάριθµος πάσης δυνάµεως τοῦ 10 ἰσοῦται τῷ 
ἐκθέτῃ αὐτῆς. 

Καὶ ὄντως εἶνε λογ (10ἼΞ-κχ. λογ 105κ. 

ΠΟΡΙΣΜΑ Ε΄. 'Ο λογάριθµος τῆς τετραγωνικῆς ῥίζης ἀριθμοῦ ἰσοῦ- 


υ 
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ταε πρὸς τὸ ἥμισυ τοῦ λογαρίθµου τοῦ ἁἀριθμοῦ' καὶ γενικῶς ὅ λογά- 
Οοιθµος πάσης ῥίξης εἶνε ἴσος πρὸς τὸν λογάριθµον τοῦ ὑπορρίξου διαι- 
Οεθέντα διὰ τοῦ δείκτου τῆς ῥίξης. 


λ 
Καὶ ὄντως εἶνε λογ ἵ΄ α---λογ ( α --. α 
1 
λαο ον 1 
χαὶ λογ γ΄ α .- α -.. α. 
ν 


99ὔῦ. Πλὴν τῆς µονάδος 1 οὖδεὶς ἄλλος ἀριθμὸς ἔχει λογάριθµον 
ἴσον τῷ 0. 

"Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἀριθμοῦ τινος µεγαλητέρου τῆς µονάδος ὁ λο- 
γάριθµος εἶνε 0, ἔστω δὲ ὁ ἀριθμὸς οὗτος ὁ 1 -|-ε' τότε θὰ ἦτο 

λογ(1 -|-ε)--0, λογι] -|-ε---2λοη(1 ---ε)---θ), καὶ γενικῶς 
λογ (1-:ε)--0. 

᾽Αλλὰ δύναται νὰ εὑρεθῃῇ δύναμις τοῦ 1--ε ὑπερβαίνουσα τὸν 10" 

διότι εἶνε (1 -|-ε) ! -|-2ε, 
ἄρα (1-]-ε)” (1 -{-2ε)(] --ε) 21 -{-δε 
καὶ γενικῶς (1 --ε) 21 -[-ρε' 

ἑπομένως ἡ δύναμις (1 -]-ε) θὰ ὑπερβαίνη τὸν 10, ἂν εἶνε 


1 -|-ρε»10, ἦτοι ---- 


Ἐπειδὴ δὲ ἡ δύναμις (1 --ε) ὑπερβαίνει τὸν 10, ὁ λογάριθμος αὐ- 
τῆς ἔχει ἀχέραιον µέρος, καὶ διὰ τοῦτο διαφέρει τοῦ 0’ ἄρα χαὶ ὁ λο- 
γάριθµος τοῦ (1 -|-ε) διαφέρει τοῦ 0, 

Οὐδὲ µικροτέρου τῆς µονάδος ἀριθμοῦ δύναται νὰ εἶνε ὁ λογάριθμος 0” 
διότι ἂν ἦτο 


β«΄1 χαὶ λογ ϱ--0, θὰ ἦτο καὶ λογ .-- 
Ρ 


καὶ ὁ εἶνε µεγαλήτερος τῆς µονάδος' ὅπερ ἀδύνατον. 





996. Αὐξανομένου τοῦ ἀριθμοῦ αὐξάνειαι καὶ ὁ λογάριθµος αὐτοῦ 
καὶ ἑλαττουμένου ἑλαττοῦται. 


"Έστω α2β, ἡ ο, 


ἐκειδὴ ὁ ἀριθμὸς -ᾱ- ὑπερβαίνει τὴν µονάδα, ὁ λογάριθμος αὐτοῦ εἶνε 
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λογαρίθμου του εἶνε τὸ θέµα τοῦ ἀριθμοῦ (ἐδ. 950)’ ἂν δὲ εἶνε µι- 
χρύτερος τῆς µονάδος, τὸ γαραχτηριστικὸν τοῦ λογαρίθμου του εἶνε ἁρ- 
πητικὸν χαὶ ἔχει τόσας µονάδας, ὅσας ἔχει ὁ ἀριθμός, ὅστις ἐκφράζει 


. τἡντάζιν τοῦ πρώτου σημαντικοῦ Φηφίου μετὰ τὴν ὑποδιαστολὴν (258). 


Παραδείγματος χάριν, ἂν ὁ ἀριθμὸς εἶνε 
ὅδ{ὃο, ὃ λογάριθμός του θὰ ἔγἹ χαρακτηοιστικὸν 4 


ἂν εἶνε 581,09 » » » 2 
ἂν εἶνε ὅ,δ109, » » ) 0 
ἂν 0.058. 9 ρ λ κ] 
ἂν δὲ 0,0008, » λ » 4 


Εἰς δὲ τὴν εὕρεσιν τοῦ δεκαδικοῦ μέρους τοῦ λογαρίθμου πρῶτον 
παραλείποµεν τὴν ὑποδιαστολὴν τοῦ ἀριθμοῦ (ἐὰν ἔχη), ὥστε καθιστῶ- 
μεν αὐτὸν ἀκέραιον' (τοῦτο δὲ δὲν βλάπτει τὸ ζητούμενον δεκαδικὸν µέ- 
ῥῶς διότι πολλαπλασιάζει τὸν 4ριθμὸν ἐπὶ 10 ἢ 100 ἢ 1000 κτλ.)' 
ἔπετα διαχοίνομεν δύο περιπτώσεις. 

13) Αν ὁ ἀριθμὸς δὲν ἔχη περισσότερα τῶν τεσσάρων ψηφίων, ὑπάρ- 
χε εἰς τοὺς πίνακας καὶ εὑρίσχοντες αὐτὸν εὑοίσκομεν ἀμέσως καὶ τὸ δε. 


πιδιχὸν µέρος τοῦ λογαοίθμου του. 
Ποραδεέγματα. 


Ὅ λογάριθµος τοῦ δ5Ώ5 ἔχει χαρακτηριστικὸν υὲν 9, δεκαδικὸν δὲ 
µέρος, εὐρισκόμενον ἐκ τῶν πινάκων, έχε. ὃ40ὐζ4 (τὸ αὐτό, ὅπερ καὶ ὁ 
ἐρθμὸς 9000} 
ὅθεν εἰνε λογ. δ09-- 2/54 004. 

Ὁ λογάριθµος τοῦ ὤβΒ έχει ἀκέρχιον μὲν µέρος 1, δεκαδικὸν δὲ | ἐκ 
τῆς ποώτης σελίδος ἀμέσως εὑρισκόωενον Ἡ καὶ ἐκ τοῦ ἀοιθμοῦ 6500 


ἔχει 76848, 


. ὅθεν εἶνε λο”. Όδς-], ι 334ω. 


Ὅ λογάριθμος τοῦ Ό,401 έχει γαρακτηριστικὸν μὲν 0, δεκαδικὸν δὲ 
µέρος τὸ αὐτὸ μὲ τὸν ἀριθκὸν Ὀ4 01, ἦτοι ὡς ἐκτῶν πινάκων εὑρίσχο- 
τὸ τὅυσας, 
ὕθεν εἰνε λος. ϐ,401---0,19541. 
"Ὁ λογάριθµος τοῦ 0, 8095 έχει γαρακτηρσιστικὸν ὰ καὶ δεκαδικὸν μέ- 
ρος, ὅσον καὶ ὁ τοῦ ἀριθμοῦ 8095, τοι τὸ 0499: 
ὅθεν λο”. 0,808ῦ --ι,θύάο9 
ὁμοίως εἰνε λογ. ϱ ομ0δ8ῦ---Σ,90499. 





--- 201 --- 






Επιδὴ ὅμως ἑκάστη διαφορὰ μένει συνήθως ἀμετάβλητος ἐπὶ πολλοὺς 
ἀριθμούς, δυνάµεθα νὰ συστήνωµεν κατὰ προσέγγισιν τὴν ἀναλογίαν, ἐφ᾽ 
ἃς στυρίζεται ἡ προηγουμένη µέβοδος, 


Προθλημα Φον, 


Δοθέντος λογαρίθµου, εὑρεῖν τὸν ἀντιστοιχοῦντα ἀριθικόν. 

Τὸ πρόβλημα τοῦτο ὑποδιαιρεῖται εἰς τὰ ἑζῆς δύο. 

α.) Εδρεῖν τὰ ψηφία, δι ὧν κατὰ σειρὰν γράφεται ὁ ἀριθμός. 

.  β. Προσδιορίσαι τὴν ἀξίαν ἑκάστου ψηφίου. 
Εἰς τὴν εὕρεσιν τῶν ψηφίων τοῦ ἀριθμοῦ διακρίνοµεν δύο περιπτώσεις. 
1") "Αν το δεκαδικὸν µέρος τοῦ Δοθέντος λογαρίθμου εὐρίσκητχι ἐν τῷ 

Ἐίναχι, θὰ εὔρωμεν ἀπέναντι τὰ τέσσαρα ψηφία τοῦ ζητουμένου ἀριθμοῦ 
αζητοῦμεν ὃ αὐτὸ πάντοτε μεταζὺ τῶν λογαρίθμων τῶν τετραγηφίων 
ἀρθμῶν), τὴν δὲ ἀξίαν ἑκάστου προσδιορίζει τὸ χαρακτγριστικόν. 

Ἔστω π. γ. ὁ λογάριθυος δ,959090. 

Τὸ δεκαδικὸν µέρος εὑρισχεται ἐν τῷ πίνακι καὶ εἶνε τοῦ λογαρίθμου 
τοῦ ἀριθμοῦ 9899: ἐπειδὴ δὲ χαρακτηοιστικὸν ὁ δοθεὶς λογάριθµος ἔχει 
ἃ ὁ ζητούμενος ἀριθμὸς πρέπει νὰ ἔχη τέσσαρχ ἀκέραια ψηφία, ὥστε 
αἷνε ἀχριῤῶς ὁ 9899: ὁμοίως εὑρίσχεται, ὅτι’ 

Εἰς τὸν λογάριθμον ὁ,5909ῶ ἀντιστοιγεῖ ὁ ἀρθμὸς 003899 


εἰς τὸν λογάριθµον πα δ008Ρ » ὁ » 0.9599 
εἰς τὸν (99095 » ὀ » 9,590) 
εἰς τὸν Ι,5ΟΟΘΟ λ ὀ » 98,90) 
εἰς τὸν 209096 » ὀ ) 39599 
εἰς τὸν δ ο0095 » ὁ » 9809 
εἰς τὸν 4 5ΟΟΘΡ » ὁ ) 39ο )0 


χαὶ οὕτω καθεζῆς. 

ϱ) "Αν τὸ δεκαδικὸν µέρος τοῦ δοθέντος λογαρίθμου δὲν ὑπάρχγ ἐν 
τῷ πίνακι, θὰ περιλαμθάνηται μεταξὺ τῶν δεκαλικῶν μερῶν τῶν λογα- 
ρίθµων δύο ἐφεξῆς ἀριθμῶν. 

"Εστω παραδείγµατος χάριν ὁ λογάριθμος 195094: τὸ δεκαδικὸν µέ- 
ρος 95094 εὑρίσκεται μεταξὺ τῶν λογαρίθμων τῶν ἀριθμῶν δ98δΙ καὶ 
8932: διαφέρουσι δὲ οἱ λογάριθµοι τῶν ἀριθμῶν τούτων Χχτὰ ὃ (µονά- 
δας τῆς τελευταίας τάξεως, ὥστε παραδεχόµενοι, ὡς καὶ πρὶν, ὅτι Ἡ αὖ- 
ξησις τῶν λογαρίθµων εἶνε ἀνάλογος πρὸς τὴν αὕζηπιν τῶν ἀριθυῶν, θὰ 


- « ανν. 
«κεφθῶμεν ὡς ἑςῆς. 


--- 2ο 


Ἂν ὁ λογάριθμος τοῦ 8931, ὅστις εἴνε 5.9509Ω, αὐζηθ κατὰ ὃ µο- 
νάδας τῆς τελευταίας τάζεως, 2 ἀριθμὸς αὐζάνεται »ατὰ μίχν µονάδα, 
ἂν δε κὐξηθῇ ὁ λοΓάριθμος µόνον πατὰ 4 µονάδας τῆς ἁκτωτάτης τά- 


, Ελ 4 -- σ ο. φ - 
ξεως, ὁ ὀριθμὸς θὰ αὐξηῇ κατὰ -.-- μιᾶς µονάδος ὥστε ὁ ἀζιθαός, τοῦ 
ο) 


ὁποίου ὁ λογάριθαος ἔχει δεκαδικὸν µέρος τὸ 95094, βὰ εἶνε 895.8, ἡ 
μᾶλλον 89318, διότι µόνον περὶ τῆς διαδοχῆς τῶν Ψηρίων φροντίκοµεν, 
ἡ δὲ ἀξία αὐτῶν θὰ δρισθῇῃ ἐκ τοῦ γαρσκτηριστικοῦ. 

Επειδή δὲ γαρακτηριστικὸν τοῦ δοθέντος λογαρίθμου εἶνε τὸ 1, ὁ 
ἀντιστοιγῶν ἀριθῤμὸς εἰνε 59,51 5. 

Παρατηρητέον δέ, ὅτι ὁ ζητούμενος ἀριθμὸς προσδιορίκεται κατὰ προ- 
σέγ΄γισιν τόσῳ μεγαλητέραν, ὅσῳ τὸ γαρακτηειστικὸν τοῦ λογκαρίθμου του 
εἶνε µικρότερον. Καὶ ὄντως, ἂν τὸ χαρκκτηοιστικὸν εἶνε 1, εἶνε ἀκριβῆ τὰ 
ψηφία τοῦ ἀριῤμοῦ µέχρι τοῦ τῶν ἑκατοντάκις χιλιοστῶν, ἂν δὲ εἴνε 0, 
τὰ ψηφία τοῦ ἀριθμοῦ εἶνε ἀκριῤῆ µέχρι τῶν μ.υριοστῶν, ἂν δὲ 2, μόνον 
µέχρι τῶν ἑκατοστῶν, ἂν δὲ ὕ, ὁρίκετχι ὁ ἀριθμὸς µόνον µέχοι τῶν δε- 
κάδων αἱ δὲ µονάδες αὐτοῦ εἶνε ἄγνωστοι. 

ΣΙΙΜ. ᾿Εὰν δοῦῇῃ λογάριθμος ὅλως ἀρνητικός, τρέποµεν αὐτὸν εἰς ἅλ- 
λον, τοῦ ὁπωίου µόνον τὸ χαρακτηριστικὸν νὰ εἶνε ἀρνητικὸν (231). 


Ἑφαρμογαὶ τῶε λογαρέθμων. 


]Ιυλλαπλασιασμοί, διαιρέσεις, ὕψωσις εἷς δυνάμεις 
καὶ ἐξα)ωγὴ ὁιζῶν. 
Ι) Νὰ εὐρεθ] τὸ γινόμενον τῶν ἀριθμῶν 
τοῦ» ἐπὶ 0,6δυ8 
[εὐρίσκομὲν λογ. 109) Χ-- 1.519 
λογ. ὑὐὄ0δ-- 1.9515456 
ἄθροιαμα λογαρίθμων Ἱ ὀδοᾷές-λογ. γινομένου. 
“Ο πρὸς τὸν λογάριθµον ἱ,09086 ἀντιστοιχγῶν ἀριθμὸς 49,01 9 εἰνε τὸ 
ζητούμενον γινόµενον κατὰ προσέγγισιν ἑνὸς χιλιοστοῦ. 
ϱ) Νὰ εὐοεθῇ τὸ πηλίκον τοῦ 809,δ4 διὰ τοῦ Ι90,δί 
λογ. 865,04 ΞΞ 901232 
λογ. 19δ.δΙ1τ--. 2.39185 
διαφορὰ λογαρίθμων Ἡ λογ. πηλίκου Ξ- ὐ,δ89ὸς 
καὶ πηλίκον -- 34,995δ 


χατὰ προσεγγισιν ἑνὸς μυοιοστοῦ. 


-”µμ.Ἓ.ι.- 


ποιο εν υπ Ὁ κ. 


ρσ πο στ πο 
ν. 


τν τν 


ο σι 


. - 3 


-- 20595 --- 


ϐ) ΙΝὰ εὑρεθῃ ἡ τριακοστὴ δύναμις τοῦ ἀριθμοῦ 1,08, τοι ὁ ἀρι- 
θμὸς (1,00)90. 
λογ. 1,08-- 002119 
ἐπι ὅ0 
γινόµενον 0 0,656 10--λογ. (1.06)50, 

Ἐπειδὸ δὲ ὁ ἀληθὴς λογάριθµος τοῦ 1,0 δύναται νὰ διαφέρῃ τοῦ 
ἐν τῷ πίναχι ὑπάρχοντος κατὰ ἡμίσειαν µονάδα τῆς τελευταίας τά- 
ξεως, ἔπεται, ὅτι ὁ εὑρεθεὶς λογάριθµος τοῦ (1,06)50 δύναται νὰ διαφέρῃ 
τοῦ ἀληθοῦς κατὰ 15 µοναδας τῆς αὐτῆς τάξεως ἑπομένως ὁ ἀληθὴς 
λογάριθμος τοῦ (1,08)30 περιλαμβάνεται μεταζὺ τοῦ 0,696ῦ5δ καὶ τοῦ 
0,68 58ῦ: ἄρα ὡς Φαίνεται ἐκ τῶν πινάκων, ἡ ζητουμένη δύναμις πε- 
ῥιλαμβάνεται μεταζὺ τοῦ 4,900 καὶ τοῦ 4,924" ἐκ τούτου ἔπεται, ὅτι 
ἡ ζητουμένη δύναμις εἶνε 4,929 κατὰ προσέγγισοιν 2 χιλιοπτῶν' δια- 
φίρει δηλαδὺ ὁ ἀριθμὸς οὗτος 4,992 ἀπὸ τοῦ ζητουμένου ὀλιγώτερον 
ἡ ὁ γιλ.οστά. 

4) Νὰ ἐξαχθῃ ἡ Τ" ῥίζα τοῦ ἀριθμοῦ 87994. 





Ἔχομεν λογ. 81094---4,94241 
ο 1 
ἐπὶ ] 
γινόµενον ο, 10ου. 
.. 0 


χαὶ ἐπομένως (81504). --Ώι0824 κατὰ προσέγγισιν ἑνὸς μυριοστοῦ. 
2 


ὃ) Νὰ εὑρεμῇ τοῦ 130 ἡ -- δύναμις, τοι ὁ ἀριθμὸς 190, 5. 





Ἔιχομεν λογ. 190--2.01918 
ἐπ 2 
νο 8 
γινόμενον ) 9502 


2 


.. ὃθεν (120)5 ---θ4 599 κατὰ προσέγγισιν ἑνὸς γιλιοστοῦ. 


ϐ) Νὰ ἐξαχθῇ ἡ λε ῥίζα τοῦ ἀριθμοῦ 0,554 
] 


τοι νὰ εὐοεθη ὁ ἀριθμὸς 09945 
Ἐκ τῶν πινάκων εὑρίσκομεν 
λογ. 0,864 ---1 981460 
ἐπὶ --- 
δ 


ο -- 


. δ----- 
Ἰινόμενον  1,08699--λογγ 0,854’ 


-- 210 --- 


ὃ ....... 
ὅθεν ν υ.δ64---0,9659 2905 κκτὰ ποοπέγγισιν ἑνὸς έκχτομ.ιμοιοστοῦ. 
Παρατήρησες. Ἵνα διαιρέσωμεν τὸν λογαριθµον 1,99ἱ460 διὰ 
τοῦ Ὁ, Ὑράφομεν αὐτὸν ὡς ἑξῆς ὃ -- 495140 καὶ διαιροῦμεν ἕκα- 


στον τῶν μερῶν χωριστά. 


Ἰονώνυμκ. 
1) Νὰ εὑρεθῇ ἡ παράστατις 
δ 8 1 
σολ τα κο 
(2) 58 νο, 88) 98] 


8995 8905 

“Ὁ λογάριθμος αὐτῆς ἰσοῦται (254) τῷ λογαρίθμῳ τοῦ ἀριθμητοῦ 
ἑλαττωθέντι κατὰ τὸν λογάριθµον τοῦ παρονομαστοῦ. 

Αλλ ὁ ἀριθμητὴς εἶνε Ὑινόμενον δύο παραγόντων, ἑπομένως ὁ λο- 
γάριθµος αὐτοῦ ἰσοῦται τῷ ἀθροίσματι τῶν λογαρίθμων τῶν παραγόν- 
των (959). 

Ἐπειδὶ) δὲ ἑκάτερος τῶν παραγόντων εἶνε δύναμις, ὁ λογάριθμος αὖ- 
τοῦ ἰσοῦται τῷ λογαρίθμῳ τῆς ᾖάσεως Πολλαπλασιασθέντι ἐπὶ τὸν ἐκ- 
θέτην 54]. 


ὍὭστε ὁ λογάριθμος τῆς δοθείσης παρχστάσεως εἷνε 


κ -ᾱ-ι λογ. 98 -Γ--τ- λογ. 68---λογ. 8998 
Δεάταξες τῶν πρ/Ζξεων. 
λογ»8---Ι 44190 -ᾱ- λογ28---5,1ΤΤ4 
λογδδ---Ι,Τ9498 - λογῦ9---0,ὅ4485 
ἄθροισμα 25ἱ959 
λογδ9 9 ὃ--- δ,9 59890 ἀφχιρεῖτχι 5.595 960 
ὑπόλ. ο δὐ1ύ9 


ἀντιστοιγῶν ἀριθμὸς εἰνε ὁ ϱ,08646, ὅστις διαφέρει τῆς δοθείσης πα- 
ραστάσεως ὁλιγώτερον τοῦ ἑνὸς ἑκατοντάκις γιλιοστοῦ. 


2) "Υπολογίσαι τὴν παράστασιν 
1 


80045) ὃ (68). 
(0,5 1 3)ὸ 
ὁ λογάριθμος αὐτῆς εἶνε ἴσος τῷ 


λογ ὃ --ᾱ- λογ(0,046)-Γ--ᾱ- λογ ὅθ---δ. λογ(0,518) 


- 911 -- 
Δεάταξες τῶν πράξεων. 
1ογ ὃ-- 0,419 
λογ (0,045)---2δ082Ι -ᾱ- λογ(004ὔ)-- 11014 
λογθθ-- 1,184 ----λογδθ-- 044085 
ἄθροισυα ρυδοιι 
λοχ(0,81 ἃ ---Ι,502 48, δλογ(0018)--5,512915ὅ 


ὑπόλοιπον 20196 
καὶ ἀντιστοιγῶν ἀριθμὸς 822, | 
οὗτος ἰσοῦται τῇ παραστάσει κατὰ προσέγγισιν ἑνὸς δεκάτου. 
ΣΗΜ. Πρὸς ἀφαίρεσιν τοῦ λογαρίθμου 851915 νοοῦμεν προστεθείσας 
τρεῖς μονάδας εἰς τὸν µειωτέον καὶ εἰς τὸν ἀφαιρετέον, ὅπερ δὲν βλάπτει 


ο. ὃς 


: τὴν διαφοράν ἡ ἀφαιροῦμεν ἔχαστον τῶν μερῶν χωριστὰ καὶ ἐφαρμόζο- 
μεν τὰ περὶ τῶν ἀρνητικῶν ἀριθμῶν εἰρημένα. 

Τὰ παραδείγματα ταῦτα ἀρκοῦσιν, ἵνα γίνη καταφανῆς ἡ ἀπὸ τῶν 
λογαρίθμων ὠφέλεια' διότι δ αὐτῶν ἐκτελοῦνται εὐκολώτατα πράξεις, 
ετινες ἄλλως θὰ ἦσαν µακρόταται καὶ ἐπιπονώταται. Παρατηρητέον δ᾽ 
ἕως, ὅτι ἐν ἑκάστῳ ὑπολογισμῷ πρέπει νὰ ἐξαχριβώνηται ἡ ἐπιτευχθεῖσα 

.. Ἐρσέγγισις διότι, ὡς ἐν τῷ ὃῳ παραδείγματι ἐδείχθη, ὅταν ὁ αὐτὸς 
' λογάριθμος πολλάκις ἐπαναλαμβθάνηται, Ἡ ὅταν πολλοι λογάριθμοι λαμ- 
|. βάνωνται, ἐπειδὴ ἕκαστος αὐτῶν διαφέρει τοῦ ἀλιθοῦς, ἐπαναλαμβάνε- 
ται χαι τὸ ἐν ἑκάστω ὑπάργον σφάλμα καὶ ἑπομένως ὁ ἐχ τοῦ συν- 
διασμοῦ αὐτῶν προχύπτων λογάριθμος τοῦ ζητουμένου ἀριθμοῦ δύνα- 
ται νὰ διαφέρ τοῦ ἀληθοῦς κατὰ πολλὰς µονάδας τῆς τελευταίας 
| ἑοαδικῆς τάξεως. Ἐν τοιχύτγ περιπτώσει κκλήτερον εἶἷνε νὰ γίνηται 
[ χρῆσις τῶν ἑπταηφίων λογαρίθμων ὡς μείζονα προσέγγισιν παρεχόντων. 
ἔ ᾿Επὶ παραστάσεων μὴ μµονωνύμων ἐφραρμόζονται μετὰ δυσκολίας οἱ 
λογάριθμοι: διότι ἐν γένει εἶνε ἀνάγκη νὰ ὑπολογίζηται διὰ τῶν λογαρί- 
ἡ Όμων ἔχαστος τῶν προσθετέων τῆς παραστάσεως (ἐκτὸς ἂν εἶνε δεδο- 
.. μένος], ὥστε ὁ ὑπολογισμὸς τῆς ὅλης παραστάσεως ἀναλύεται εἰς πε- 
βσσοτέρους ὑπολογισμοὺς μονωνύμων τοῦτο δὲ καὶ τὰς ἐργασίας πολ- 
Ὁ λαπλασιάζει καὶ τὴν προσέγγισιν ᾠλάπτει, ιὰ τοῦτο ζητοῦμεν πάντοτὲ 
νὰ μετασγηματίζωμεν τὴν διὰ τῶν λογχρίθαων ὑπολογιστέχν παράστα- 
6ιν, ἂν εἷνε δυνατόν, εἰς µονώνυμον. Ἐὰν παραδείγω.κτος χάριν πρόχει- 
ται νὰ ὑπολογισθῇ ὁ ὀίνα γα γραρουεν Ἡ ία 5). (α---3] καὶ 
ἐπιιδὶ α καὶ ῷ ὑποτίθενται δεδοµένα, εὐρίσκομεν τοὺς παράγοντας α-{-ῷ 
χαὶ α- -ρ καὶ ἔπειτα ἐφαρμόζομεν τοὺς Λο)αρίθμους. 











Γ 
-- 2189 --- 


πόλως διὰ τῶν λογαρίθαων, διότι λαμβάνοντες τοὺς λογαρίθμους ἀμφο- 
τέρων τῶν ἴσων εὐρίσχομεν 
λογ Κ--λογ α-]-ν.λογ (1 --τ). (1 
᾿Επειδὴ δὲ δύναται νὰ εἶνε ἄγνωστον ἓν οἰονδήποτε ἐχ τῶν τεσσάρων 
ο ἕια,ν,τ, ἔπεται, ὅτι δύνανται νὰ προταθῶσι τέσσαρα διάφορα προβλήµατα. 
"Ἔπονται παραδείγματα τοιούτων προβλημάτων. 
1) ᾿Εδάνεισέ τις πρὸ 125 ἐτῶν 10000 ὁραχμὰς «ἐπὶ ἀνατοκισμῷ 
πρὸς 8 Ό] πόσας ἔχει νὰ λά6ῃ σήμερον; 
Ἔλχομεν ν--Ι2, αΞ- 10000, τ--0,08: ὅθεν ὁ τύπος (1’) ἨὙίνεται 
λογ Κ--λογ 10000 -|-12.λογ (1,08) 
λογ 10000--4 
ι 1ογ(1.08)-0,059842 129 λογ (1.08)--0,40104 
ἓ σος λογΚ--ά,ά0Ι04 
χαὶ Κ--θῦ1Τθ,δ, 





κατὰ προσέγγισιν ὃ δεκάτων. 
2) "Αν τις ἐδάνειξεν ἀπὸ τῆς ἡμέρας τῆς γεννήσεως τοῦ Χριστοῦ ἓν 

λατὸν ἐπὶ ἀνατοκισαῷ πρὸς 4 0]μ, πόσον θὰ ἀγίντο τὸ δάνειον εἷς 
ο. τέλος τοῦ ἔτους 1900; 
αν  Ἔχομεν ν--- 1900 τ--- 0 04 α---().Ο01 
ιν ὁ τύπος (1 ’) γίνεται 

λογ ΚΞ-λογ(0,Ο1)-{- 1900 λογ (1,04) 
λογ(0.01)-- ὃ 
. λγ (1.04)-Ξ0,01108, 1900 λου(1,04)--552,55100 
λογ Κ-- 80,50τ00 
: ὁἀιθμὸς Κ τῶν ὁραχμῶν, αἵτινες παριστῶσι τὴν ἀξίαν τοῦ δανείου μετὰ 
ἡ 1900 ἔτη, γράφεται μὲ δ] ψηφία ἀκέραια. ὃ] ὄγκοι γρυσοῦ, ὧν ἔκαστος 
ους πρὸς τὸν ὄγχον τῆς γῆς, µόλις θὰ ἐξήρκουν πρὸς πληοωμὴν τοῦ πο- 
: Φοῦ τούτου. τῷ ὄντι ὁ ὄγκος τῆς γῆς (ἐπειδὴ ἡ περιφέρειχ τοῦ μεγίστου 
η αύχλου αὐτῆς εἶνε 40 000 000 µέτοκχ) εἶνε κυβικὰ µέτρα 
4 (40 000 000)5. 













ν) δι” 
. τόσος δὲ ὄγχος χουσοῦ θὰ εἶχε βάρος 
9 
᾽ (40 ο 19500 χγιλιόγραµμα 
οσ" ἳ 
(δότι µία λίτρα χρυσοῦ ἔχει βάρος 19,5 χιλιόγραμμα) καὶ ἐπειδὴ ἡ 


δἱ000 δραχµαί, ἡ ἀ. 





ἀζία ἑνὸς χιλιογράαµου τοῦ Ὑρυσοῦ εἶνε περίπου 


-9Ι4 --- 


ξία ἑνὸς τοιούτου ὄγχου θὰ ἦτο 
9 
0 90 00” 1ρδοο. 81000 
ζ4. π" 
καὶ ἂν µ. τοιοῦτοι ὄγχοι ἔχουσιν ἀξίαν ἴσην τῷ ἵ, θὰ εἶνε 
(40 000 0009 


ας 
Κ----ατα-- 19600. 81006 µ. 


ὅθεν εὑρίσχομεν 
λογ(ίμ.ΞΞλογ Κ-λογδ4-Ι-2 λογπ-- ὃ λογι40 000 000) 
---λογ (1 9500) ---λογ(51000) 





λογ Κ--δ0,δδΤ00 ὃ λογ (40 000 000)--22,50618 
λογ δ4-- 115959 λογ 19500 429005 
2 λογ π--- 0,99438 λογ δ1000-- 4,491596 
"8δ.08961 81 59151 
98.055 
8155157 
λογ µ--- ο 149610 καὶ μιξ-δίΙ, 94. 


ὃ) Π]όσας δραχμὰς πρέπει νὰ δανείσῇ τις ἐπ ἀνατοκισιῷ πρὸς 
6 0/ᾳ ἵνα λάδῃ μετὰ 16 ἔτη 50000; 
Ἔλχομεν Κ-- 50000, τ---0,06, ν--Ιδ' ὅθεν ἔπεται ἐκ τοῦ τύπου(13 
λογ α--λογ 50000--- 15. λογ1,06). 
λογ 50000--4,6ο95 591 
λού (1,060)---0,02551 16. λουγ (1,06:--0,5 1965 
ο λργα-- 491932 
καὶ α-- 203560:5 
κατὰ προσέγγισιν 4 μονάδων. | 
4) Πρὸς ποῖον ἐπιτόκιον ὅδ97 δοραχμαὶ ἀνατοκιζόμεναι ἐπὶ 6 ἔτη 
ἔγιναν 96806; 
Ἔλχομεν κ--θ, Ι--98δ0δ, α-- ὔδτ 9: ὅθεν 
λογ (1 τ---ς- (λογ 9506 ---λογ ὅδτο) 
λογ 9805ὅ--δ,591 46 
λογ ὅδ8δο-- ὃ,ττοῦ ὃ 
διαφορὰ ϐ,232092 
λογ (1 -- τ'Ξ-θ0δύ5δ0 
καὶ | --τ-- 10584 
ὅθεν τ- ϐ0,088δά 


καὶ τὸ ἐπιτόκιον 100τ εἴνε 8,84 ὃ] μὲ προσέγ. ἑνὸς ἑκατοστοῦ. 








-- οἱ5ὅ --- 


ϐ) Μειὰ πόσα ἔτη 19689 ὁδραχμαὶ ἀνατοκιζόμεναι πρὸς ὃ 0], γί- 
φονται 49616; 
“Ο τύπος (1’) δίδει 
-.λογ 45818---λογ 1 355» 


λογ (1,05) 
Ἔχομεν λογ458ἱ 8---4,66104 
λογ12589-- 4. 09999 
λογ (1,06)--0/02119 διαφορὰ υ,ο6ι0δ 
056106 56106 . , 
χαὶ ν---- «26 ἔτη καὶ τι πλέον. 


09119 9119 
ΣΗΜ. Ἐκ τῆς λύσεως ταύτῆς βλέπομεν, ὅτι 26 ἔτη δὲν εἶνε ἱκανά, 
4λλ οϱἳ εἶν περισσότερα τοῦ δέοντος. Ἵνα εὕρωμεν καὶ τὸ ἀπαιτού- 
µενον µέρος τοῦ ο” ἔτους  παρατηροῦμεν, ὅτι εἰς τὸ τέλος τοῦ 26/3 
ἔτους αἱ 12589 δραχµαί γίνονται 1295689(1,05):6. ἐὰν δὲ τὸ κεφάλαιον 


τοῦτο τοχισθῇ ἐπὶ η μέρας, θὰ πολλαπλασιασθῇ ἐπὶ ς Έπος) καὶ θὰ 
) 


: ἔχωμεν ἐπομένως τὴν ἐξίσωσιν 19589. 108759 ( 14.θος) 0818, ἐκ 


εῆς ὁποίας προσδιορίζοµεν τὸν ἀριθμὸν ( ορ); ἐξ αὐτοῦ δὲ εὑρίσχο- 
μεν εὐκόλως χαὶ τὸν η. Οὕτως εὐρίσχεται η--Ξ]1 τ2. 
Παρατηρητέον δέ, ὅτι ὁ λογάριθμος τῆς ἐν τῇ 'παρενθέπει ποσότητος 
εἶνε τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως, ἐξ ῆς εὑρίσκεται ὁ ν. 
Πρόθδλημ.κ. 


249. ᾿Εὰν καταθέτῇ τις κατ ἔτος εἷς τράπεξαν τὸ ποσὸν α ὃραχ- 


μῶν ἐπὶ ἀνατοκισμῷ, πόσα θὰ ἔχῃ νὰ Λλάθῃ μετὰ ν ἔτη, τοῦ τὀκου 


τῆς μιᾶς ὁραχμῆς εἷς ἓν ἔτος ὄντος τ 


Αἱ α δραχμαί, αἱ εἲς τὴν ἀργλν τοῦ πρώτου ἔτους κατατεθεῖσαι, ἔμει- 


ναν εἰς ἀνατοχκισμὸν ν ἔτη, καὶ διὰ τοῦτο ἔγιναν α.͵ἰ -|-τ)' αἱ δὲ εἰς 


τὴν ἀργὴν τοῦ δευτέρου ἔτους κατατεθεῖσχι ἔγιναν α(1---τ) ον αἱ δὲ 
εἰς τὸν ἀρχὴν τοῦ τοίτου αἱ --τ)'', καὶ καθεξῆς' τέλος αἱ α δοαγ-- 
μα αἱ χατατεθεῖσχι εἰς τὸν ἀρχὴν τοῦ τελευταίου ἔτους γίνονται 
α(] ---τ). Ὥστε, ἂν διὰ τοῦ Σ παραστήσωμµεν τὸ ποσόν, ὅπερ θὰ λάρη. 
εἰ τὸ τέλος τῶν ν ἐτῶν. θὰ εἰνε 
Σζ-α(1 -ἰ-τ)--αιἱ --τ]'--α(1 ---τ)ζ--.... ἰ-α(1 ---τ)”, ἦτοι (222) 
Σα. Ἔτλι αἱ τα Ἔτι Γη στ 


τ τ 





-- οιἳ -- 


'Ελν χεφάλαιόν τι α δανεισθῃ ἐπὶ ἀνατοχισμῷ, μετὰ παρέλευσιν ν χρο- 
γικῶν διαστημάτων γίνεται α(1 -|-τ)', 

τ ὄντος τοῦ τόχου τῆς μιᾶς δραχμῆς ἐν ἑνὶ τῶν διαστημάτων. 

Αν δὲ πρὸς ἐξόφλητιν πληοώνηται εἰς τὸ τέλος ἑχάστου γρονικοῦ δια- 
«τήματος ἡ ποσότης γ, ἡ μὲν πρώτη δόσις, ῆτις δίδεται εἰς τὸ τέλος 
ποῦ πρώτου διαστήματος, θὰ Ὑίνῃ εἰς τὸ τέλος τῶν ν διαστημάτων 

χα τη] 
Ἁ δὲ δευτέρα, ὡς διδοµένη εἰς τὸ τέλος τοῦ δευτέρου διχστήµατος, εἰς 
ἙἨἡ τέλος τῶν ν διαστημάτων θὰ γίνη 
χ(1 -τ) ο. 
... "Ὁμοίως ἡ τρίτη δόσις θὰ Ὑίνῃ χιΙ --τ)ῦ κτλ. ἡ δὲ προτελευταία 
ἰ (ἐπειδὴ καθ᾽ ἓν µόνον χρονικὸν διάστηµκ τοκίπεται) θὰ γίνῃ χ(1 -|-τὶ, 
καὶ ἡ τελευταία χ. Ὥστε ἡ ὁλικὴ ἀξία τῶν ν δόσεων θὰ εἶνε εἰς τὸ τέ- 
Ἅες τῶν ν διαστημάτων 


ο α«ἘχΙ 9) ΧΙ 9/2 ΧΙ Γ9)-Ε..Ἔχα -θ' 


1 1 
Δι (9399) ο 
τα ἑπομένως, ἵνα συμβῃ ἀπόαβεσις, πρέπει καὶ ἀρχεῖ νὰ εἶνε 


-α(ἱ ---τ)). (4) 


Ἕκ τῆς ἐξισώσεως ταύτης δυνάµεθα νὰ προσδιορίσωµεν μίαν τῶν τεσ- 
φᾷων ποσοτήτων χ, τ, ν ἡ α, ὅταν αἱ λοιπαὶ τρεῖς εἶνε (νωσταί, 
ΣΗΜ. Τὸ πρόθληµα τῆς γρεωλυσίας δυνάµεθα καὶ ἄλλως νὰ λύσωμεν, ὡς ἑξῆς. 
Ἐάν τις δανεισθῇ σήµερ ον α δραγµάς, μετὰ ἓν ἔτος θὰ ὀφείλη νὰ πληοώση αί1 ---τ), 
Ἅπι τὸν τόχον ατ χαὶ τὸ χεφάλαιον α. 
Ἐὰν λοιπὸν πληρώση γ δραγµάς, ἐλαττώνει τὸ Ὑγρέος του κατὰ γ ὁραγµάς, ὅθεν εἰς 
Ἅτλος τοῦ πρώτου ἔτους γρεωστεί µόνον α(1 --τ]---γ δρ. 
Ἐὰν δὶ παραστήσωμεν δι) αι τὸ χρέος τοῦτο καὶ σκεφθῶμεν ὁμοίως, εὑρίσχομεν, ὅτι 
, 4ᾗ τὰ τέλος τοῦ δευτέρου ἔτους θὰ γρεωστῇ µόνον 
αι (1-[-τ]--χ δρ. ἥτοι α(1 -!-τ)Ἅ--- Υ(1-|-τ]--χ ὅπερ παοιστῶ διὰ αν. 
ἡμίως εἰς τὸ τέλος τοῦ τρίτου ἔτους θὰ γοεωστ] μόνον 


3 (11 τ) κ ἅ ἴτοι αι] -|-τ)Σ---γ (ή τή. (1:Γτ]--χ, ὅτε, παριστῶ διὰ αἱ 


1 τι 
τῇ --ἲ 
τ 





ο 


ἱ 
Ἄὰ οὕτω καθεξής εἷς τὸ τέλος . ν7 ἔτους θὰ γρεωστῖ, 
α[1 -τ)' Ίαν” ο Ἅλ τη μ- σγὶ Ἔτ)]--7. Ἡ α, 
Ἡ δὴ θέλει νὰ ἐξοφλήτη ἐντελῶς τὸ γρέος τουι εἷς τὸ τέλος τοῦ ν’Σ ἔτους, ποέπει νὰ 
αὗνια -- -(, Ἆτοι 
. αι]. τ) --χ 1ή-1- ιτ) 1 ο-τλ... αμ. 
τοι μμ. -- -Ἱ --α(] ---τ) 


! (ΣΤΟΙΧ. ΑΛΙΕΡΡΑ }) 1 
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Προθλήματα. 


Ι) ᾿ Εδανείσθη τις δ6000 δραχμὰς ποὸς 70] θέλει δὲ νὰ ἐξοφλήσι 
τὸ χρέος τοῦτο δὺ ἐτησίων δόσεων εἷς 13 ἔτη: πόσον εἶνε τὸ χρεω- 
λύσιον; 

"Ἔχομεν α--- 56000, τ---0,01, ν--] 2. 

Κατὰ πρῶτον ὑπολογίζομεν τὴν δύναμιν (1,01)13 

λογ (1:07)--0,029598 
12. λογ (1,01)--0,95256: ὅθεν (1.0 1)ἱΞ---2,9519 (προσέγ. ὃ μυοιοστ.) 
Ἐκ τῆς ἐξισώσεως (1) λαμβάνομεν νῦν 
56000.(29,251 9).(0,01) 
α Ἰωδῖθ ο 
λογ 560005--4,:4819 
λογ 2,251 9--0,55556 
λοΥ (0,01) --2,84519 
ἄθρ. ὅὃ,940δ0 
λογ(1,251 9)---0,09 196 
ὑπολ.--λογ χ---ὐ,ὅ 45859 
καὶ χΞΞΤΟΡΙ,6 
κατὰ πρ)σέγγισιν µονάδος. 

ϱ) [όσον εἶνε τὸ χρέος, ὅπερ ἐξοφλεῖται εἷς 26 ἔτη διὰ χρεωλυ- 
σίου 8976 ὁραχμῶν, τοῦ ἐπιιοκίου ὄντος 6 0/0; 

Ἐνταῦθα ἔχομεν χ-- 8976, τΞ0,06, ν--25' καὶ ἡ ἐξίσωσις (1) γί- 
5. 106331. 

0:06.(1,06)39 
Ἐπειδὴ δὲ εἶνε (Ώιρ., 194) (1,06)15--499181, ἔπεται 
λογ α---λογ 85 1ὅ --λογ (8,991 87)---λογ (0,06)---λογ (429131), 


νεται α---δ9 


λογ 0.06--2,11815 λογ 3915---δ,95δ08 
λογ (4.291 81)---0,65264 λο ὃ,29181---0,51 144 
141019 44041 

441041 

141079 


λογ α--- 095968 
καὶ α-- 11418], χατὰ προσέγγισιν ὃ μονάδων. 
ϐ) Εἰς πόσα ἔτη ἐξοφλεῖται δάνειον 120000 ὁραχμῶν διὰ χρεωλυ- 
σίου 16000 δραχμῶν, τοῦ ἐπιτοκίου ὄντος δ [ιν 


᾿ΙΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 


ΑΛΛΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ ΤΩΝ ΛΟΓΑΡΙΘΜΩΝ 





Ὀρισμὸς τῶν λογαρέθμων ὡς ἐκθετῶν. 


944. (Ιογάριθµος ἀριθμοῦ λέγεται ὁ ἐκθέτης τῆς δυνάµεως, εἷς τὴν 
ὁποίαν πρέπει νὰ ὑψωθῇ Φὠρισμένος τις ἀριθμὸς α, ἵνα δώσῃ αὔτόν. 

“Ὁ ἀριθμὸς α, ὅστις ὑφούμενος εἰς δυνάμεις πχράγει τοὺς ἄλλους, λέ- 
Ύεται ῥάσις τῶν λογαρίθμων. 

Παραδείγματος χάριν, ἂν ὁ 10 ληφθῇ ὡς ῥάαις, 
ὅ λογάριθμος τοῦ 100 θὰ εἶνε ὁ 2' διότι 100--Ι0” 


τοῦ 1000 θὰ εἶνε ὁ ὃ' διότι 1000-1052 
1 


... 1 -. υ 
καὶ τοῦ Ἰ 10 θὰ εἶνε ὁ ελ διότι] 10--ί10 


᾿Επειδὴ ὡς βάσις α δύναται νὰ ληφθῃ οἰοσδήποτε θετικὸς ἀριθμὸς 
(διάφορος τῆς µονάδος), διὰ τοῦτο δύνανται νὰ σχηματισθῶσι διάφορα 
λογαριθμικὰ συστήµατα, καὶ εἷς καὶ ὁ αὐτὸς ἀοιθμὸς θὰ ἔγη διαφόρους 
λογαρίθμους εἰς τὰ διάφορα ταῦτα συστήματα. 

Παραδείγματος χάριν, ὁ 100 ἔχει λογάριθµον 1, ἐὰν ληφθῇ ὥς βά- 


σις ὁ 100: διότι 100--1001, θὰ ἔγη δὲ λογάριθωον .. ἐὰν ληφθη 
14 Ί ὶ ἑ ν ια. ι 
] 


ὡς βάσις ὁ ἀριθμὸς 10000, διότι 100---10000”, κτλ. 
Καὶ γενικῶς, ἐὰν εἶνε αξ--- Μ, ὁ χΥ θὰ λέγηται λογάριθμος τοῦ 3] κατὰ 
τὴν βάσιν α. 

Οἱ ἐν χρήσει λογάριθμοι ἔχουσι ᾖβάσιν τὸν ἀριθμὸν 10 καὶ λέγονται 
διὰ τοῦτο δεκαδικοὶ λογάριθµοι Ἡ κοινοὶ λογάριθμοι. Ἐν τῇ ἀνωτέρχ 
μαθηματικῇ ἀναδεικνύεται ἄλλη τις ᾖάσις ἀσύμυετρος πασῶν τῶν ἅλ- 
λων ἁρμοδιωτέρα πρὸς τὰς μαθηματικὰς θεωρίας ἀλλ ἐν ταῖς έραρμο- 
γαῖς γίνεται πάντοτε χρῆσις τῶν δεκαδικῶν λογαρίθικων. 

ΣΗΜ. Ἵνα ὃ ἀνωτέρω δοθεὶς ὁρισμὸς σττριχθὴ ἐπὶ τῶν Ὑγνωστῶν, 
πρέπει πρῶτον νὰ ὁρισθῇ ἡ σημασία τῶν δυνάμεων, ὧν οἱ ἐκβέται εἶνε 
ἀσύμμετροι ἀοιθαοί, καὶ νὰ ἀποδειγθῆ, ὅτι κχὶ περὶ τῶν τοιούτων δυ- 
νάµεων ἰσχύουσιν οἱ ἤδη τεθέντες νόμοι (1939) καὶ προσέτι νὰ δειγθῇ, 


Γ 
-- ο0ἱ --- 


ὅτι πρὸς ἕκαστον θετικὸν ἀριθμὸν Μ ἀντιστοιγεῖ ἐκ τῆς ἐξισώσεως αχ---Μ 

εἷς καὶ µόνον εἷς ἐχθέτης ἦτοι λογάριθμος. Επειδ) ὅμως ἡ περὶ τού- 
 πων πραγματεία ὑπερβαίνει τὰ ὅρια τῆς στοιχειώδους μαθηματικῆς καὶ 

µόνον ἐν τῇ ἀνωτέρᾳ μαθηµατικῇ δύναται νὰ γίνῃ τελεία, διὰ τοῦτο ἐν 
᾿ ποῖς ἐπομένοις δεχόµεθα αὐτὰ ἄνευ ἀποδείξεων. 


Ἰδειότητες τῶν λογαρέθμων. 

δ45. "Εν παντὶ συστήµατι λογαρίθµων ἡ μονὰς 1 ἔχει λογάριθµον 
τὸ 0 καὶ ἡ βάσις τὴν µονάδα. 

Διότι εἰνε αἲ---] καὶ αἷ---α, 
οἱοσδήποτε ἀριθμὸς καὶ ἂν εἶνε ὁ α. 

246. “Ο λογάριθµος τοῦ γινομένου δύο ἀριθμῶν ἰσοῦται τῷ ἀθροί- 
οµατι τῶν λογαρίθμων τῶν ἀριθιιῶν τούτω». 

Διότι ἔστω α Ἡ βάσις καὶ χ, ψ οἱ λογάριθμοι τῶν ἀριθμῶν Μ καὶ 


Ν, ἦτοι ἔστω αχ----ἣ χαὶ αἲ---Ν 
τότε θὰ εἶνε καὶ αχἙτ---Μ.Ν 
ζτοι λογ(Μ.Ν)ΞΞΥ-ΙΓψς--λογ.Μ --λογ.Ν. 


Ἐκ τῆς θεμελιώδους ταύτης ἰδιότητος ἀποδεικνύονται αἱ λοιπαὶ ἰδιό- 
τῆτες τῶν λογαρίθμων (δὲ ἐδ. 254---.25 1) 


λογ ( - πιο α---λογ ῥ 
λογ (αἵ'|--τμ. λογ α 
- 1 
λοΥ να πο ΟΥ α. 

Πκρατηρητέον ὅμως, ὅτι αἱ ἰδιότητες τοῦ χαρακτηριστικοῦ καὶ τοῦ 
; ἁκιαδικοῦ µέρους τῶν λογαρίθμων (ἐδ. 281) δὲν ὑπάρχουσιν εἰς τὰ ἄλλα 
) κατήμχτα, πλὴν τοῦ δεκαδικοῦ, ἐνόσω Ὑράφονται οἱ ἀριθμοὶ χατὰ τὸ 
κῤ δεκαδικὸν σύστημα" διὰ τοῦτο εἰς τὰς ἐφαρμογὰς Ὑίνεται χρῆσις µόνον 


τῶν δεχαδιχῶν λογαρίθιμων. 





947. "Έχοντες τοὺς λογαρίθμους ὁσωνδήποτε καὶ οἰωνδήποτε ἀριθ- 
μῶν κατά τινα βάσιν, εὑοίσκομεν τοὺς λογαρίθμους τῶν αὐτῶν ἀριθμῶν 
χα ἄλλην ῥάσιν, ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν: αὐτοὺς ἐπὶ ὡρισμένον τινὰ 
ἀριθμὸν (ὅστις εἶνε ὁ λογάοιθμος τῆς παλαιᾶς ῥάσεως πρὸς τὴν νέαν). 

Διότι ἔστωσαν αἱ βάσεις α καὶ , γ καὶ ν δὲ οἱ λογάριθµοι τοῦ τυ- 
χόντος ἀριθμοῦ 3 κατὰ τὰς φάσεις ταύτας: τότε εἶνε 


αἲ-- Ἡ καὶ β' "--λΙ 
ὄθιν χαὶ αξ--- αν 





-- 225 --- ' 


Ὀρεσμὸς τῶν λογαρέθμων ὡς ὅὀρων 
αρεθμητεκῆς προόδον. 


248. "Εὰν ἔχωμεν δύο προόδους τὴν μὲν γεωμετρικὴν ἀρχομένην ἀπὸ 















µονάδος, τὴν δὲ ἀριθμητικὴν ἀρχομένην ἀπὸ τοῦ 0 
Ἱ,. 1 δ  α-γδ ιον (1 -δ' 
ο, ε ζε --. νε ... 
ὅροι τῖς ἀριθμητικῆς προόδου λέγονται λογάριθµοι τῶν ἀντιστοιχούν- 
ὄρων τῆς γεωμετρικῆς. 
,. Ἵνα ἐκ τοῦ ὁρισμοῦ τούτου ἀποδείζωμεν τὴν θεμελιώδη ἰδιότητα τῶν 
ῥίήμων, ἃς λάβωμεν δύο τυχόντας ὅρους τῆς Ὑεωμετρικῆς προόδου 
μαὶ ἃς παραστήσωμεν αὐτοὺς διὰ Μ καὶ Ν' ἔστω δὲ 
Μ---(! -|- δ)" ΧΞ--(1 --- ὃ)” 
καὶ τὸ γινόµενον αὐτῶν ΜΝ, τοι τὸ (1 --δ''', εἶνε καὶ αὐτὸ ὄρος 
«τῆς γεωμετρικῆς προόδου καὶ ἔχει ἀντίστοιχον ἐν τῇ ἀριθαητικῇ προόδῳ 
αὖν ὅρον (µ.-|-ν)ε' ἑπομένως εἰνε χατὰ τὸν ὁρισμὸν 
λογ (1 ΝΞ(μ-Γνεξ-με--νε 
4) ἐπίσης εἶνε λογ ἃλ--με, λογ νξξνε 
.ἃκ λοι (ΜΝ Ξ-λογ ΔΙ --λογ Ν. | 
Ἑκ τῆς ἀρχικῆς δὲ ταύτης ἰδιότητος ἀποδεικνύονται αἱ ἄλλαι κατὰ 
«τὲ ἐν τοῖς ἐδαφίοις 2994---ἃ ὃἸ εἰρημένα. 
Ὁ δρισμὸς οὗτος τῶν λογαρίθμων συμφωνεῖ πρὸς τὸν προηγούµενον, 
δετις θεωρεῖ τοὺς λογαρίθμους ὡς ἐκθέτας μιᾶς βάσεως, διότι ἔστω α ὁ 
(ἀρθμός, ὅστις ὑψωθεὶς εἰς τὴν δύναμιν ε, παράγει τὸν | ---δ' ἦτοι ἔστω 
1 





α---- ] --ὃ ἣ αξ--( 1 -|-δ) . 


θὰ εἴνε ἱ τα) 


(1 -/-δ)]---αἲὶ. 

.. Ἔκ τούτου βλέπομεν, ὅτι οἱ ὅροι τῆς γεωμετρικῆς προόδου εἶνε δυνά- 
τοῦ α ἔχουσαι ἐχκθέτας τοὺς ἀντιστοίχους ὄρους τῆς ἀριθμητικῆς 
ν, οἵτινες ἑπομένως εἰνςε οἱ λογάριθμοι αὐτῶν κατὰ τὴν βάσιν α. 
ΣΗΜ. Οὕτως ὥρισε τοὺς λογαρίθμους ὁ ἀπινοήσας αὐτοὺς ἨΝέπερος 
αφ 1614: ἀλλὰ κατὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦτον ὁοίζονται οὐχὶ πάντων τῶν 
-Αμθμῶν οἱ λογάριθµοι, ἀλλὰ µόνον ἐκείνων, οἵτινες εἶνε ὅροι τῆς γεωμε- 
Ἑμχῆς προόδου. 
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Ἐκθετικαὶ ἐξιαώσεις. 


949. Οὕτω καλοῦνται αἱ ἐξιπώσεις, αἴτινες ἔχουσι τὸν ἄγνωστον ϱ 
τὸν ἐκθέτην' τοικύτη εἶνε ἡ ἐξίσωσις 
( 2-1 25. 

Αἱ τοιαῦται ἐξισώσεις λύονται εὐκόλως διὰ τῶν λογαρίθυων' καὶ ὅ 
τως, λαμβάνοντες τοὺς λογαρίθμους ἀμγοτέρων τῶν ἴσων, εὑρίσκομ.εν 
7. λογ ΞΞ-λογ 125 
λον 1256 
λογ 2 








ὅθεν ΄-- 


"Βστω προσέτι ἡ ἐξζίσωσις 
δε -ϐν 18). 950 
Ἐκ ταύτης εὑρίσκομεν ὁμοίως 
(χ----θχ-]- 8).λογ ὃξςλογ 250 





ἢ αχ Γὃ- ος 


ἡ δὲ ἐξίσωσις αὕτη εἶνε δευτέρου βαθμοῦ πρὸς τὸ γ καὶ ἑπομένως λύ 
τχι κατὰ τὰ Ίδη γνωστά. 
ΣΗΜ. Η ἐκθετικὴ ἐξίσωσις αξξῷ δύναται νὰ Ἀνθὴ καὶ ἄνεν τῶν λι 


γαρίθµων ὡς ἑτῆς. 








ο 
Αν θέλωµεν νὰ προσδιορίσωμὲν τὸν ἄγνωστον 7 (ὅστις εἶνε ὅ λογ; 
ὶ 
- ο ο ν΄  ὸ 9 - --. “φι --. φ- 
βριθµος τοῦ ῥ κατὰ τὴν ῥάσιν α) κατὰ προσέγγισιν -- τοέπει νὰ εἰ 
- ο -” ᾳ ν 4 
ρωμεν κλάσμκ τι ---- τοιοῦτον, ὥστε νὰ εἰνξ 
Ψ | 
ρ ο] 
] ν 
α «“«ὙὉ«α , 
Ι 
ο . ν.  ὃ  ο-- ] 
διότι τότε ὁ ἄγνωστος χ θὰ περιλκμβχνηται μεταυὺ ἳ καὶ 
ν ν 


κ -- » [ ενα 
Γκ. τῶν ἀνιποτήτων τούτων πουκύπτουσιν οἱ ἑξῆς 


αἲ «οὐ «αἲ "| 
γ 


έλ ωλέσοι 6) ὅτι --. εὖ Φιν -- κ 9 --., /ῥαροει - 42) ον ν 
5 ων πάὖ) “.ν {, όν ν Ίνρος 325 υνν .»ὁ . αξ τοσσε ιοιν - [ Ξχκει 


ὑψώσωμεν τὸν ᾖῥ εἰς τὴν δύναμιν ν καὶ ἔπειτα νὰ εὕρωμεν Δύο ἐφεζ 


- ψ 6 9 ρπτι - ῳ , Νο 
δυνάµεις τοῦ α ἔστω τὰς αἳ καὶ αἱ τἰ, περιλκυήκνούσας τὴν δύναμ, 


] 


} 





ν / κ) ο π , 
κά ν ἱ ͵ 


--- 3οδ --- 


ΣΚΕΦΑΛΑΙΟΝ τΤ”’. 


ΠΕΡΙ ΜΕΤΑΘΕΣΡΩΝ, ΔΙΑΤΑΞΕΩΝ ΚΑΙ ΣΥΝΑΤΑΣΣΙΩΝ. 
ΤΥΠΟΣ ΤΟΥ ΔΙΟΝΥΜΟ)Υ,. ΠΕΡΙ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΟΣ. 


Λεταθέσειες. 


250. Μεταθέσεις πραγμάτων τινῶν λέγονται οἱ διάφοροι τρόπ»ι, καθ 
οὓς δύνανται ταῦτα νὰ τεθῶσιν εἰς µίαν σειρὰν τὸ ἓν κατόπιν τοῦ ἄλλον. 
Δύο γοάµµατα α, β ἐπιδέχονται προδήλως δύο µόνον μεταθέσεις 
αγ χαὶ ρα. 

να δὲ εὕρωμεν πάσας τὰς μεταθέσεις τῶν τριῶν γραμμάτων α,β, Υ, 
ἀρκεῖ νὰ θέσωμεν τὸ νέων γράμμα Υ ἐν ἑκάστη μ.εταθέσει αβ, ῥα εἰς πἀ- 
σας τὰς θέσεις, ὡς ἑξῆς 


αβγ μαγ 
αὖῷ φγα 


γαβ .βα. 

Οὔὑτω Προχύπτουσιν 6 μεταθέσεις τῶν τριῶν γραμμάτων. 

Καὶ γενικῶς, ἔχοντες τὰς μεταθέσεις τῶν (ν--{1) γραμμάτων, δυνά- 
μεθχ νὰ εὕρωμεν πάσας τὰς μεταθέσεις τῶν ν Ὑραμμάτων, ἐὰν θέσωμεν 
τὸ νέον γράμμα ἐν ἑκάστῃ µεταβέσει εἰς πάσας τὰς θέσεις (ἔχει δὲ ν 
θέσεις ἑκάστη'. Αἱ οὕτω προκύπτουσαι μεταθέσεις διαφέρουσιν ἀπ ἆλ- 
λήλων' διότι αἱ μὲν ἐκ τῆς αὐτῆς µεταθέσεως προερχγόμεναι διαφέοουσι 
κατὰ τὴν θέσιν τοῦ νέου γράμματος, αἱ δὲ ἐκ διαφόρων, κατὰ τὴν θέσιν 
τῶν ἄλλων γοχυυάτων. Δὲν ὑπάρχουσ. δὲ ἄλλαι μεταθέσεις τῶν νγραµ- 
µάτων διότι ἂς φαντασθῇ τις οἰανδήποτε μµετάθεσιν αὐτῶν' ἐὰν ἐξ αὖ- 
τῆς παρχλεινθῃ τὸ νέον γράυμα, θὰ μείνη προφανῶς µετάθεσίςτις τῶν 
(ν--- 1) γραμμάτων ταύτην δὲ εἴχομεν ἐξ ἀρχῆς καὶ ἐπειδὴ ἐθέσαμεν τὸ 
νέον Υράωμα, εἰς πάσας τὰς θέσεις αὐτῆς, ἔπετχι, ὅτι εὑρέθη καὶ ἡ ψε- 
τάθεσις, Ἑν θεωςοῦμεν. 

Ετειδὴ ἑκάστγ τῶν υεταβέσεων τῶν ν--] γραμμάτων παράγει ν 
μεταθέσεις τῶν ν Ὑραμμάτων, ἔπεται, ὅτι, ἂν παρχοταθῃ διὰ τοῦ Κ τὸ 
Ἅλῆθος τῶν πρώτων, αἱ δεύτερχι θὰ εἶνε Κ.ν. 

Ἐπαρμόζοντες τὴν πρότασιν ταύτην κχὶ ἐνθυμούμενοι, ὅτι αἱ μετχθέ- 
σεις δύο Ὑραµμάτων εἰνε 1., εὑρίσκομεν, ὅτι αἱ μεταθέσεις τριῶν γραμ- 


μάτων εἶνε 1.2.9 





4 -- 21 --- 


Κατὰ ταῦτα τὸ πλῆθος τῶν διατάξεων τῶν µ. γραμμάτων 

ἀνὰ ἓν εἶνε µ' 

ἀνὰ δύο μ(μ---1)' 

ἀνὰ τρία μίμ--1) μ--2) 
ὁ καὶ γενιχκῶς ἀνὰ ν εἶνε μίμ---1) (μ--2). . . (µ-ν 1-1). 
.. Εὰν τὰ µ γράμματα λαμβάνωνται ἀνὰ µ, αἱ διατάξεις ἀποβαίνουσι 
µεταθέσεις' διότι μόνον χατὰ τὴν τάξιν δύνανται νὰ διαφέρωσι».. Ωὔτως 
" αὐρίσχομεν καὶ πάλιν τὸ πλῆθος τῶν µεταθέσεων τῶν µ γραμμάτων 
μ(μ---1) (μ---2) .(μ.---μ.-Ι- 1), ἦτοι 1. 2. δ....μ. 

Συνδυασμµοέ. 










309. Συνδυασμοὶ µ. πραγμάτων ἀνὰ ν, λέγονται οἱ διάφοροι τρόποι, 
χαθ᾽ οὓς δυνάµεθα νὰ λάβωμεν ἐκ τῶν µ. πραγμάτων τὰ ν' (τοι αἱ διατά- 
. ζαςτῶν µ. πραγμάτων ἀνὰ ν, αἱ καθ’ ἓν τοὐλάχιστον πρᾶγμα διχφέρουσαι 
. ο. ἀλλήλων). 

Σχηματεσμὸς τῶν αυνδυασμῶν. 


ο λνὰ ἓν τὰ µ γράμματα α, β, γι ὃ, Ε....µ. ἐπιδέχονται προφανῶς 
Κ συνδυασμούς, τοὺς ἑξῆς α, β, Υ, ὃ, 6,... µ. 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τοὺς ἀνὰ δύο συνδυασμοὺς τῶν αὐτῶν Ὑραµμµάτων, 
Ἱβάφομεν κατόπιν ἑκάστου ἐξ αὐτῶν ἕκαστον τῶν ἑπομένων τον οὕτω 


Ἀρθχύπτουσιν οἱ ἑξῆς συνδυασμοὶ ἀνὰ δύο. 


ἐκ τοῦ α οἱ αβ αγ αδ αε,.. αμ 
ἐκ τοῦ β οἱ ϐΥ βδ βε... βµ 
ἐχ τοῦ Υ οἱ Υδ γε... Υμ 
ἐκ τοῦ λ ὁ λμ. 


Σώτοι δὲ εἶνε ἅπαντες οἱ συνδυασμοὶ τῶν µ. γραμμάτων ἀνὰ δύο. 

Πρὸς εὕρεσιν τῶν ἀνὰ τρία συνδυασμῶν, ἀρκεῖ νὰ λάβωμεν ἔχαστον 
τῶν ἀνὰ δύο συνδυασμῶν καὶ νὰ Ὑράφωμεν χατόπιν τοῦ τελευταίου 
| Ὑβάμματός του ἔχαστον τῶν ἑπομένων αὐτῷ, γραμμ.άτων' οὕτω προχύ- 
ἆτουσιν οἱ ἑξῆς ἀνὰ τρία συνδυασμοὶ 

ἐκ τοῦ αβ οἱ αβγ, αβο, αβε,... αβµ. 
ἐκ τοῦ αγ οἱ αγδ, αγε,... αγμ. 


Καὶ γενικῶς πρὸς εὕρεσιν τῶν ἀνὰ ν συνδυασμῶν, ἀρχκεῖ νὰ λάβωμεν 
Ἕκαστον τῶν ἀνὰ ν---ἰ καὶ νὰ γράψωµεν κατόπιν τοῦ τελευταίου γράµ- 


” 
Πε 
, 


Μτός του ἕκαστον τῶν ἑπομένων του. 


Λο, 
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Καὶ ὄντως' οἱ οὕτω προκύπτοντες συνδυασμοὶ θὰ εἶνε διάφοροι ἆπ 
ἀλλήλων' διότι οἱ μὲν. ἐκ τοῦ αὐτοῦ συνδυασμοῦ (ἀνὰ ν---1) προκύ 
πτοντες διχφέρουσι κατὰ τὸ τελευταῖον γράμμα, οἱ δὲ ἐκ διαφόρων, χατι 
τὰ ἄλλα" δὲν ὑπάρχει δὲ ἐκτὸς αὐτῶν ἄλλος συνδυασμὸς τῶν µ γραμ 
µάτων ἀνὰ ν' διότι ἃς φαντασ)ῇ τις οἰονδήποτε συνδυασμὸν ἀνὰ ν κα 
ᾱς διατάξη τὰ γράμματα αὐτοῦ κατὰ τὴν τάζιν των ([α, β, Υ, ὃ,.. µ 
ἐὰν τότε παραλειφθῃ τὸ τελευταῖον γράμμα, θὰ προχύψγη συνδυασμός τι 
τῶν μ. γραμμάτων ἀνὰ ν---]' τὸν συνὸωασμὸν τοῦτον εἴχομεν ἐξ ἀρχῆς 
καὶ ἐπειδὴ ἐγράψαμεν κατόπιν αὐτοῦ πάντα τὰ μετὰ τὸ τελευταῖον φη 
φίον του ἐρχόμενα γράμματα, εὕρομεν καὶ τὸν συνδυασμὸν ἐκεῖνον. 


Πλήθος τῶν ουνὈνυασμῶν. 


Ἔστω Σ τὸ πλῆθος τῶν συνδυασμῶν τῶν µ Ὑραµυάτων ἀνὰ 
καὶ ἃ τὸ πλᾶθος τῶν διατάξεων τῶν αὐτῶν µ. γραμμάτων ἀνὰ ν καὶ ἃ 
τὸ πλῆθος τῶν µεταθέσεων τῶν ν γραμμάτων. 

᾽Πὰν εἰς ἔκαστον τῶν ὃ συνδυασμῶν χάμωμεν πάσας τὰς δυνατὰ 
μεταθέσεις τῶν ν Ὑραμμάτων αὐτοῦ, θὰ εὕρωμεν ἐξ αὐτοῦ ΑΙ διατάξει 
(αἵτινες θὰ περιέχωσι μὲν τὰ αὐτὰ Γράμματα θὰ διαφέρωσιν ὅμως κχατ' 
τὴν θέσιν αὐτῶν) ὥστε ἐχ τῶν Σ συνδυασμῶν θὰ προκύψωσ:. τὸ ὅλο 
ἡ].Σ; διατάξεις. Δἱ διατάξεις αὗταχι διαφέρουσιν ἀπ ἀλλήλων' διότ, α 

Δ - 9 - -” , 9 4 
μεν ἐχ τοῦ αὐτοῦ συνδυασμοῦ προκύπτουσαι διαφέρουσι κατὰ τὴν τάσ! 
τῶν |ν γραμμάτων, αἱ δὲ ἐκ διαφόρων, κατά τινα γράμματα" οὐδὲ ὑπάρ 
χει πλὴν αὐτῶν ἄλλη διάταξις τῶν µ. γραμμάτων, ἀνὰ ν' διότι ἃς φαν 
τασθῇ τις μίαν οἱανδήποτε διάταζιν τὰ ν γράμματα, τὰ ὁποῖα αὖτ 
περιέχει, κατὰ τὴν φυσικὴν αὐτῶν τάξιν λαμβανόμενα, ἀποτελοῦσιν ἔνι 
συνδυασμὸν τῶν µ γραμμάτων ἀνὰ ν' τοῦτον δὲ εἴχομεν ἐξ ἀοχγῆς κα 
ἐπειὸὶλ ἐκάμαυεν εἰς αὐτὸν πάσας τὰς δυνχτὰς μεταθέσεις τῶν «οχα: 

μαι μ. ντι 
., Ν ον ἃ , | , Ἑ , να 
µάτων του, εὔρομεν καὶ την διάταξιν ταύτην. Ἐκ τούτων συνάγεται, ὅτι 

ἱ ὡς εἴρηται ποοκύπτουσαι ]. Σ διατλζεις εἰνε ἅπασχι αἱ διατά-εις τῶ 
αἱ ὡς εἴρη ουκύπτουσαι ΜΙ. Σ ὃ εις εἶνε ἅπασαι αἱ δικτάζε ν 


µ. γρομµάτων ἀνὰ ν' τουτέστιν εἶνε 


Α-Ξ- 1. ὃ, ὅθεν καὶ » 


Μ 
καὶ ἐπειδὴ εἰνε Ἀξζμιίμ.---Τ)...(μ--ν -- 1) 
χαὶ ἡ---Ι.2.8δ...ν. 
ἔπεται Νο στο ο. Η )(μ).. μυ . (1) 


1. δ, δ... ν 


ΣΗΜ. Α΄. Ἐπειδὴ ὁ ἀριμὸς τῶν συνδυχσμῶν εἶνε πάντοτε ἀχέραιος 
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πκται ἐκ τοῦ προηγουμένου τύπου, ὅτι τὸ γινόµενον ν διαδοχικῶν ἀρι- 
μῶν εἶνε πάντοτε διαιρετὸν διὰ τοῦ γινομένου |. 2. δ....ν. 

ΣΗΜ. Β΄. “Ὁ ἀριθμὸς τῶν συνδυασμῶν µ πραγμάτων ἀνὰ ν γράφεται 
εἰ ὡς ἐξῖς Σ-- ἱ. ὁ. ὃ. 4..µ 

1. 2. δν) (1. 2. δ.. (μ--ν)) 

Ὢν ἀμφότεροι οἱ ὅροι τῆς παραστάσεως (|) πολλαπλασιασθῶσιν ἐπὶ 
9. δι... (µ---ν). Ἐκ τῆς ἐκφράσεως δὲ ταύτης τοῦ Σ φαίνεται ἀμέσως, 
εε ὁ ἀριθμὸς τῶν συνδυασμῶν µ πραγμάτων εἶνε ὃ αὐτός, εἴτε ἀνὰ ν 
»νδυασθῶσι ταῦτα, εἴτε ἀνὰ μ---ν' τοῦτο δὲ καὶ ἀμέσως γίνεται Φανε- 
ὃν διότι τὰ γράμματα, τὰ ὁποῖα λείπουσιν ἐξ ἑνὸς συνδυασμοῦ ἀνὰ ν 
πποτελοῦσι συνδυκαµόν τινα τῶν αὐτῶν μ γραμμάτων ἀνὰ µ---ν. 


ἙἘφαρμογαέ. 


1) Εὐρεῖν τὸ πλᾶθος τῶν διαγωνίων εὐθυγράμμου σχήματος, τὸ ὁποῖον 
ἔχε µ πλευρὰς καὶ µ. κορυφάς. 
Αἱ τὰς µ κθουφὰς ἀνὰ 9 συνδέουσαι πρὸς ἀλλήλας εὐθεῖα. εἶνε τό- 
8, ὅσοι εἶνε οἱ συνδυασμοὶ τῶν µ. πραγμάτων ἀνὰ 9, ἴτοι μμ --1) 
ἐ |] 1 ν) 

ἢλ ἀπὸ τούτων ἀφαιρετέον τὰς µ. πλευρὰς τοῦ σχήματος ὥστε ἀπομέ- 
ννσι διαγώνιοι 

μίμ--1) 

[.3 9 

33) Πόσα σημεῖα γίνονται, ἐὰν αἱ µ πλευρα) ἐπιπέδου πολ,γώνου προτ- 


: ὗτοι μίμ---ὅ) 
ν 1.2 














η 


βλ γθῶσιν εἰς ἄπειρον; (ὑποτίθεται, ὅτι δὲν εἶνε δύο παρἍλλγλοι). 
ὰἜ όσχι τουαὶ ὑπ τάργοὐσιν, ὅσοι εἰνς οἱ συνδυχσιοὶ τῶν υ ποαγµάτων 


μυ. 1) , , , 
Σ υ. Ὅτοι ------ Ὁ ἐκ τούτων ἀφαιρετέον τὰς µ. χορυφάς, ὥστε γί- 





|. .2 
γται τουαὶ μιμ-.ὅ) 

.. 2 
5) Κατὰ πότους διαρόροις τρόπους δύνανται νὰ μα 60 Ἄνθρω- 
οἳ εἰς χύκλον: (απ. 1. 2. ὃ. 4. 


4) Πόσοι ἀριθμοὶ δι» 
διάφορα ἀπ) ἀλλήλων: πό ον ήφιοις 
(Απ. δινήφιοι '). ὃ Ἡ τὸ. τοινήνιο 9). ὃ. τ τοι 504). 
ϐ) Κατὰ πόσους τόπους δύνανται νὰ παραταγθῶσιν ὃ στρατιῶται εἰς 


{ραμμήν; { Απ. 1. ὁ. ὃ. 4. Ὁ. 6. τ. ὃ τοι 40 ὃ50). 


κ. 
Ὁ το 
ει” 

ο 
σ ΄ 
εἰ 
δὲν 

τὸ 
ας 
ο) 
« 
- 
- 
ο 
να. 
ὠῶ 
-« 
«/ 
[ο] 
νὶ 
εν 
- ο. 
ος 
α 
ας 
νὲ 
« 

ι) 
-υ 
ὰ 
.” 
Ν 
Δὲ 
5 














ἁ 


στος τούτων ἔχει ἴσην πιθανότητα νὰ ἐξαχθῇ' ἐπειδὴ δὲ ἡ πιθανότης 


--- οδ6 --- 


ὅλων εἶνε τός ἔπεται, ὅτι ἡ πιθανότης τοῦ νὰ ἐξαχθῇ δεύτερος ὁ 2 


(ἀφοῦ ἐξαχθῇ πρῶτος ὁ 1) εἶνε ος σα Καὶ τούτου δὲ γενομένο», µέ- 


νουαιν ἐν τῇ χάλπῃ 98 ἀριθμοὶ καὶ ἕκχαστος ἔχει ἴσην πιθανότητα" ὅλαι 
δὲ ὁμοῦ αἱ πιθανότητες συναποτελοῦσι τὸν ἀριθμὸν αν - ὥστε ἡ 
1ου 99 
πιθανότης τοῦ νὰ ἐξαχθῶσι κατὰ σειρὰν οἱ ἀριθμοὶ 1, Ὁ, ὃ, εἴἶνε 
ι 1 1! 
100 9 "98 
"Ομοίως εὑρίσχομεν, ὅτι ἡ πιθανότης τοῦ νὰ ἐξαχθῶσιν οἱ ἀοιθμοὶ 
9 1 
ὃ) Τῶν αὐτῶν ὄντων, ποίχ εἶνε ἡ πιθανότης τοῦ ὅτι οἱ τρεῖς ἐξα- 
χθησόµενοι ἀριθμοὶ θὰ εἴνε ἐφεξῆς; 
᾿Εὰν πρέπῃ νὰ ἐξαχθῶσι χκτὰ σειράν, ἦτοι πρῶτον ὁ µικοότερος, ἔπειτα 


1, 2, ὃ καθ οἰανδήποτε τάξιν εἶνε 


ι 
ὁ μεσαῖος χαὶ τρίτος ὁ μεγαλήτευος, ἡ πιθανό εἶνε - -.. --- διό 
μεσαῖος ρ μ.εγαλήτερος, ἡ πιθανότης εἶ τοῦ”-σο ιότι 


τοῦτο γίνεται, µόνον ἂν ἐξαχθῶσιν οἱ 1, 2, ὃ, ἡ οἱ Ὁ, ὃ, 4, Ἡ οἱ ὃ, 4, ὅ.. 
Ἡ τέλος οἱ 98, 99, 100 ἑκάστη δὲ τριὰς ἔχει πιθανότητα νὰ ἐξαχθῇ 


Γι τν 1 
1οῦ 99 98᾽ 


Εὰν ὅ άξις εἶνε ἀδιά , ἡ πιθανότης εἶνε - - ... 
ν ὅμως ἡ τάζις εἶνε ἀδιάφορος, ἡ πιθανότης εἷν Τσ 06 


ϱ) Ῥίπτομεν ἓν νόµισµα κατὰ τύχην τρεῖς φοράς ποία εἶνε ἡ πιθα. 
νότης τοῦ ὅτι χαὶ τὰς τρεὶῖς φορὰς πεσὸν τὸ νόμισμα ἐπὶ τοῦ ἐδάφους 
θὰ δείξη τὸ πρόσωπον; (δι σ) 

10) Ῥιπτομεν δύο νομίσματα ν φοράς' εἶνε ποία εἶνε ἡ πιθανότης τοῦ 
ὅτι ἀμφότερα χαὶ τὰς ν φορὰς θὰ δεικνύωσιν ἀἁδιχλείπτως τὸ πρόσωπον; 


(Απ 3) 


11) Ἐάν τις γράψῃ τυχαίως ἕνα ὀκταψήφιον ἀριθμόν, ποία εἶνε ἡ πι- 
θανότης ὅτι πάντα τὰ ψηφία αὐτοῦ θὰ εἶνε διάφορα ἀπ ἀλλήλων; 


Απ. -.. | 
οο0υ0υ0οῦ 


΄ 


ο] 
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19) 'Εὰν γραμμλ ἔχουσα μῆχος α τμηθῇ ὡς ἔτυχεν, ποία εἶνε ἡ πι. 
θανότης, ὅτι τὰ δύο τμήματα θὰ διαφέρωσιν ὁλιγώτερον τοῦ δοθέντος 
μήκους µ; ο, τ} 

19) ᾿Εὰν ῥίγωμεν ἓν νόμισμα ν φοράς, ποία εἶνε ἡ πιθανότης, ὅτι θὰ 
παρουσιασθῃ α φορὰς τὸ πρόσωπον ἐν συνόλῳ χαὶ β φορὰς τὸ στέµµε; 
(ἀδιάφορον κατὰ ποίαν τάξιν). 

“Ὁ ἀριθμὸς πασῶν τῶν δυνατῶν περιπτώσεων εἴνε προφανῶς )’ (διότι 
τὴν πρώτην φορὰν ἔχομεν δύο περιπτώσεις, ἑκάστη [δὲ τούτων τὴν δευτέ- 
ραν φορὰν δίδει πάλιν δύο, καὶ οὕτω καθεζῆς) Αλλ' ὁ αὐτὸς ἀριθμὸς δύ- 
ναται καὶ ἄλλως νὰ εὑρεθῇῃ ἐὰν δηλαδὴ διὰ τοῦ π παριστῶμεν τὸ πρόσω- 
πον καὶ διὰ τοῦ σ τὸ στέµµα, πρόδηλον εἶνε, ὅτι τόσαι περιπτώσεις δυ- 
ναταὶ ὑπάρχουσιν, ὅσα Ὑινόμενα δυνάµεθα νὰ σχηµ.ατίσωµεν ἐκ ν παρχγόν- 
των, ὧν ἕκαστος εἶνε ἢἡ π ἡ σ. Πάντα δὲ τὰ γινόμενα ταῦτα εἶνε ὅροι 
τοῦ γινομένου (π-|-σ)’ πρὸ τῆς ἀναγωγῆς' ὁ δὲ ἀριθμὸς τῶν εὐνοϊκῶν πε- 
ιπτώσεων εἶνε ὁ ἀριθμὸς τῶν ὅρων τοῦ γινομένου τούτου, οἵτινες ἔχουσιν 
α φορὰς τὸ π (ἑπομένως β φορὰς τὸ σ)' ἦτοι ὁ ἀριθμὸς τῶν ὄρων π᾿ αθ. 
ὁ ἀριθμὸς οὗτος δειχνύεται ὑπὸ τοῦ συντελεστοῦ, ὃν ἔχει τὸ π᾽ σον ἐν τῷ 

1 ὁ.. 
ἀναπτύγματι τοῦ διωνύµου (π-]-σ)’, ὅστις εἶνε ᾱ- πι τη α){Τ2 58.) 
ὅθεν ἡ ζητουµένη πιθανότης εἶνε 
1. 2.5......ν 1 
(1.2.8...) (1.2.5..β) 23 

Εὰν λ. χ. ῥίψωμεν τὸ νόµισµα 10 φοράς, ἡ πιθανότης τοῦ νὰ εὕρωμεν 

π-- Ο, Ἱ, 2, ὃ, 4 Ὁ, 6, Ἱ, δ, 9, 10 

α--{0, 9Ὁ, 5, Ἱ, ϐ, ο, 4 ὃ, ὁ Ἱ, 0 


ἶνε Ι. 10 46 190 9ἱ0 265 9ἱ0 120 4ξ 1ο τ, 
Ἔδος το Ὅτο ΦΙῦ» ο Ὅιο) Φτ) Ὅιο. ΦΤ) Ὁτο) Τὸ το 
ΤΕΛΟΣ 








ΠΙΝΑΞ ΤΩΝ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 





ΕΙΣΑΓΩΓΗ 


ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΡΧΑΙ ΤΗΣ ΙΣΟΤΗΊΟΣ ΚΑΙ ΤΩΝ ΤΕΣΣΑΡΩΝ ΗΡΑΞΒΕΒΩΝ 


, 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α. 
᾿Ακέραιοι ἀριθμοί 

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Ε’. 
Περὶ τῶν κλασματικῶν ἀριθμῶν. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Ι". 
Τὸ μηδὲν ὡς ἀριθµός. 
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Δ.. 


Σύστημα τῶν θετικῶν καὶ τῶν ἀρνητικῶν ἀριθμῶν. 


, 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Ε. 
Δυνάμεις καὶ ἀρχικαὶ ἰδιότητες αὐτῶν 


ΒΙΒΛΙΟΝ Α.. 
ΗΒ ΑΛΓΕΗΡΑ ΚΑΙ ΑΙ ΑΛΓΕΒΡΙΚΑΙ ΙΙΡΑΞΕΙΣ 
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α’. 


Προκαταρκτικαὶ ἔννοιαι . 
ὈΟρισμὸς τῆς ᾽Αλγέβρας. ᾽Αλγεβρικὰ σύμβολα: , 
3 Αλγεβρικαὶ παραστάσεις καὶ διάφορα εἴδη αὐτῶν. 
Βαθμὸς τῶν ἀχεραίων παραστάσεων. Μερικαὶ τιµαὶ τῶν 
ἀλγεβρικῶν παραστάσεων. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΕΒ’. 


᾿Αλγεθρικαὶ πράξεις 
Πρόσθεσις. Περὶ τῶν ὁμοίων ὄρων καὶ τῆς προσθέσεως 
αὐτῶν. ᾽Αφαίρεσις. [Πολλαπλασιασμός. Διαίρεσις. 
Κλασματικαὶ παραστάσεις ἢ ἀλγεβρικὰ χλάσματα. 


Σελ. 
1-8 
9. -Ιὲ 
19 
14. «20 
21 --δ5ὐ 
ο --δ9 
9. 4ᾗ 





-- 259 --- 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Δ.. 


᾿Εξισώσεις τοῦ δευτέρου βαθμοῦ 

Ἰδιότητες τῶν ἐξισώσεων. [ ενικὴ μορφὴ πάσης ἐξισώσεως 
τοῦ δευτέρυ βαθμοῦ. Λύσις τῆς ἐξισώσεως χζ--κ. 
Λύσις τῆς ἐξισώσεως χ'--πχ--θ. Λύσις τῆς γενικῆς 
ἐξισώσεως χ'-|-πχ--κ. Σχέσεις μειαξὺ τῶν συντελε- 
στῶν καὶ τῶν ῥιζῶν τῆς ἐξισώσεως τοῦ δευτέρου βκ- 
θμοῦ. ᾿Ανάλυσις παντὸς τριωνύµου τοῦ δευτέρου βαθμοῦ 
εἰς παράγοντας τοῦ πρώτου βαΏμοῦ. ᾿Γξισώσεις ἔχου- 
σαι ῥιζικά. Διτετράγωνοι ἐξισώσεις. Προβλήματα. 

ΒΙΒΛΙΟΝ δΔ᾽. 
ΚΑΦΑΛΑΙΟΝ Α’. 
Περὶ προόδω». 

Α ]ρόοδοι ἀριθμητικαί. ἘΕδρεσις τοῦ ὅρου τοῦ κατέ- 
χοντος ὡρισμένην τάξιν ἐν τῇ προόδῳ. "βθροισμα τῶν 
ὅρων τῆς ἀριθμητικῆς προόδου ....... 

Β΄) Πρόοδοι Ὑεωµετρικαί. Βδρεσις τοῦ ὅρου τοῦ κχτέ- 
χοντος ὡρισμένην τάξιν ἐν γεωμετρικῇ προόδῳ. ᾿"Αθροι- 
σµα τῶν ὄρων γεωμετρικῆς προόδου. (Θεωρήματα περὶ 
τῶν φθινουσῶν Ὑγεωμετρικῶν προόδων, αἵτινες ἔχουσιν 
ἄπειρον πλῆθος ὅρων. 

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Β. 
{4ογάριθμοι. 

“λρισμὸς τῶν λογαρίθμων καὶ ἰδιότητες αὐτῶν. Παρατη- 
βήσεις περὶ τῶν λογαρίθμων Περὶ τῶν λογαριθμικῶν 
πινάκων καὶ τῆς χρήσεως αὐτῶν. ᾿Εφαρμογαὶ τῶν λο- 
γαρίθμων. Περὶ ἀνατοχισμοῦ. ὮᾖΠερὶ χρεωλυσίας 

Λαράρτημα. “Ορισμὸς τῶν λογαρίθμων ὡς ἐχθετῶν. Διά- 
φορα συστήµατα λογαρίθμων. ᾿Όρισμὸς τῶν λογαρίιθμων 
ὡς ὄρων ἀριθμητικῆς προόδου. ᾿Εικθετικαὶ ἐξισώσεις. 

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Γ.. 

Περὶ µεταθέσεω», διατάξεων καὶ συνδυασμῶν . 

Μεταθέσεις, Διατάξεις. Συνδυασμοί. Τύπος τοῦ διωνύµου. 
Περὶ πιθανότητος» 
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ΕΝ ΑΘΗΝΑΙΣ 
ΕΚ ΤΟΥ ΤΥΠΟΓΡΑΦΗΙΟΥ Π. Δ. ΣΑΚΕΛΛΑΡΙΟΥ 
1900 


Πᾶν ἀντίτυπον μὶ φέρον τὴν ὑπογραφήν μον θεωρεῖ- 
ται ἐκ τυποκλοπίας προερχόµενον. 


Ἴλληι 


”μ 


ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ» ΕΙΣΑΓΩΓΗ 


Πρῶται ἔννοιαι. 


Ἆ. [Πάντες ἔχομεν ἔννοιαν τοῦ ἑγὸς καὶ τῶν πο-.ζῶν ἢ τοῦ π.Ἰήθους. 

Ὅταν συγχρίνωµεν πλῆθος συγκείµενον ἐκ πραγμάτων ὁμοίων (Ἠ 
τῶν ὁποίων τὰς διαφορὰς παβαθλέπομεν) πρὸς ἓν τῶν πραγμάτων τού- 
των, σχηματίζοµεν την ἔννοιαν τοῦ ἀριθμοῦ. 

᾿Αριθμὸς εἶνε ἡ ἔννοια, δι ἧς ὀρίζομεν τὸ πλῆθος, ἤτοι ἐκφρά- 
ζομεν πόσα εἶνε τὰ πράγματα, ἐξ ὧν σύγκειται τὸ πλῆθος. 

Παραδείγματος χάριν, ὅταν λέγωμεν: πέντε ἄνθρωποι, τρία πρό- 
6ατα, αἱ λέξεις πέντε, τρία, ἐκφράζουσιν ἀριθμούς. 

Τὸ ἓν τῶν πραγμάτων. πρὸς ὃ συγκρίνεται τὸ πλῆθος, λέγεται 
µογάς. 

᾿Αριθμητικὴ λέγεται Ἡ ἐπιστῆμη Ἡ πραγματευοµένη περὶ τῶν ἀρ.- 
θμῶν. 

᾿Αρίθμπσις. 
«Ῥ. ᾿Αρίθιησις πληθους τινὸς λέγεται Ἡ εὗρεσις τοῦ αριθμοῦ, ὅστις 


ὀρίζει αὐτό. Λέγεται ὅμως ἀρίθμησις καὶ Ἡ διδασκαλία περὶ τῆς ὄνο- 
µασίας τῶν ἀριθμῶν καὶ τῆς γραφῆς αὐτῶν. 


Ονοματολογία τῶν ἁριθμῶν καὶ γραφὶ αὐτῶν 
ὃν’ ἰδιαιτέρων σημείων. 


«λ. Ἡ µονάς, ὅταν θεωρῆται ὡς ἀριθµός, λέγεται ἓν καὶ γράφε- 
ται διὰ τοῦ σηµείου 4. 
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Εἰς πᾶν δὶ σύστημα ἀριθμήσεως πάντες οἱ ἀριθμοὶ γράφονται διὰ 
τόσων ψηφίων, ὅσαι εἶνε αἱ µονάδες τῆς βάσεως. 


Ζητήματα πρὸς ἄσκπσιν. 


1) Νὰ τραπῶσιν οἱ ἀριθαοὶ 12, 11. 44 εἰς τὸ οχταδικὸν σύστημα 
(Απ. 4, 21, 90). 

9) Νὰ τραπῶσιν οἱ ἑξῆς ἀριθμοὶ τοῦ ὀκταδικοῦ συστήµατος 
10, 101, 9 εἰς αριθμοὺς τοῦ δεχαδικοῦ. (Απ. 0θ, Τ1, ὁ5). 

ϐ) Νὰ γραφῇ ὁ ἀριθμὸς χίλια εἰς τὸ δυαδικὸν σύστημα 
(Απ. 1111101000). | 

4) Νὰ τραπῇ ὁ ἀριθμὸς 101010 τοῦ δυαδιχοῦ συστήµκτος εἰς 
ἀριθμὸν τοῦ δεκαδικοῦ ( Απ. 49). 

6) Εὰν εἰς ἀριθμὸν ἔχοντα δύο ἤ περιασότερα ψηφία παραλείψω- 
µεν τὸ τελευταῖον ψηφίον, προχύπτει ἄλλος ἀριθμός, ὅστις δειχνύει 
πόσας δεκάδας πδριέχει ἐν συνόλῳ ο ποῶτος᾽ Ὥτοι πόσας δεχκάδας 
ἁποτελοῦσι πᾶσα: αἱ µονάδες του ἐνούμεναι ἀνὰ δέκα. 

Ἐὰν δὲ παραλείψωμεν τὰ δύο τελευταῖα ψηφία, ὁ πβοχύπτων 
νίος ἀριθμὸς δειχνύει πόσας ἑκατοντάδας περιέχει ἐν συνόλῳ ὁ δοθεὶς 
ἀριθµός. 

Εὰν δὲ παραλείψωµεν τὰ τρία τελευταῖα. ὁ προχύπτων ἀριθμὸς 
δεικνύει πόσας χιλιάδας περιέχει ὁ δοθείς χαὶ οὕτω χαθεξῆς. 

Παραδείγματος χάρω, ὁ ἀριθμος Ὀδ ιτ περιέχει ἐν συνόλῳ δεκά- 
δας μὶν 810, ἑκακτοντάδας δὲ 581, χιλιάδας δὲ 5δ, μυοιάδας δὲ 5. 

ϐ) Νὰ τραπῶσιν οἱ ἑξῆς ἀριθμοὶ τοῦ τριαδικοῦ συστήματος 100, 


200, 210 εἰς ἀριθμοὺς τοῦ πενταδικοῦ (Απ. 4, δὺ, 41). 
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Εἰς πᾶν δὲ σύστημα ἀριθμήσεως πάντες οἱ ἀριθμοὶ γράφονται διὰ 
τόσων ψηφίων, ὅσα: εἶνε αἱ µονάδες τῆς βάσεως. 


Ζητήματα πρὸς ἄσκπσιν. 


|) Νὰ τραπῶσιν οἱ ἀριθωοὶ 13, 11. 40 εἰς τὸ οκταδικὸν σύστημα 
(Απ. 14, 21, 50). 

9) Νὰ τραπῶσιν οἱ ἑξῆς ἀριθμοὶ τοῦ ὀκταδικοῦ συστήµατος 
10, 101, 45 εἰς αριθμοὺς τοῦ δεκαδικοῦ. (Απ. οθ, Τ1, 95). 

Ὁ) Νὰ γραφῃ ὁ ἀριθμὸς χίλια εἰς τὸ δυαδιχὸν σύστημα 
(Απ. 1111101000). 

4) Νὰ τραπῇ ὁ ἀριθμὸς 101010 τοῦ δυαδικοῦ συστήµατος εἰς 
ἀριθμὸν τοῦ δεχαδικοῦ ( Απ. 43). 

5) Εὰν εἰς ἀριθμὸν ἔχοντα δύο ἢ περισσότερα ψηφία παραλείψω- 
μεν τὸ τελευταῖον φηφίον, προκύπτει ἄλλος ἀριθμός, ὅστις δεικνύει 
πόσας δικάδας περιέχει ἐν συνόλῳ ὁ πρῶτος Πτοι πόσας δεκάδας 
ἀποτελοῦσι πᾶσα: αἱ µονάδες του ἐνούμεναι ἀνὰ δέκα. 

Ἐὰν δὲ παραλείψωµεν τὰ δύο τελευταῖα ψηφία, ὁ πβοχύπτων 
νέος ἀριθμὸς δειχνύει πόσας ἑκατοντάδας περιέχει ἐν συνόλῳ ὁ δοθεὶς 
ἀριθμός. 

Εὰν δὲ παραλείψωμµεν τὰ τρία τελευταῖα. ὁ προοχκύπτων αριθμὸς 
διιχνύει πόσας χιλιάδας περιέχει ὁ δοθείς καὶ οὕτω χαθεξῆς. 

Παραδιίγµατος χάριν, ὁ ἀριθμὸς Ώδτ9Θ περιέχει ἐν συνόλῳ δεκἁ- 
δας μὲν 5810, ἑκκτοντάδας δὲ 581, χιλιάδας δὲ 5δ, μὐριάδας δὲ 5. 

ϐ) Νὰ τραπῶσυ οἱ ἑξῆς ἀριθμοὶ τοῦ τριαδικοῦ συστήματος 1060, 


200, 210. εἰς ἀριθμοὺς τοῦ πενταδικοῦ (Απ. 14, 90, 41 ). 


αν 
.. 


ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
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Οἱ διπ.ἑάσιοι τῶν ἀγίσων εὖ-ε ὁμοίως ἄγισοι, καὶ οἱ τριπ.ζάσιοι τῶν 
ἐγίσωγ εἶγε ὁμοίως ἄνισοι, καὶ οὕτω καθεξῆς. 

Ἐὰν δηλαδὴ ᾽ λάθωμεν ἑκάτερον τῶν ἀνίσων δύο φοράς, προχύ- 
ετουσιν ἐξ αὐτῶν ἀριθμοὶ ἄνισοι (ἐκ τοῦ µεγαλητέρου ὁ µεγαλήτερος); 
ιαὶ ἄν λάθωωεν ἑκάτερον τῶν ἀνίσων τρεῖς φοράς, προχύπτουσιν ὁμοίως 
ἔνισοι' καὶ οὕτω καθεξῆς. 


Ὀρισμοί. 


᾿Αξίωμα λέγεται πρότασις ἀφ ἑαυτῆς φανερά. 

᾿Αξίωμα λόγου χάριν εἶνε ἡ ἑξῆς πρὀτασις. 

Καθ οἰαγδήποτε τάξι’ καὶ ἂν ἑνωθῇ π.{ῆθός τι µσάδων, πάντοτε 
ἀποτεζεῖται ὁ αὐτὸς ἀριθμός. 

ἡ χαὶ ἡ ἑξῆς. 

Παντὸς ἀριθμοῦ ὑπάργει µε]}α.ζήτερος. 

᾿Απόδειξις λέγεται συλλογισμὸς (ἡ πολλοὶ συλλογισμοί), δι’ οὗ πει- 
Ἰόμεθα, ὃτι πρότααἰς τις εἶνε ἀληθῆς. 

Θεώρημα δὶ λέγεται Ἡ πρότασις, τῆς ὁποίας Ἡ ἀλήθεια γίνεται φα: 
ιερὰ διὰ τῆς ἀποδείζεως. 

Θιώρημα λόγου χάριν, εἶνε ἡ ἑξῆς πρότασις. 

Πᾶς ἀριθμὸς δύναται ὰ ἀνα.λυθῇ εἰς µονάδας διαφόρων τάξεων 
ταὶ εἰς ἑχκάστη» τάξι νὰ μὴ εἶνε περισσότεραι τῶν ἐνγέα᾽ (τὴν ἀπό- 
δειξιν ἰδὲ εἰς τὸ ἐδ. ϐ). 

Πόρισμα δὶ λέγεται πρότασις στηριζοµένη ἀμέσως ἐπὶ μιᾶς ἦ περισ- 
σοτέρων ἀαληθῶν προτάσεων. 

ΠρόόΊημα ἀριθμητικὸν λέγεται πρότασις, ἐν Ἡ ζητεῖται ἐκ δοθέν- 


των ἀριθμῶν νὰ εὑρεθῇ ἄλλος αριθμὸς Ἡ ἄλλοι ἀριθµοἰ. 








90 ΒΙΗΑΔΙΟΝ δ΄ 


9) "Ια προσθέσωµεν ἀριθμὸ) εἰς ἄθροισμα, ἀρχεῖ γὰ προσθέσωµεν 
αὐτὸν εἰς ἕνα ἐκ τῶν προσθετέω»' τοῦ ἀθροίσματος. 

ἸΑπόδειξις. Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔχουεν νὰ προσθέσωμεν τὸν ἀρι- 
θμὸν 8 εἰς τὸ ἑξῆς ἄθοοισυα᾽ 

ᾱ--ἷ- Ἱ-- 10-19’ 

ἵνα γίνη τοῦτο, πρέπει νὰ εὕρωμεν πρῶτον τὸ ἄθροισμα, δηλαδη νὰ 
προσθέσωµεν πρῶτον τοὺς ἀριθμοὺς 4, Ἱ, 10, 13, καὶ ἔπειτα εἰς τὸ 
εὑρεθὲν ἄθροισμα νὰ προσθέσωµεν τὸν δ᾽ ἀλλὰ τότε προφανῶς εὑρί- 
σχοµεν τὸ ἄθροιαμα τῶν ἀριθαῶν 4, Ἱ, θ, 1. δ' 
ἡ καὶ τῶν ἑξῆς' ᾿ 4, ο, 10. 19. (ἰδιότης 1) 

Ἐκ τούτου βλέπομεν, ὅτι ὁ ὃ προσετέθη εἰς ἕνα τῶν προσθετέων 
(τὸν Ἰ) καὶ οὕτω προσετέθη εἰς τὸ ὅλον ἄθροισμα. 

9) “ἴγα προσθέσωµεν δύο ἀθροίσματα, ἀρχεῖ γὰ προσθέσωµε» ὁμοῦ 
πάγτας τοὺς προσθετέους ἀμφοτέρων τῶ» ἀθροισμάτω».. 

Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔχομεν νὰ προσθέσωµεν τὰ δύο ἀθροίσματα 

ϱ--{19--δ καὶ Ἴ--29] 

λέγω. ὅτι τὸ ἄθροισμα αὐτῶν θὰ εὑρεθῇ, ἐὰν προστεθῶσιν ὁμοῦ πάντες 
οἱ προσθετέοι, δηλαδη ἂν προστεθῶσιν οἱ ἀριθμοὶ ὃ, 13, 8, Ἱ, 33. 

᾿Απόδειξις. Αν εἰς τὸ ἄβροισμα τοῦτο ἀντικαταστήσωμεν τοὺς 
ὁροσθετέους ὤ, {3 καὶ ὃ διὰ τοῦ ἀθροίσματος αὐτῶν ὔ-]-139-:-δ8. ἔτι 
πὲ καὶ τοὺς προσθετέους Ἰ καὶ 93 διὰ τοῦ ἀθροίσματος αὐτῶν 1-22, 
θὰ ἔχωμεν νὰ προσθέπωμεν τοὺς δύο ἀριθικοὺς 

-]- {9 δ καὶ 1-99 

τουτέατι τὰ δύο ἀθροίσματα᾽ ὥστε τὸ ἄθροισμα τούτων καὶ τὸ ἄθροι- 
σµα τῶν ἀριθμῶν ὁὦ, 19. ὃν Ἱ. 39. εἶνε ἓν καὶ τὸ αὐτό. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Τὰς ἰδιότητας ταύτας μετεγειρίσθηµεν ἤδη προηγου- 
µένως, ἵνα ἀναγάγωμεν την πρόσθεσιν οἱωνδήποτε ἀριθμῶν εἰς τὴν 
πρόσθεσιν τῶν μονοφηφίων΄ ποὸς τοῦτο ἐθέωρήσαμεν ἕκαστον ἀριθμὸν 
ὡς ἄθροισμα μονάδων διαφόρων τάξεων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ῃ 
ΑΦΑΙΡΕΣΙΣ 


«δ4. 'Η ἀφαίρεσις εἶνε πρᾶξις, ὁι ἧς ἑ ἑαττοῦμεν δοθέρτα ἀριβμὸν 
πατὰ τόσας µονάδας, ὅσας ἔγει ἄ.λ.έος τις δοθεὶς ἀριθμός. 

Ὅ πρῶτος ἀριθωός, ὅστις πρέπει νὰ ἐἑλαττωθῇ, λέγεται μειωτέος, 
ὁ δὲ δεύτερος ἀφαιρετέος ὁ δὲ ἐκ τῆς ἀφαιρέσεως πβοχύπτων ἄρι- 
θμὸς λέγεται ὑπό.έοιπον Ὢ ὑπεροὴ ἢ διαφορά. 

“ὁ µειωτέος εἶγε ἄθροισμα τοῦ ἀφαιρετέου καὶ τῆς διαφορᾶς. 

Διότι κατὰ τὸν ὁοισμὸν τῆς ἀφχιρέσεως, τὸ ὑπόλοιπον μένει, ἀφοῦ 
ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ τοῦ µειωτέου πάπας τὰς µονάδας τοῦ ἀφαιρετέου' 
ἐὰν λοιπὸν τὰς προσθέσωµεν πὰλιν εἰς τὸ ὑπόλοιπον. θὰ εὕρωμεν 
προφανῶς τὸν μειωτέον. 

Διὰ τοῦτο Ἡ ἀφαίρεσις δύναται νὰ ὁρισθῇ καὶ ὡς έξης: 

"η ἀφαέρεσις εἶνε πρᾶξις, δι ἧς δυθέγτων δύο ἀριθμῶ», εὑρίσκεται 
τρέτος, ὅστις προσειθέµενος εἰς τὸ» Φεύτερον δίδει ἄθρηισμα τὸ) πρῶτογ. 

Ἡ ἀφαίρεσις σημειοῦται διὰ τοῦ σημείου ----, τὸ ὁποῖον γράφεται 
μεταξὺ µειωτέου καὶ ἀφαιρετέου (γράφεται δὲ πρῶτος ὁ µειωτέος) 
καὶ ἀναγινώσχεται π.ζή,'' οἷον ὃ ---θ σηµαίνει, ὅτι ἀπὸ τοῦ ὃ πρέπει 
νὰ ἀφαιριθῇ ὁ ϐ χαὶ ἀναγινώσκεται: Οκτὼ πλὴν ἓξ. 

ΣΗΝΜΕΙΩΣΙΣ. Καὶ εἰς τΏν ἀφαίρεσιν οἱ ἀριθμοὶ πρεπει νὰ εἰνε όμο- 
οιδεῖς, ὡς χαὶ εἰς τὴν προσθεσιν, καὶ τὸ ὑπόλοιπον εἶνέ όμοειδες προς 
αὐτούς. 


Αφαίρεσις µονούπηφίου ἀριθμοῦ ἀπὸ ἄλλονι. 


«Ρ. Διχ νὰ ἀφχιρέσωμεν μονοψήφιον ἀριθμὸν ἀπὸ ἄλλον οἱου- 
δήποτε, ἀφαιροῦμεν ἀπὸ τούτου τὰς µονάδας τοῦ μονοψηφίου, τὴν 
µίαν µετὰ τὴν ἄλλην, ὁ δὶ αρ.θµός, στις μένει, ὅταν αφαιρεθῇ καὶ 
ἡ τελευταία μονὰς τοῦ ἁθαιρετέου. εἶνε τὸ ὑπόλοιπον. 

Παραδείγματος χάριν. δια νὰ ἀγαιρέσω Ὁ ἀπὸ | ά,λεγω: { 1 πλην { 
μένουν {5 {3 πλην { µενουν Ι12: {1 πλην { µένουν 1: Τ{ πλην | 
µένουν 14): {40 πλὴν { µενουν 9: ἄρα τὸ ζητουμενον ὑπόλοιπον εἰνε !). 

Διὰ νὰ ἀθχιρέσω τὸν ϐ ἀπὸ τοῦ |, αφαιρῶ αὐτὸν µόνον απο 


τῶν 7 μονάδων τοῦ {41 καὶ εὑρίσκω τὸ ζητουμενον ὑπολοιπον 141. 











ΑΦΑΙΡΕΣΙΣ 2ο. 


Ὁ) "γα ἀφαιρέσωμεγ ἄθροισμα ἀπὸ ἀριθμοῦ. ἀρκεῖ γὰ ἀφαιρέ- 
σωμµε) ἀπὸ τούτου πάντας τοὺς προσθετέους τοῦ ἀβροίσματος τὸν ἕνα 
αετὰ τὸ, ἀ.{.έον. 

Ἐάν. παραδείγματος χάριν, ἔχω νὰ ἀφαιρέτω τὸ ἄθροισμα 

3}---ϱ-ἰ- | 

ἀπὸ τοῦ ἀριθμοῦ 96, φανερὸν εἶνε. ὅτι ἀντὶ νὰ ἀφαιρέσω διὰ μιᾶς 
τὰς 94 µονάδας, ἐξ ὧν σύγχειται τὸ ἄθροισμα, δύναμαι νὰ αφαιρέσω. 
πρῶτον τὰς ὃ µονάδας, ἔπειτα τὰς ϐ καὶ τέλος τὰς 139 μονάδας ἤτοι, 
ἀντὶ νὰ ἀφαιρέσω διὰ μιᾶς ὅλον τὸ ἄθροισμα, δύναμαι νὰ ἀφαιρέσω 
τὰ µέρη του τὸ ἓν µετὰ το ἄλλο ἀφαιρῶ λοιπὸν τὸν ὃ ἄπο τοῦ µει- 
ὠτέου ὀ() καὶ µένουν 9 ]' ἔπειτα ἀπὸ τοῦ 9], ὅπερ ἔμεινεν, ἀφα,οῶ 
τὸν ϱ) καὶ μένουν 18’ τέλος ἀπὸ τοῦ {8 ἀφαιρῶ χαὶ τὸν 12 καὶ µέ- 
νουν ϐ) τοῦτο εἶνε τὸ ζητούμενον ὑπόλοιπον. 

310. Ἐκ τῶν ἰδιοτήτων τούτων συνάγεται καὶ η ἑξῆς. 

ἽἽγα ἀφαιρέσωμεν ἀπ᾿ ἀριθμοῦ τὴν διαφορὰν δύο ἄ-έέων, γωρὶς 
προη)ουµόνως γὰ εὕρωμεν αὐτήν, προσθέτοµε” εἰς αὐτὸν τὸν ἀφαιμε- 
τέο» τῆς δοθείσης διαφο(ᾶς καὶ ἀπὸ τοῦ ἐξαγοιιέκοὺ ἀφαιροῦμεν τὸν 
µειωτέον αὐτῆς. 

Ας ὑποθέσωμεν π. χ., ὅτι ἔχομεν νὰ ἀφαιρέσωμεν τὴν διαφορὰν 
139---ὃ ἀπὸ τοῦ ἀριθμοῦ 168. 

Κατὰ τν πρώτην ἰδιότητα τῆς ἀφαιρέσεως Ἡ ζητουμένη διαφορὰ 
δὲν ἀλλάσσει, ἐὰν προστεθῇ καὶ εἰς τοὺς δύο ἀριθμοὺς ὁ αὐτὸς ἀρι- 
θμὸς 8’ ἀλλὰ τότε ὁ μὲν µειωτέος {8 γίνεται | δ-ι- 8, ὁ δὲ ἀφαιρετέος. 
13 --ὃ γίνεται 19 --- δ --δ' τοι 19 ὥστε ἔχομεν τώρα ἀπὸ τοῦ 
ἀθροίσματο; 18 -|- 8, νὰ ἀφαιρέσωμεν τὸν ἀθιθαὸν 13’ τοῦτο δὲ κα- 
θιστᾷ φανερὰν τὴν προκειµένην ἰδιότητα. 

. 


Ἱδιότης τῖς ἰσότπτος. 


᾿Ρὰν ἀπὸ ἴσων ἀριθμῶν «ἀφαιρεθῶσιν ἴσοι, τὰ ὑπόέοιπτα θὰ εὖ εἴσα. 
Διότι, ἂν εἰς τὰ ὑπόλοιπα προστεθῶσι πχλιν οἱ ἀθχιρεθέντες ἴσοι, 
πρέπει νὰ προχύψωσιν ἴποι ἀριθµοι (οἱ ἴσοι µειωτεο:/ τοῦτο ὅμως. 


ῦ 
δὲν θα ἐγίνετο, ἂν τὰ ὑπόλοιπα σαν ἄνισα {δὲ ἐδάφ. 1). 


--- --- 





ΠΗΟΔΛΛΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ 


λέγω ϐ καὶ ϐ χάµνουν 139, καὶ ϐ κάµνουν 18, καὶ ϐ κάµνουν 24, καὶ 
ϐὉ γίνονται 90 λοιπὸν τὸ γινόµενον τοῦ ϐ ἐπὶ ὃ (ἤτοι τὸ 02«5), εἶνε 90. 


Κατὰ τὸν αὐτὸν τρόπον εὑρίσκομεν τὸ γινόµενον δύο οἰωνδήποτε µο- 


νοψηφίων ἀριθμῶν. Εΐνε δὲ τὰ γιόµενα ταῦτα κατατιταγµένα εἰς 


τὸν ἀχόλουθον πίνακα, ὅστις λέγεται πυθαγόρειος᾽ διότι, ὡς λέγουσιν, 


ὁ Πυθαγόρας ἐπενόησεν αὐτόν. 


ο Οσο. 
--. 
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Ἡ πρώτη ὁριζοντία σειρὰ περιέχει τοὺς ἑννέα πρώτους ἀριθμούς. 


"Ἡ δευτέρα περιέχει τὰ γινόμενα αὐτῶν ἐπὶ 2, τοι τὰ διπλάσια αὖ- 


9 )͵ 9 , |) ο φ 4 ο 9 9 ο ο 
τῶν Ὢ τρίτη τα Ὑινόμενα αυτῶν επἰ ὃ, Πτοι τὰ τριπλάσια αὐτῶν 


καὶ οὕτω χκαθεζῆς. 


Νν ” 9 , , μα 9 ΄ ’ 
Ἵνα δὲ εὕρωμεν εἰς τὸν πίνακα τοῦτον τὸ γινόµενον δύο µονοψη- 


Φφίων ἀριθμῶν, ζητοῦμεν τὸν πολλαπλασιαστέον εἰς τὴν πρώτην ὁρι- 


ζοντίαν σειράν, τὸν δὲ πολλαπλασιαστην εἰς την πρώτην χατακόρυφον᾿ 


τὸ γινόµενον αὐτῶν εὑρίσκεται ἐκεῖ, ἔνθα συναντῶνται αἱ δύο σειραί, 


αἴτινες ἄρχονται ἀπὸ τῶν αριθβμῶν τούτων. 


98 ΒΙΒΛΙΟΝ Α΄ 


Παραδείγαατος χάριν, τὸ γινόμενον ὁῦ, τοῦ ὃ ἐπὶ Ἰ, εὑρίσκεται ἐκεῖ, 
ἔνθχ συναντῶνται Ἡ πέμπτη κατακόρυφος σειρὰ χαὶ Ἡ ἑθδόμη ὁριζοντία. 

ΣΗΝΒΙΩΣΙΧ, Ὅταν ὁ πολλαπλασιαστὴς εἶνε 1, τὸ γινόμεναν εἶνε ὁ 
πολλαπλαπιχατέος ἅπαξ μόνον λαμθανόμενος τοι ὦχ] εἶνε 5 
ὃς { εἰνε 8, κτλ. 


Παρατήρησις. 


[ᾶς πολλαπλασιασμός, ὡς θὰ ἴδωμεν ἀκολούθως, ἀνάγεται εἰς τὸν 
πολλαπλασιασμὸν µονοψηφίου ἐπὶ μονοψήφιον’ διὰ τοῦτο πρέπει νὰ εί- 
ξεύρωμεν ἐκ στήθους τὰ εἰς τὸν πίνακα τοῦτον περιεχόμενα γινόμενα. 


θεωρήιιατα. ἐφ᾽ ὧν στηρίζεται ἡ ἐκτέλεσις 
τοῦ πολλαπλασιασμοῦ. 


Διὰ νὰ ἀναγάγωμεν τὸν πολλαπλασιασμὸν οἱωνδήποτε ἀριθμῶν εἰς 
πολλαπλασιασμοὺς µονοψηφίων ἀριθμῶν, εἶνε ἀνάγκη νὰ µάθωμεν ἰδι- 
ότητάς τινας τοῦ πολλαπλασιασμοῦ, τὰς ὁποίας ἐχφράζουσι τὰ ἑξήῆς 


θεωρήματα. 


ΘΕΩΡΗΜΑ Α᾿ 


«λαξ. Τὸ γι/όμε}ον δύο ἀριθμῶν δὲ» ἀ.έάσσει, ἂν ἀζἑαγδῇ ἡ τά- 
ξις τῶν παραγόρτω,' ἤτοι ἂν ΥΙη ὁ πο ζαπ.ἑασιαστέος πο--ἑαπ.ζασι- 
αστής, χαὶ τά κατα. 1)’. 

Λέγω παραδείγµατος χάριν, ὅτι εἴτε τὸν Ὁ πολλαπλασιάσω ἐπὶ 
Ἱ, εἴτε τὸν Ἰ ἐπὶ ὦ, τὸ αὐτὸ γινόμενον θὰ εὕρω. 

Απόδειξις. Διὰ νὰ δείξω τοῦτο, ἀναλύω τὸν Ἰ εἰς τὰς µονάδας 
του χαὶ γράφω αὑτὰς εἰς µίαν σειρἀν, ἐπαναλαμθάνω δὲ την σειρὰν 


ταύτην πέντε φοοάς ὡς ἑξῆς᾽ 


ων νο οὃοὲὦο ὃ- - 
. ὃν ὃ -ὃ 
ω ον ο ὃν -- 
.. ο ὰὸ - 
- ὃο- ο ο-ὃ -- 
-ὃ- -- ἡἈμ αν 
υὃὖ ο ο. - -- 


ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ο 


Ἐὰν τώρα θέλω νὰ εὕρω. πόσαι εἶνε αἱ αονάδες αὗται, δύναµχι νὰ 
ἀριθμήσω αὐτάς. ὡς ἑξῆς' η πρώτη ὁριζοντία σειρὰ ἔχει Ἰ μονάδας καὶ 
Ἡ διντέρα ἄλλας Ἴ, Ἡ τρίτη ἄλλας Ἱ, καὶ καθεξής ὥστε αἱ μονά- 
δις αὗται εἶνε Ἰ-]-1-]-1-]-τ-]-Ἱ, ἦτοι 7Ἴ»«5. 

᾽Αλλὰ δύναμαι καὶ ἄλλως νὰ ἀριθαήσω τὰς αυτὰς µονάδας, ὡς 
ἑξης ἡ πρώτη καταχόρυφος στήλη ἔχει ὅ μονάδας, Ἡ δευτέρα ἄλλας 
3 κτλ. ἄρα αἱ µονάδες αὗται εἶνε 

ο-|-υ-]-5-- 5-ἷ-ο--ο--ο τοι οκςἹ. 

ἸΑλλ’ εἶνε Φανερόν, ὅτι, ὁπωσδήποτε χαὶ ἂν ἑνώσωμεν τὰς μονάδας 
ταύτας, πάντοτε ἕνα καὶ τὸν αὐτὸν ἀριθμὸν θὰ εὕρωμεν' ἄρα θὰ εἶνε 
τὰ δύο γινόμενα ἸΣ«ῦ καὶ ο σςἸ εἷς καὶ ὁ αὐτὸς ἀριθµός' τουτέστιν 


Ἱσ«ὃ-- ο ὸ«Ἵ 
ΘΕΩΡΗΜΑ Β΄ 


«4. ᾿Αδροισμα ποέ-απ.]ασιάζεται ἐπὶ ἀριθμόν, ἐὰν ἕκαστως τῶν 
προσθετέων πο.ζζαπ.ἰασιασθῇ ἐπὶ τὸ» ἀριθμὸν καὶ προστεθῶσι πάντα 
τὰ προχύπτορτα γινόμενα. 

Λέγω, παραδείγωατος χάριν, ὅτι διὰ νὰ πολλαπλασιάσω τὸ ἄθροι- 
σµα 132/-]-8-1-0 ἐπὶ τὸν ὃ (χωρὶς νὰ εὕρω τὸ ἄθροισμα). ἀρκεῖ νὰ 
πολλαπλασιάσω τοὺς προσθετέους 12, δ, ϐΘ, ἐπὶ τὸν ὁὶ καὶ τὰ τρίκ 
γινόμενα 1322«59, 82Σ«9, θ2«3, νὰ προσθέσω, ἀφοῦ τὰ εὔὕρω. 

᾿Απόδειξις. Κατὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦ πολλαπλασιασμοῦ, διὰ νὰ 
πολλαπλασιάσω τὸ ἄθεοισμα | 9-|-δ--θ ἐπὶ Ὦ, πρέπει νὰ λάθω αὐτὸ 


τρίς, Ἴτοι νὰ εὕρω τὸ ἑξῆς ἄθοοισμα 


{2-- δ-ἷ-θ 
[9 --δ--0 
{1--δ--6 
δηλονότι τὸ ἑξῆς' - (ιδ. 93) 
[9 ----ὸ-ι-δ-- δ--δ--0--θ--θ. 
ἢ (1952. - ὃσς)-ιθ«) 


Ἐκ τούτου βλέπομεν. ὅτι, ὃνα να πολλαπλασιάσωμεν τὸ ἄθροισμα, 
ἀρχεῖ νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὰ µέρη του. 
ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Τὸ γινόμενον τοῦ ἀθροίσµατος { ὁ--δ--ῦ ἐπὶ ὁ πα- 





ΠΟΑΛΛΑΙΙΛΑΣΙΑΣΜΟΣ κ .' 


Τὰς Ί ταύτας ἑκατοντάδας Ὑράφομεν ἀμέσως εἰς την θέσιν τῶν 
Ἐχατοντάδων τοῦ γινομένου" διότι ὁ πολλατ τλασιαζόμενος ἀριθμ.ὸς δὲν 

ἔχει ἑκατοντάδας χαὶ ἑπομένως δὲν θὰ ἔχωμεν γινόμενον ἔχκτον- 
τάδων. 

Τέλος πολλαπλασιάζοµιν καὶ τὰς ο) χιλιάδας ἐπὶ τὸν ϐ καὶ εὑρί- 
σκοµιεν |ὃ χιλιάδας᾽ καὶ τὰ ψηφία ταῦτα Ὑράφομεν ὄπισθεν τῶν ἄλ- 
λων ψηφίων τοῦ γινομένου. 

Τὸ ζητούμενον γινόμενον εἶνε λοιπὸν 198408. 

40. Ὦκ τῶν προηγουμένων συνάγεται ὁ ἑξῆς κανὠν. 

Ἵΐνα πο.ξέαπ ἑασιάσωμε» πουψήφιο» ἀριθμὲ» ἐπὶ μο»οψήφιοῦ, 
}ράφομεγ τὸν μονο ήφιογ ὑποχάτω τοῦ πο.ζυψηφίου χαὶ ἄγοιμεν ὑπ 
αὐτοὺς ὁριζογτία» γραμμή»: ἔπειτα πο.ζ.ἑαπ.ζασιάζοιεν 1 ωριστὰ ἕχα- 
στον» ψηφίο τοῦ πο.ζζαπ.ασιαστέου ἐπὶ τὸ» πυ.ζ{απ.ἑασιαστὴν ἁριό- 
µεγοι ἀπὸ τοῦ ψηφίου τῶ» ἀπ.ῶ» μονάδων». Λαὶ ἂν μὲν γιγόμενό' 
τε εὖ ε ΟΝΟΨΜφιίοΥ, Ίράφομε» αὐτὸ ὑποχάτω τῆς }ραμμιῆς καὶ εἰς τὴν 
στή.{ην τοῦ ψηφ/ου, τὸ ὁποῖον ἐπο.ζἑαπ.ἰασιάσαµο"' ἆγ δὲ εἶνε διΨη- 
Φιο», γράφοµεγ ἐχεῖ ιό}ο» τὰς µο)άδας του. τὰς δὲ δεχάδας ἐνώγο- 
/Ε} [ιὲ τὸ }Ι)όμεο» τοῦ ἀχοιζούθευ πρὸς τὰ ἀριπερὰ ψηφίου καὶ 
οὕτω καθεξῆς. 

ΣΙΙΜΕΙΩΣΙΣ. Ὁ λόγος, διὰ τὸν ὁποῖον αθχίζουεν ἀπὸ τῶν ὁπλῶν 
μονάδων, ἐδόθη {δη εἰς την πρόσθεπιν. 


Πολλαπλασιασμὸς δύο οἰωνδήποτε ἀριθμῶν. 


ΑΠ. () πολλαπ τλασιασμς δύο οἰωνδήποτε ἀριθμῶν ἀνάγετχι εἰς 


τὲν πολλαπλασιασμὀὸν µονοψηφίων κατὰ τὸν ἑξῆς τρόπον. 


Ας ὑποθέσωμεν, παραδείγματος χάριν, ὅτι ἔχομεν νὰ πο)λαπλα- 
σιάσω-.εν τὸν ἀριθμὸν ὁ1939 ἐπὶ 18δὸ. Ἐὰν ὁ πολλαπλασιχστὺς 1δὺ 
ἀναλυθῇ κατὰ τὴν ἀξίαν τῶν ψηφίων του, εἶνε ἄθροισμα τῶν ἁρ'- 
ϐθμῶν 104 καὶ δ0 καὶ Ὢ, Ὥτοι εἶγε 100501:3. Ἱδπομένως κατὰ 
τὸ θεώοημα Γ΄, ἵνα πολλαπλαπιάσωμεν τὸν ἀριθμὸν ὁ Τ3 9 ἐπὶ τὸν 183, 
ἀρχκεῖ νὰ πολλαπλασιάσωμεν αὐτὸν ἐπὶ ϱ06) καὶ ἐπὶ 86 καὶ ἐπὶ Ὁ. καὶ 
να ἑνώσωμεν τὰ τρία μερικα γινόμενχ. 

Οἱ μερικοὶ οὗτοι πολλαπλασιασμοὶ 
Ιωλνχήν Ν. Ἀλατζιδακι ΘΟΕΟΡΗΤΙΚΗ ΛΡΙΘΜΙΗΤΙΚΗ ) 





ΠΟΛΛΑΠΛΑ ΑΣΙΑΣΝΟΣ» 9 


” αραδείγιιατα 
1Τ08ὸ 138 50001 
38 η] 20093 
41910 138 τους 
11940 πμ, Ὀ00008 
1552106 1838 τοΟ19 


ΠΡΟΣ 
Ράσανος τοῦ πολλαπλασιασμοῦ. 


«45ξ. Δια νὰ δοκιμάσωμεν τὸν πολλαπλασιασμόν, ἐπαναλομθάνο- 
μεν αὐτὸν λαμθάνοντες τὸν πολλαπλασιαστέον ὡς πολλαπλασιαστήν 
καὶ τἀνἀάπαλιν. Εὰν χαὶ πάλιν εὕρωμεν τὸ αὐτὸ ἐξαγόμενον, τοῦτο 
στ ῳ » 9 ο » , ν , 
εἶνε ἔνδειξις, ὅτι ἡ πρᾶξις ἐγένετο ἄνευ λάθους. 

Ὁ κανὼν οὗτος στηρίζεται ἐπὶ τῆς πρώτης ἰδιότητος τοῦ πολλὰ- 
πλασιασμοῦ (θεώρημα Α΄’). 

Γινόμενον πολλῶν παραγόντων. 

4.4. Γωόμενο' πο.ζῶν δεδοµένων ἀιθμῶ» λέγεται τὸ ἐξαγόμε- 
νον, τὸ ὁποῖον εὑρίσχομεν πολλαπλασιάζοντες τὸν πρῶτον ἐπὶ τὸν δεὺ- 
τερον, τὸ γινόμενον τούτων ἐπὶ τὸν τρίτον, τὸ νέον γινόμενον ἐπὶ τὸν 

έ 4 ϱ θ 4, : ν 2 , 9 ὸ θέ . 
τέταρτον, καὶ οὕτω χαθεζῆς. μέχρις οὗ λάσωμεν πάντας τοὺς δοθέντας 
ἀριθμούς. | 

Ὁ ο) ' μ , ΄ ω ν .. 
Παραδείγματος χάριν, διὰ νὰ εὔρω το γινόµενον τῶν αριθυῶν 
ὢ, υ. πα. ., 
τὸ Οποῖον σημειοῦται ὡς ἑξζς ο «ὐσςἹὸσ «3, πολλαπλασιδζω τὸν Ὁ ἐπ 
τὸν ϐ καὶ εὑρίσχω 30 ἔπειτα πολλαπλασιάζω τὸν 94) ἐπὶ τὸν ἵ καὶ 
εὑρίσκω 3 14), τέλος πολλαπλασ.άζω τὸν 140) ἐπὶ | Ὁ καὶ εὑρίσχω 2094): 
τοῦτο δὲ εἶνε τὸ ζητούμενον γινόμενον τῶν τεσσάρων δοθέντων ἀριθηῶ». 

Σπμείωύες. "Οταν πάντες οἱ παρά ουτες λαμζάνωντα! ὡς ἀφιοημένοι ἀριθμὴ, , 
καὶ τῷ γινημενοὺ εἶνε ἀφῃρημένος αριθµός ὅταν δὲ εἰς ἐκ τῶν παραγόντων λαμθάνητα 
ὡς συγκεκριμένος, οὗτος Ε’νξ ὁ πολλαπλασιαστέος καὶ πολλαπλασιάζεται ἀλλεπαλλί- 
λιως ἐφ᾽ ἕχαστον τῶν ἄλλων, οἵτινες ὃνὰ τοῦτο λαλλάνοντα: ἓν τῇ πράςε: ὡς αττηστας- 
νο. ἀς'θμοί 

Γενικα ἰδιότητες τοι πολΔασπδλασιασιοῦ”. 


4ἴδ. Ὁ πολλαπλασικσωὺς ἔγει τὰς ἑξῆς δύο 0: μελιώλεις διότι - 


τας, ἀπὸ τῶν ὁποίων πηγάζουσι πᾶσκι αἱ ἄλλα: ἰδιότητες χιτοῦ. 





ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ 3] 


δ»«ῶ, Ὠτοι |28, νὰ πολλαπλαπιχσω αὐτὸ πρῶτον ἐπὶ 
9 4 . 4 . ι 4 , [ν 9 4 ΄ 

τα ἐπὶ Ἰ.Αλλ᾽ ἀντὶ τούτων δύναμαι κατὰ τὸ προηγούµι- 

ία νὰχ πολλαπλασιάσω αὐτὸ διὰ μιᾶς ἐπὶ τὸ γινόµενον 22«1, 

σον του Ἴχὰ 2. Καὶ πάλιν Κατὰ τὸ αὐτὸ θεώρημα, ἀντὶ νὰ 


4 ΄ 


σιάσω τὸ 1 20) ἐπὶ τὸ γινόµενον 7λ«9, δύναµαι νὰ πολλαπλα- 


ἐ 
εἓ ν 


) πρῶτον ἐπὶ Τ καὶ ἔπειτα ἐπὶ ὃ. Ἐκ τούτου βλέπομεν, ὅτι Ἡ 
- δν . ο , ϱ αγ δὲ. βλ , ἃ , 

Ιτῶν δύο ἐφεξῆς παραγόντων 3 καὶ Ἰ δὲν βλάπτει τὸ γινόμενον. 

' θεωρημαατος τούτου συνάγεται Ὦ πρώτη θεμελιώδης ἰδιό- 


ϱ - 


Ιλλαπλασικσμοῦ ὡς ἑζῆς. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


ὸ }υόμεγω' ὁσωνδήποτε ἀριθμῶ»ν δὲ): «ἰι{.ἑάσσει, καθ οἶἷαν- 
"/ χαὶ ἂν πτοννζαπ.(ασιασθῶσι»'. 
Ίξις. Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔχομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν 
οὺς , ο. ὃ, 19, ϐ κατὰ τὴν ἑξῆς τάξιν ἀσςῦ«8ΣςΙ95«6 
ν νὰ µετατρέψωµεν αὐτῆν εἰς ἄλλην οἰανδήποτε, οἷον εἰς 
|Σ«υΣ«4Σ«ῦχΣ«139. Διὰ νὰ φέρωμεν τὸν ὃ εἰς τὴν πρώτην 
κλλάσσομεν αὐτὸν μετὰ τοῦ ἀμέσως προηγουμένου του (ὅτε 
ὃ µίαν θέσιν πρὸς τὰ ἑμπρὸς) καὶ ἐξακολουθοῦμεν ἀνταλλάσ- 
τὸν μετὰ τοῦ ἑκάστοτε προηγουμένου του, µέχρις οὗ γίνη 
χοίως Φέρομεν καὶ τὸν ὃ εἰς τὴν δευτέραν θέσιν καὶ τὸν ὁ 
την (ἐὰν εἶνε ἀνάγκη). καὶ οὕτω καθεξῖς. 
. ἀπχιτούμεναι ανταλλαγαί 

{υσ«δσ«|2«ύ 

1χκ«δοζοσ«122«60 

ὃκκλκκοσ«]9κ«ὔύ 

ὃχκοσ«1τσ«1λκ«0 

ὃκκοσς1Χίθς «139 
| εἰς ἑκάστην τῶν ἀνταλλαγῶν τούτων δὲν Θλάπτεται τὸ 
συμπεραίνοµεν, ὅτι εἴτε κατὰ τὴν δοθεῖσαν τάξιν ὀχτελε- 
λλαπλασιασμὸς εἴτε κατ ἄλλην οἰανδήποτε, πάντοτε τὸ 
Ροκύψη Υινόµενον. 
ΣΙΣ. Ἐν τῆς ἀποδείξεως ταύτης Ὑίνετα: φανερόν, ὅτι, ἐχν 
πολλῶν πραγμάτων ἐπιτρέπηται ἡ ἀνταλλαγὴ δύο οἱωνδη- 
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νόμενον νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἐπὶ δ' ἀλλὰ τότε προφανῶς εὑρίσκο- 
μεν τὸ γινόμενον τῶν ἀριθμῶν 

4, πἾ, 0. 3. 8, 
Ὅ καὶ τῶν ἑξῆής 4, 20, 160, ιο, (ἰδιότης {) 

Ἐκ τούτου βλέπομεν, ὅτι ὁ ὃ ἐπολλαπλασίασεν ἕνα τῶν παρα- 
όντων (τὸν Τ) καὶ τοιουτοτρόπως ἐπολλαπλασίχσε τὸ ὅλον γινό: 
μενον., 

«)) Ίνα πο..]απ.ασιάσωµε} δύο }όμενα, ἀρχεῖ γἁ πο.ζαπ.ζασιά- 
'σωμεν ὁμοῦ πάντας τοὺς παράγογτας ἀμφοτέρωνγ τῶν }ινομένωγ. 

Ἆς ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔχομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὰ δύο γινόμενα 

ον«195-«8 γαὶ Ἱν«μο. 

Λέγω, ὅτι τὸ γινόµενον αὐτῶν θὰ εὑρεθῃ, ἐὰν πολλαπλασιχσθῶσιν 
Ὁομοῦ πάντες οἱ ἀριθμοὶ Ὁ, 12, ὃ, Ἡ, 3 - 

᾿Απόδειξις. Αν εἰς τὸ ινόµενον τῶν ἀριθμῶν τούτων, Ὠτοι εἰς 
τὸ ὄσ«12χ«8λ«ἼΣ«39, ἀντικκταστῆσωμεν τοὺς παράγοντας ὃ, 19 
καὶ 6 διὰ τοῦ γινομένου αὐτῶν οΣ«1392«8, ἔτι δὲ καὶ τοὺς παράγον- 
τας Ἱ, 33 διὰ τοῦ γινομένου αὐτῶν 12«9 3, θὰ ἔγωμεν νὰ πολλαπλα- 
σιάσωµεν τοὺς δύο ἀριθμοὺς 

οΧκ19.«δ καὶ 4 
τουτέστι τὰ δύο γινόμενα" ὥστε τὸ Υινόµενον τούτων καὶ τὸ γινόµε- 
νον τῶν ἀριθμῶν ὃ, {39, 8, Ἱ, 232, εἶνε ἓν καὶ τὸ αὐτό. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἡ ὁμοιότης τῶν ἰδιοτήτων τούτων πρὸς τὰς ἰδιότη- 
τας τῆς προσθέσεως (ἰδὲ ἐδ. 99) εἶνε καταφανής. Βιννοοῦμεν δὲ τοῦτα 
εὐχόλως, ἐὰν ἐνθυμηθῶμεν, ὅτι αἱ ἰδιότητες, περὶ ὧν ὁ λόγος, εἶνε 
ἀπόρροια τῆς αὐτὴ; θεμελιώδους ἰδιότητος, τὴν ὁποίαν αἱ δύο αὗται 
πράξεις ἔχουσι' τουτέστι τῆς ἁδιαφορίας πρὸς την τάξιν τῶν αριθυῶν, 
ἐφ᾽ ὧν ἐκτελοῦνται. 

360. Ἐκ τῆς δευτέρας θεμελιώδους ἰδιότητος τοῦ πολλαπλασ.α- 
πμοῦ ἔπεται  ἑξῆς. 

"Αθροισμα πο.ζ.ζαπ.ἑασιάζεται ἐπὶ ἄ.1.ο ἄθροισμα (χωρὶς νὰ εὗρε- 
θῶσιν), ἐὰν ἕκαστον τῶν μερῶν τοῦ πρώτου πο.ζ.ζαπ.ἰασιαοθῇ ἐφ᾽ ἔχα: 
στο» τῶν μερῶν τοῦ δευτέρου καὶ προστεθῶσι τὰ προκύπτολτα }γόμε)α. 

ἊἎς ὑποθέσωμεν, παραδείγµατος χάριν, ὅτι ἔχομεν νὰ πολλαπλα- 
σιάσωμεν τὰ δύο ἀθροίσματα 

}--ὃ-ι-10 ἐπὶ 8-]-Ὁ) (πρὶν Ἡ εὔρωμεν αὐτά )᾿ 
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«Διὰ νὰ εὕρω τὸ ἄθροιπαα τοῦτο, ἔχω νὰ προπθεσω τὸν {8 τρεῖς 
φορᾶς καὶ ἀπὸ τοῦ προχύπτοντος ἀοιθαοῦ, ὅστις εἶνε 1925, νὰ ἀφχι- 
ρέσω τρεῖς φορὰς τὸν ϐ, τοι τὸ («9 ὥστε τὸ ζυτούαενον "νήμε-- 


νον εἶνε (182ς59)---(θ2Σ«δ9). 


Περὶ τῶν ὀυνάμεων. 


Ἠδαδ. Ὅταν πάντες οἱ παράγοντες γινομένου τινὸς εινε ἴσοι, τὸ γι- 
νόµενον τοῦτο λέγεται δύγαμις τοῦ ἑνὸς τῶν παραγόντων. Καὶ ἂν υὲν 
οἱ παράγοντες εἶνε δύο, τὸ Ὑινόμενον λέγεται δευτέρα δύλαμις ἡ τετρά- 
}ωρ ο ἂν δὲ τρεῖς, τρίτη δύλ'αμις ἢ κύδος, ἂν δὲ τέσσαρες, τετάρτη ού- 
2΄αμιις, καὶ οὕτω καθεξής. 

Παραδείγματος χάριν, τὸ γινόµενον ὅλςῦλ«ῦχ«ῦ λέγεται τετάρτη 
Δύναυις τοῦ Ὁ τὸ δὲ γινόµενον ὁχ«ὃ λέγεται δευτέρα δύναμις (ῆ τε- 
τράγωνον) τοῦ ὃ, καὶ τὸ γινόµενον 8λ«82«8 λέγεται τρίτη δύναμις 
(4 κύθος) τοῦ 68. 

ϊὰς δυνάμεις παριστῶμεν συντόμως ὡς ἑξῆς γράφοωεν µόνον τὸν 
ἕνα παράγοντα, πρὸς τὰ δεξιὰ δὲ αὐτοῦ καὶ ὑψηλότερα γράφοµεν τὸν 
ἀριθμόν, ὅστις δεικνύει τὸ πλῆθος τῶν ἴσων παραγόντων’ καλεῖτα: δὲ 
ὁ ἀοιθωὸς οὗτος ἐχθέτης. 


ΠΠαρχδείγµατος χάριν, ἀντὶ : ὃσ«δΣ«δ γράφομεν 8”. 
ἀντὶ : οΚκοκοσυῦ ρ ο”, 
αντὶ : ὁὃ κὸ ν ο, 


καὶ Τὸ σηωχίνε. ἽχκςἹοςτὸο«τσ«Ἡ. 

ΝΗΜΕΙΟΣΙΣ. Αἱ μονάδες τῶν διαφόρων τάξεων τοῦ δεχαδικοῦ ου- 
στήµατος αἱ µεγαλείτεραι τοῦ 10, ὧτοι οἱ αριθμοὶ 140. 1000, 10008 
χτλ., εἶνε αἱ διάφοροι δυνάμεις τῆς βάσεως |/). 

Διότι εἶνε (0.---ι)ὴσ«Ι0--- 100 

(0ο -- [0ος «ι0/--ιὐ00 


παὶ οὕτω κχθιζῆς. 


θεμελιώδης ἰδιότης τῶν δυνάµο.»»». 


Ἐπιδη αἱ δυνάμεις εἶνε γινόμενα, αἱ ἰδιότητες χὐτῶν θὰ εὑρί-- 
σχωνται ἐκ τῶν ἰδιοτήτων τοῦ πολλαπλασιασμοῦ εἶνε δὲ θεαελιώδης 
ἰδιότης τῶν δυνάμεων η ἑξήῆς. 


3δ. Τὸ }ωόμεχο) δύο δυγάμεω»: τοῦ αὐτ'ὃ ἀριόμα εὖε τα. δύ-- 


13 ΕΠ ΛΙΟΝ Α΄ 





αμις τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ, ἐχδέτη» ὃ) ἔγει τὸ ἄθροισμα τῶ» δύο ἐκθειῶν. 

᾿Απόδειξις. 'Ας ὑποθέσωμεν. ὅτι ἔχομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν 
τὰς δύο δυνάμεις ή, Ἵ 

Ἡ πρώτη ἐν τούτων εἶνε τὸ γινόµμενον Ἴχ«ςτσ«Ἵ, Ἡ δὲ δευτέρα 
τὸ κο «ποκ«ἹὸΣ«Τ ἔχομεν λο.πὸν να πολλαπλασιάσωμεν Ὑινόμε- 
νον ἐπὶ γινόμενον΄ καὶ κατὰ τὴν ἰδιότητα ὃ (ἐδ. 49) τὸ ζητούμενο 
γινόµενον θὰ ἔχη 8 παράγοντας καὶ ἴτους τῷ Ἰ, ἤτοι θὰ εἶνε 

4 «444 4.4 

Ἡ συντοµώτερον Τδ. 


Αρα ἐδείγθη, ὃτ'. ᾖὸν« τὸ--- 1δ.Γὲ---Ἴδ. 


ζητήματα πρὸς ἀσκλσιν. 


|) Τὸ γινόµενον δύο οἰωνδήποτε ἀριθαῶν ἔχει τόσα ψηφία, ὅσα 
ἔγουτιν ὁμοῦ οἱ δύο παράγοντες, Ἡ ἓν ὀλιγώτερον. 

Αν, λόγου χάριν, ο εἷς ἔγω ) Ψηφίχ, ὁ δὲ ἄλλος Ὁ. τὸ γινόμενόν 
των θὰ ἔγῃ η ὃ ψηφία Ὢ ἹΤ. | 

Διότι τὸ γινόμενον θὰ εἶνε μεγαλείτερον μὲν τοῦ 100»«10000, 
τοι τοῦ 1 000 000 (Ἠ τουλάχιστον ἴσον πρὸς τοῦτο), µικρότερον δὲ ᾿ 
τοῦ 1000Σ«100 0040 ἤτοι τοῦ 100 000 000: ἄρα θὰ ἔχη τουλάχι- 
στον Ἱ φηφία᾽ δὲν δύναται ὄμως νὰ ἔχη Ὁ. 

9) Ἐκ τοῦ πίνακος, δι᾽ οὗ ἀποδειχνύεται, ὅτι ὅχ«θ---θ»«5 (δὲ 
ἐδ. 9), ἀποδειχνύεται προσέτι, ὅτι τὸ άθροισμα τῶν ἀριθμῶν 

1-9 --ο----Ὀ εἶνε τὸ Ίμισυ τοῦ γινομένου θ2«65. 

Νὰ ἀποδειχθῇ γενικῶς, ὅτι τὸ ἄθροισμα 1-]-9-]- ὃ-]-....«Ἑν εἶνε 
τὸ Ἕμισυ τοῦ γινομένου ν (ν-|- 1}: οἱοςδήποτε ἀριθμὸς καὶ ἄν εἶνε ὁ ν. 

3) α]όπον μεταθάλλεται τὸ Ὑινόµενον, ὅταν εἰς ἕνα παράγοντα 
προστεθή µία µονᾶς, Ὦ καὶ περισσότεραι: 

1) Εἰς γινόμενόν τι πρόκειται νὰ αὐζγθῃ εἷς παράγων κατὰ αο- 
γόδα, ποῖον παράγοντα πρέπει να χὺξ Ἔσωμεν, ὥστε Ἡ αὔξησις τοῦ 

΄ 9 τ Γ 

γινηµένου νὰ εἶνε μεγίστη; 

ο 9 , ῃ , ν - ν ὶ Ὡν 9 9 - 

Ὁ) Τὸ ἄθροισμα δύο οἱωνδήποτε ἀριθμῶν ἐπὶ τῆν διαφορὰν αὐτῶν πολ- 
λαπλοσιασθὲν δίδει ὡς γινόµενον την διαφορὰν τῶν τετραγώνων αὐτῶν. 


ΔΙΛΙΡΕΣ/Σ η 


ΚΕΦΑΛΔΙΟΝ Ν 
Ἀιαίΐοεςθις. 


ἂρδ. ' ὁιαίρεσις εἰνε πρᾶξις, διὰ τῆς ὁποίας μερέζωιε δωθέρτα 
«ριθμὸν εἰς ἴσα µέρη. 

Παραδείγματος χάριν, ἐὰν θέλωμεν νὰ ψ.οιβάσωμεν 16 δραχμὰς εἰ 
ο) ἀνθρώπους ἐξ ἴσου, ἡ πρᾶξις, την ὁποίαν θὰ κάµωµεν, εἶνε διαίρεσις. 

Ὁ ἀριθμός, ὅστις πρέπε: νὰ μερισθῇ, λέγεται διαιρετέος, ὁ δὲ ἀρι- 
θµός, ὅστις δειχνύει εἰς πόσα µέρη θὰ µερισθῇ, λέγεται διαιρέτης" τὸ 
δὲ ἐξαγόμενον τῆς διαιρέσεως λέγεται πη.ζέκον. 

Βις τὸ ἀνωτέρω παράδειγµα διαιρετέος εἶνε ὁ 18, διαιρέτης δὲ 2 3 
καὶ πηλίχον ὁ θ. 

Ὅ μερισμὸς δὲν γίνεται Πάντοτε ἀκριθῶς', ἀλλὰ περισσεύει πολ- 
λάκις ἀριθµός τις ὁ ἀριθμος οὗτος λέγετα:. ὑπό.έοιπο»". 

Εάν, παραδείγματος χάριν, θέλω νὰ µοιράσω {0 δραχµὰς εἰς 


ε ο» 


ἀνθρώπους ἐξ ἴσου, βλέπω εὐχόλως. ὅτ: ἕκαστος ἄνθρωπος ϐὰ λάογη ὃ 
δραχμὰς χαὶ θὰ περισσεύσῃ καὶ µία δραχωή εἰς τὴν διαίρεσιν ταύ- 
την διαιρετέος εἶνε ὁ {Β. διαιρέτης ὁ Ὁ, πτλίκον (ὅγι ἀκριθὶς) ο 
καὶ ὑπόλοιπον 1. 

Σημεῖον τῆς διχιρέσέως εἶνε τὸ ἑξῆς : (ὅπερ ἀπαγγέλλεται διά): 
γράφεται δὲ τὸ σημεῖον τοῦτο κατόπιν τοῦ διαιρετέου καὶ μετ αὐτὸ 
γράφεται ὁ διαιρέτης οἷον 10: ὃ σηµαίνει, ὅτι ὁ 13 πρέπει νὰ διαι- 
ρεθῇ εἰς ὃ ἴσα µέρη. τοι νὰ διαιριθῇ διὰ 9' ἀπαγχέλλεται δὲ {0 
ἠιαιρούμεγος διὰ ο, Ὦ συντομώτερον {2 διὰ ὁ. 

3δΔΡ. Ἡ διαίρεσις δύναται νὰ ἀναχθῇ εἰς την ἀφαίρεσιν' (ὅπως ὁ 
πολλαπλασιασαὸς εἰς την πρόσθεσιν ). 

Διότι, ἂν ἔχωμεν π. χ. νὰ µοιράσωµεν Ἰὸ ὁδραγμὰς εἰς ὃ ἀνθρώ- 
πους, δυνάμεθα νὰ δώσωμεν κατὰ πρῶτον ἀνὰ μίαν δραχμὴν εἰς ἕκα- 
στον τότε θὰ µείνωσι 12---δ, ὥτοι 7 δραχµαί' ἔπειτα ἐκ τῶν 3 τ 
δραχμῶν (αἱ ὁποῖαι ἐμειναν]) νὰ δώσωμεν πάλιν εἷς ἕκαστον ἀνὰ µίαν 
δραχµήν' τότε θὰ µείνωσ: )]---δ. Ἆτοι 33) δραγµαί: καὶ ἐκ τούτων 


ρ , » ον Π 9 π ͵ - ». 9 λ , 
πάλιν νὰ δώσωμεν ἀνὰ "μίαν εἷς καθένα υκὶ οὕτω κχθεξῆς' εἰς τὸ τὲ- 


ὃν Ἐν τῷ τρίτῳ βιβλίο: σ «αύωση, ὅτι πᾶσα Αιχίρεσις γίνεται ἀκριδώὼς τὸ 2)- 





ηθεία τῶν κλασμάτων 





μα 


ὃς, 


ΔΙΑΙΡΗΣΙΣ 10 


Εις πᾶσαν ἀτε.ῆ διαιρεσιν, ὁ διαιρετέος εὖ ε ἴσος μὲ τὸ }ι}όμε) ο} 
τοῦ διαιρέτου καὶ τοῦ πη.ζίκου, ὅταν» εἰς τὸ }Ωόμενον τοῦτο προστεθὴ 
χαὶ τὸ ὑπό.ζοιπον. 

ΣΗΜΒΙΩΣΙΣ. Ἡ προτασις αὕτη ἀληθεύει καὶ περὶ πάσης διαιρέ- 
σίως, ἀρχεῖ ὡς ὑπόλοιπον τῆς τελείας διαιρέσεως νὰ θεωρηΏῇ τὸ 0). 

ἱζατὰ τὰ προηγουμένως λεχθέντα (ἐδ. 90} τὸ ὑπόλοιπον εἶνε πάν- 
τοτε υ:κρότερον τοῦ διαιρέτου. 


Παρατήριισις. 

60. Ἡ διαίρεσις ἂύναται νὰ γίνη καὶ διὰ τοῦ πρ) λαπλασικτ.οῦ, 
ὡς ἑξῆς. 

Ας ὑποθέσωμεν π. χ.. ὃτι πρὀκειταινὰ διαιρέσωµεν τὸν 5 διὰ τοῦ ϱ. 

ΠΠολλαπλασιάζω τὸν διαιρέτην 9 ἐπὶ {, ἐπὶ 2, ἐπὶ ὃ κτλ. κατὰ 
σειρὰν χαὶ εὑρίσχω᾽ 

ον«--θ. Όσςὴ-Ξ-ἰδ. ϱσ/ὸξὸῖ, ἨΣσς--56, 
Ον Ἴ---4ὗ. Ὁσ θ--- 1. 

Ἑκ τούτων βλέπω, ὅτι ὁ 9 χωρεῖ εἰς τὸν ὃ µόνον ὦ φορὰς (δι- 
ότι ϱΣ«ῶ εἶνε ἀθ, ἀλλὰ 9Σ«06 εἶνε ὅἡ' µεγαλῆτερον δηλονότι τοῦ 
ὤ9)' ὥστε τὸ πηλίκον εἶνε ὃ, τὸ δὲ ὑπόλοιπον, τὸ ὁποῖον μένει, ὅταν 
ἀπὸ τοῦ ῦὃ ἀφαιρέσω τὸ !) πέντε φοβάς, εἶνε ὃ. 

᾽᾿Αλλὰ χαὶ ὁ τρόπος οὗτος ὡς καὶ ὁ ἄλλος, ὅστις ἀπαιτεῖ ἄλλεπκλ- 
λήλου: ἀφχιρέσεις, δὲν εἶνε κατάλληλος, ὅταν οἱ ἀριθμοὶ εἶνε µεγά- 
λοι, διότι καὶ χρόνον ἀπαιτοῦσι καὶ κόπον πολύν. Διὰ τοῦτο ἐπενόχ- 
σαν ἄλλον τρόπον συντοµώτερον, χαθ᾽ ὃν ἐκτελεῖται } διαίρεσις, καὶ 
τὸν ὁποῖον θὰ µάθωυεν εν τοῖς ἐπομένοις. 


᾿Αριθμὸς τῶν ψηφίων τοῦ ππλίκου. 


«Φ]. Αν θέλωµεν νὰ εὕρωμεν, πρὶν ἀκόμη ἐκτελέσωμεν τὴν δ.κί- 
ῥεσιν, πόσα ψηφία θὰ ἔχγ τὸ πηλίκον, χἆμνομεν ὡς ἑξῆς. 

ΙΓ ράφοµεν πρὸς τὰ δεξιὰ τοῦ διαιρέτου τόσα μηδενικά, ὅσα γρειά- 
ζονται διὰ νὰ γίνγ ὁ διαιρέτης μεγαλητερος τοῦ διαιρετέου- οσα μηδε- 
νικὰ χρειάζονται διὰ νὰ γίνη τοῦτο, τόσα ψηφία ϐὰ ἔγγ. τὸ πηλίκο». 

"Ὥδστω ὡς παράδειγυ« η διαίρεσις πο: 18. 

Ἐὰν γράψω δεξιὰ τοῦ {δ ἓν μηδενικὸν (δηλαδη, ἂν τὸν πολλαπλα- 
σιάσω ἐπὶ 140) γίνετα: { 36) καὶ ὑπερθαίνει τὸν διχιρετέον ΙΤ5: ἐκ ου: 


ΔΙΑΣ) 


-) 


ὰ νὰ εὕρω τὸ πηλίκον, σκέτετοµαι ὡς ἑξῆς' 

ὦ ἑκατοντάδες τοῦ δικιρέτου δὲν περιέχονται εἰς τὰς μονάδας 
ἰς τὰς δεχάδας τοῦ διαιρετέου, ἄλλα µόνον εἷς τὰς ὃδ ἑκατον- 
:' αὐτοῦ" περιέχονται δὲ Ἴ φορὰς µόνον (διότι τὸ ὃ εἰς τὸ 38 
(εται Ἱ φοράς). Ἐκ τούτου συµπεραίνω, ὅτι τὸ πηλίκον δὲν εἶνε 
ιἤτερον τοῦ Ἱ: ἀλλ) εἷνε Ὢ Ἱ ἢ µικρότερον τοῦ Ἵ' (διότι αἱ ὃ 
ντάδες, τοι ὁ 000. περιέχονται εἰς τὸν διχιρετέον Ἱ φοράς' 
ὁ ὤ9ο ὡς µεγαλήτεοος τοῦ 04, δυνατὸν νὰ μ.Ἡ περιέχηται εἰς 
Ἱ φοράς). 
ὰ νὰ δοκιμάσω τὸ Ἱ, πολλαπλασιάζω αὐτὸ ἐπὶ τὸν διαιρέτην 
καὶ εὑρίσκω Ὑινόµενον 9010, τοι µικρότερον τοῦ διαιρετέου. 
τούτου βλέπω, ὅτι τὸ πηλίκον εἶνε Ἴ' ἀφαιρῶν δὲ ἀπὸ τοῦ δι- 
ίου τὸ γινόµενον 9015 (τοῦ πηλίκου Ἵ ἐπὶ τὸν διαιρέτην ο39 0). 
χω τὸ ὑπόλοιπον τῆς πράξεως. 
ὶς δεύτερον παράδειγµα ἔστω Ἡ διαίρεσις 

δούν : 98” 

 πηλίκον εἶνε μονοψήῆφιον (διότι 9δ5άχ«14) εἶνε 38040, ἴτοι 
λήτερον τοῦ διαιρετέου) καὶ διὰ νὰ τὸ εὕρω, παρατηρώ, ὅτι αἱ 
λιάδες τοῦ διαιρέτου περιέχονται εἰς τὸν διαιρετέον (δηλαδη 
ις ὃ Χιλιάδας του) Ἐ φορὰς µόνον, ὥστε καὶ ὅλος ὁ διαιρέτης 


9 , 9 4 Ν ΄ ΄ 1 Π 
δὲν περ.έχετα: εἷς τὸν διαιρετέον περισσότερον ἀπὸ 4 φοράς' 


νως τὸ πηλίκον εἶνε ἡ 4 Ἡ µικρότερον τοῦ ή. Διὰ νὰ δοκιμάσω 
πολλαπλασιάζω αὐτὸ ἐπὶ τὸν διαιρέτην 9δυ4 καὶ εὑρίσχω χι- 
ον | 1416, ὅπερ εἶνε μεγαλήτερον τοῦ διαιρετέου' ὥστε τὸ πη- 


ζω 


εἶνε µικρότερον τοῦ {. Διὰ νὰ δοκιμάσω τὸ ὁ πολλαπλασιά 
ἐπὶ τὸν διχιρέτην καὶ εὑρίσκω Ὑγινόμενον 8003 µικρότερον τοῦ 
ἱτέου' λοιπὸν τὸ πηλίκον εἰνε ο. 

ὰ νὰ εὕρω τὸ ὑπόλοιπον. ἀθχιρῶ ἀπὸ τοῦ διαιρετέου 8069) τὸ 
ενον τοῦ διαιρέτου καὶ τοῦ πηλίκου, τοι τὸ 8003, καὶ εὑρίσκω 
εόλοιπον Ἱ' ὥστε ἐξετελέσθη Ἡ διαίἰρεσις. 

ΣΡ. Εκ τῶν προηγουμένων συνάγεται ὁ ἑξῆς κανών. 

ὰ νὰ εὕρωμεν τὸ τη.Μίκο» τῆς διαιρέσεως Φύο ἀριθμῶ».', ὅταν εὺ ε 
ῥήφιο», «ἐαμθάνομε τὸ πρὠτο». ηφίον τοῦ διαιρέτου καὶ δι αὐτοῦ 
ρὔμεν τὸ πρῶτο» ψηφίο» τοῦ διιρετέου (ἂν εἶνε ἰσοψήφιοι) ἢ τὸ 
ϱ διψήφιω» τμῆμα αὐτοῦ (ἂν ἔχη ὁ δικιρετέος ἓν ψηφίου περισ- 
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Ἐνταῦθα λαμθάνομεν τὰς 0 χιλιάδας καὶ µοιράζοµεν αὐτὰς εἰς 


τοὺς 24 ἀνθρώπους' 52 0989 | 24 
48 3 
4 


Εἰς την πρώτην ταύτην μεριχὴν διχίρεσιν διαιρετέος εἶνε 09 (χιλι- 
δις) διαιρέτης ὁ 2, πηλίχον 3 (χιλιάδες) καὶ ὑπόλοιπον Ί(χι- 
λιάδες). 

Αἱ 4 χιλιάδες, αἱ ὁποῖαι ἔμειναν, ὁμοῦ μὲ τὰς 0329 µονάδας, τὰς 
Ὁποίας ἀφήκαμεν ἐξ ἀρχῆς, ἀποτελοῦσι τὸν ἀριθωὸν 46399, ὅστις µέ- 
νει ἀχόμη νὰ µοιρασθῇ εἰς τοὺς 24 ἀνθρώπους. 

Καὶ εἰς την νέαν ταύτην διαίρεσιν (ὡς καὶ εἰς την πρώτην) λαμ- 
Ὅάνομιν τόσα µόνον ψηφία τοῦ διαιρετέου ἀπ᾿ ἀρχῆς αὐτοῦ, ὅσα χρει- 
άζονται, διὰ νὰ ἔχωμεν πηλίκον μονοφήφιον᾽ λαμθάνομεν λοιπὸν τὰς 


46 ἑκατοντάδας' καὶ ταύτας µοιράζοµεν εἰς τοὺς 3  ἀνθρώπους' 





1099 | 4 
4 | 


εὑρίσχομεν δὲ πηλίκον { ἑκατοντάδα καὶ ὑπόλοιπον 93 ἑκατοντάδας. 

Αἱ 99 ἑχατοντάδες., αἴτινες ἔμειναν, ἑνωθεῖσαι μετὰ τῶν 39) µονά- 
δων, τὰς ὁποίας ἀφήκαμεν, ἀποτελοῦσι τὸν ἀριθμὸν 393399), τὸν ὁποῖον 
πρέπει ἀχόμη νὰ µοιράσωμεν εἰς τοὺς 24 ἀνθρώπους. 

Καὶ εἰς τὴν νέαν ταύτην δικίρεσιν λαμθάνοµεν τόσα µόνον ψηφία 
τοῦ διαιρετέου (ἀπ᾿ ἀρχῆς), ὅσα χρειάζονται, διὰ νὰ ἔχωμεν πηλίκον 
μονοψήφιον΄ λαμθάνομµεν λοιπὸν τὰς Ὁ ὁὁ δεκάδας καὶ ταύτας µοιρά- 
ζομεν εἰς τοὺς 24 ἀνθρώπους᾽ 

990 {21 
νι ϱ 
6 
εὑρίσχομεν δὲ πηλίκον ϱ δεκάδας καὶ ὑπόλοιπον ϐ δεκάδας. 

Αἱ ϐ δεκάδες, αἵτινες ἔμειναν, καὶ αἱ 9 μονάδες, τας ὁποίκς ἀφῆ,- 
καµεν, ἀποτελοὺσι τὸν ἀριθμὸν 03, τὸν ὁποῖον πρέπει νὰ µοιράσω- 
μεν ἀκόμη εἰς τοὺς 3 Ἐ ἀνθρώπους᾽ 


6ϱ 1 τή 


ἵοθανκοΥ Ν. Ἁλατίιδακί Θ{αρητικα ΑΡΙΘΗΗΊΊΚΙΙ 


-ἳ 
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Ἐνταῦθα λαμθάνοµεν τὰς 3 χιλιάδας καὶ µοιράζοµεν αὐτὰς εἰς 

τοὺς 24 ἀνθρώπους 9 099 94 
18 Γα 
- 

Εἰς την πρώτην ταύτην μερικὴν δικχίρεσιν διαιρετέος εἶνε 3 (χιλι- 
Οξδες) διαιρέτης ὁ 24, πηλίκον ὃ (χιλιάδες) καὶ ὑπόλοιπον Τ(χι- 
λιάδις). 

Αἱ ή χιλιάδες, αἱ ὁποῖχι ἔμειναν, ὁμοῦ μὲ τὰς 639 µονάδας, τὰς 
Ὅποίας ἀφήχαμεν ἐξ ἀρχῆς, ἀποτελοῦσι τὸν ἀριθμὸν 4639, ὅστις µέ- 

νιει ἀχόμη νὰ µοιρασθῇ εἰς τοὺς 91 ἀνθρώπους. 

Καὶ εἰς τὴν νέαν ταύτην διαἰρεσιν (ὡς καὶ εἰς τὴν πρώτην) λαμ- 
Ὀάνομεν τόσα µόνον ψηφία τοῦ διαιρετέου ἀπ᾿ ἀρχῆς αὐτοῦ, ὅσα χρει- 
άχονται, διὰ νὰ ἔχωμεν πηλίχον μονοψήφιον᾽ λαμθάνοµεν λοιπὸν τὰς 
40 ἑκατοντάδας' καὶ ταύτας µοιράζοµεν εἰς τοὺς 3! ἀνθρώπους 

1099 1 9δι 


«ὑρίσχομεν δὲ πηλίκον | ἑκατοντάδα καὶ ὑπόλοιπον 93 ἑχατοντάδας. 

Αἱ 99 ἑχατοντάδες, αἴτινες ἔμειναν, ἑνωθεῖσαι μετὰ τῶν 39() µονά- 
ὅων, τὰς ὁποίας ἀφήκαμεν, ἀποτελοῦσι τὸν ἀριθμὸν Ὦ 2399, τὸν ὁποῖον 
πρέπει ἀχόμη νὰ µοιράσωμεν εἰς τοὺς ὃ4 ἀνθρώπους. 

Καὶ εἰς τὴν νέαν ταύτην διαίρεσιν λαμθάνομεν τόσα µόνον ψηφία 
τοῦ διαιρετέου (ἀπ᾿ ἀρχῆς), ὅσα χρειάζονται, διὰ νὰ ἔχωμεν πηλίχκον 
μονοψήφιον᾽ λαμθάνομεν λοιπὸν τὰς ὃ9ὁ δεχάδας καὶ ταύτας μ.οιρά- 
ζομεν εἰς τοὺς 24 ἀνθρώπους᾽ 

990 {21 
9 3 
6 
ευρίσχοµ.εν δὲ πηλίχον ϱ δεκάδας καὶ ὑπόλοιπου 6 δεκἆδας. 

Αἱ ϐ δεχἀδες, αἵτινες ἔμειναν, καὶ αἱ 9 μονάδες. τὰς ὀποίχς ἀφί- 
χαµεν, ἀποτελοῦσι τὸν ἀριθμὸν ϐϱ:3), τὸν ὁποῖον πρέπει νὰ µοιράσω- 
μεν ἀκόμη εἰς τοὺς 3 Ἰ ἀνθρώπους᾽ 

ϱϱ ! 9 
1 ὃν 
91 


ἵααχχοΥ Ν. ΧἉατήιδακι ΟΥ Ἠτικὴ ΑριθμΗκιι 


.. 
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σηµαίνει ἑκατοντάδας καὶ τὸ Ὁ, δεκάδας. Ἡ πρᾶξις τότε διατάσσε- 
ται συντομώτερον ὡς ἑξῆς: 
ο9 629 | 91 
48 9193. 


᾽Αλλ) ὅταν διατάσσωµεν τὴν πρᾶξιν κατὰ τοῦτον τὸν τρόπον, πρέ- 
πιει νὰ προσέχωµεν εἰς τὰ ἑξης. 

Αγ εἰς µεριχήν τιγα διαίρεσῶ:, ἀφεῖ καταθιδάσωµεν ἓν ψηφίον τοῦ 
Φιαιρετέου, δὲ εὕρωμον πη.ζίκο. (ἂν δηλαδη ὁ διαιρέτης δὲν χωρῇ 
εἰς τὸν προχύπτοντα τότε ἀριθμόν), τότε πρέπει γὰ γράφωμεν ὃ: µη- 
Φεγικὸν δεξιὰ τῶν εὑρεθέντων ψηφίων τοῦ πη.ζέχου" τοῦτο δέ, ἔγα δια- 


τηρῆται ἡ ἀξία αὐτῶν. Τοῦτο συµθαΐνει λ. χ. εἰς τὸ ἑξῆς παράδειγµα᾽ 


36568 | "11 
9/9 308 


Τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως ταύτης δὲν ἔχει δεκάδας' ἐγράψαμεν 
λοιπὸν ϱ) εἰς τὴν θέσιν των ἄλλως τὸ ψηφίον 3 δὲν θὰ ἐσήμαινεν 
ἑχατοντάδας. 

ὃ) Εὰν ὁ διαιρέτης εἶνε μονοψήφιος, ἀφαιροῦμεν τὰ γινόμενα αὖ: 
τοῦ χωβὶς νὰ τὰ γράφωμεν ἡ πρᾶξις τότε λαμθάνει τὴν ἑξῆς διάταξιν' 
ουδ τι | ὃ δι ! Ἡ 
Ἱ ῄᾖΤδι υοι οὐ 

9: 0 


να -.ωυ 


ΔΙΛΙΡΕΣΙΣ , Ό | 


σημαίνει ἑκατοντάδας καὶ τὸ Ὁ, δειχκάδας. Ἡ πρᾶξις τότε διατάσσε- 
ται συντοµώτερον ὡς ἑξῆς' 
ο 039 | 94 





᾽Αλλ' ὅταν διατάσσωµεν τὴν πρᾶξιν κατὰ τοῦτον τὸν τρόπον, πρέ- 
πει νὰ προσέχωµεν εἰς τὰ ἑξῆς. 

Αν εἰς µεριχήν τιγα διαίρεσι", ἀφεξ καταδιδάσωµεν ἓν ψηφίον τοῦ 
Φιαιρετέου, δὲν εὕρωμον πη.ζίχο; (ἂν δηλαδη ὁ διαιρέτης δὲν χωρῇ 
εἰς τὸν προχύπτοντα τότε ἀριθμόν), τότε πρέπει γὰ }ράφωμεν ὃν µη- 
Φεγικὸν δεξιὰ τῶν εὑρεθέγτων ψηφίων τοῦ πη.ζέχου᾽ τοῦτο δέ, ἕνα δια- 
τηρῆται ἡ ἀξία αὐτῶν. Τοῦτο συµθαίνει λ. χ. εἰς τὸ ἑξῆς παράδειγµα᾽ 


«ὖσ'68 | ΙΤ 


4 308 


Το πηλίχον τῆς διαιρέσεως ταύτης δὲν ἔχει δεκάδας, ἐγράψαμιν 
λοιπὸν ϱ εἰς τὴν θέσιν των ἄλλως τὸ ψηφίον 9 δὲν θὰ ἐσήμαινεν 
ἑκατοντάδας. 

ὃ) ᾿Εὰν ὁ διαιρέτης εἶνε μονοψΊφιος, ἀφαιροῦμεν τὰ γινόμενα αὖ- 
τοῦ χωρὶς νὰ τὰ γράφωμιν ἡ πρᾶξις τότε λαμθάνει τὴν ἑξῆς διάταξιν' 
οδ'τῃ | ὃ 91010 | Ἱ 
Ἱ  ᾖΠΤδι ού 009 

9: 0 


σ' 
ν. ... 








φον 


ΔΙΑΙΡΕΣΙΣ μὴ 


Δι) ὁμοίου τρόπου ἐσυντομεύθη καὶ ἡ ἑπομένη διχίρεσις (εἰς τὴν 
ὁποίχν παριδέχθην ὃ ἀνθρώπους): 
91508951 | 998 





91508 ΦΙΡ08 
954 4 
990. 1 
49 91559 πηλίκον 
970 
1056 
Ί 
2 


Ββ ὑπόλοιπον 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ὅταν τὸ πηλίκον μέλλη νὰ ἔχη πολλὰ ψηφία, εἶνε 
δὲ χαὶ ὁ διαιρέτης πολυψήφιος, σχηματίζοµεν κατὰ πρῶτον πίνακα 
περιέχοντα τὰ γινόμενα τοῦ διαιρέτου ἐπὶ τοὺς ἐννέα μονοψηφίους ἀρι- 
Ὁμοὺς κατὰ σειράν᾽ τότε δι ἁπλῆς ἐπόψεως τοῦ πίναχος τούτου εὖ- 
βίσχοµεν ἀμέσως εἰς ἑκάστην μερικὴν διαίρεσιν τὸ µέγιστον πολλαπλά- 
σιον τοῦ διαιρέτου το περιεχόµενον εἰς τὸν διαιρετέον καὶ ἑπομένως 
εὑρίσχομεν τὸ ψηφίον τοῦ πηλίκου' ὥστε Ἡ διαίρεσις καὶ συντοµώτε- 
{ον ἐκτελεῖται χαὶ ἀσφαλέστερον. 

Τὸ αὐτὸ δὲ πρέπει νὰ κχάµνωµεν, καὶ ὅταν δι ἑνὸς καὶ τοῦ αὐτοῦ 
διαιρέτου ἔχωμεν νὰ ἐκτελέσωμεν πολλὰς διαιρέσεις" διότι τότε ὁ πί- 
ναξ, τὸν ὁποῖον ἅπαξ ἐσχηματίσαμεν, χρησιμεύει εἰς ἁπάσας τὰς δι- 
αιρέσεις ταύτας. 


Βάσανος τῆς διαιρέσεως. 


Φ6. ᾿Αφοῦ ἐκτεζέσωμεν» τὴ» διαέρεσιν, ἂν θέζωμεν }ὰ κάωκε 
τὴν δοχιμὴν αὐτῆς, πο.ζζαπ.ζασιάζοµεν τὸ) διαιρέτη» ἐπὲ τὸ εὑρεθὲν 
-τη.ζ(χον καὶ εἰς τὸ γινόμενο» πρυσθέτοµεν τὸ ὑπτό,ζοιτον (ἐὰν ὑπάρχι)' 
ἑὰν τότε εὑρεθῇ ὁ διαιρετέος, τοῦτο εὖ-ε ἔνδειξις, ὅτι ἡ διαἰρεσις ἐγέ- 
γετο ἄνευ .Ἴάθους (δὲ ἐδ. 29). 


Ἰδιότητες τῖς ὁιαιρέσεως. 


Αἱ γενικαὶ ἰδιότητες τῆς διαιρέσεως ἐκφράζονται διὰ τῶν ἑπομένων 
Φεωρημάτων. 


ΔΙΑΙΡΕΣΙΣ Ὦ 1 


4χ«9) ἐπὶ τὸν τυχόντα ἀριθμόν, ἕστω ἐπὶ τὸν Ὁ, πάλιν µένουσιν ἴσοι" 
ὅθεν ἔπεται ὁὀθΣ«9Ξ( 159) «ο 
ἧ ὀ0χ«ζή( {σ«ῦ)κ«9 (ἐδ. 19, ἰδιότ. 9) 
9 - φ . , , , ”- ρ , « Π . .» 
Εκ τῆς ἰσότητος ταύτης γίνεται Φχνερόν. ὅτι ὁ αριθμὸς ὀὐκκο 
σύγχειται ἐκ τοῦ ἀριθμοῦ Ίλς. ἑννεάκις ληγθέντος τοι περιέχει 
9 9 ΄ ϱ , , 9 . . - 9 9 ο 
αὐτὸν ἑννέα φοράς ἑπομένως ὁ Αὐχ«» διαιρεῖται ἀακοιθῶς διὰ τοῦ 
4Σ«ὔ καὶ δίδει πηλίκον Ὁ. 
ΣΗΝΜΕΙΩΣΙΣ. Δι᾿ ὁμοίου τρόπου δύναται νὰ ἀποδειχθῇ καὶ τὸ ἄνω- 
φ , 9 ” ” 9 , - , . Ἀ - κ 
τέρω θεώρημα ἐκ τῆς γενικής ἰδιότητος τῆς διαιρέσέως (ἐὸ. 9) 
ι λεο ’ , , ”» .. , 
ἀλλ᾽ ἡ τοιαύτη ἀπόδειξις εἶνε δυσκολωτέρχ. 

Ἵνα δώσωμεν ἐφαρμογήν τινα τῆς ἰδιότητος ταύτης. ἂς ὑποθέσω- 
μεν, ὅτι ἔχομεν νὰ διαιρέσωμεν αριθμόν τινα διὰ Ὁ, ἔστω τὸν δο120050” 
ἐὰν διπλασιάσωμεν αμφοτέρους, τὸ πηλίχον δὲν βλάπτετα:, ἀλλ᾽ ὁ 
διαιρέτης γίνεται 16 καὶ Ἡ διαίρεσις ἐχτελεῖται ἁπλούστατα) οὕτως 
εὑρίσχομεν πηλίκον 171 061. Ὁμοίως, ἀντὶ νὰ διαιρέσωµεν ἀριθμὸν διὰ 
9ῶ, πολλαπλασιάζοµεν αὐτὸν ἐπὶ { καὶ διχιροῦμεν τὸ γινό,κενον δι΄ 104. 


ΘΒΡΟΩΡΙΗΝΜΑ ϱ΄ 


3Ο). να διαιρέσωµε)' }Ω όμεγο)’ δι ἀριθμοῦ, ἀρκεῖ »ὰ δια έσω- 
µε» ἕνα τῶν παραγόντω» αὐτοῦ (ἐὰν διαιρῆται ἀκριθῶς). 
Ἔστω ὡς παράδειγµα τὸ γινόµενον 
οσς«1«ὃΣς«Ἱ 
καὶ ἃς ὑποθέσωμεν, ὅτι πρὀκειται νὰ διαιρεθῇ διὰ τοῦ 1’ λέγω, ὅτι 
αρχεῖ νὰ διαιρέσωµεν ἕνα παράγοντα αὐτοῦ, οἷον τὸν 3, δια τοῦ 1, 
ἧτοι ὅτι τὸ ζητούμενον πηλίκον θὰ εἶνε 
υκὸσ «ὃσς] 
᾿Απόδειξις. ᾽Αρκεῖ νὰ δείζωµεν, ὅτι ὁ ἀριθμὸς οὗτος τετράκις 
ληφθεὶς δίδει τὸν διαιρετέον. 
Τῷ ὄντι κατὰ τῶν δευτέραν ἰδιότητα τοῦ πολλαπλατιασμοῦ (ἐδ. 19} 


εἴνε (ὀσ«σςὃΣσς τσ «1Ξθη «(ος «στης {λσ«ἂσςτ. 
Πόσυιόιια 


δ ὰ. {νι διαιρέσωµε) γι όιενω: ἂν ἑνὸς τῶν παρα) ώ πω» αὐτοῦ, 


ἀρχεὶ νὰ έξα. είψωμεν τὸν παρα} ο»τα τοῦτο». 


ΔΙΑΙΡΕΣΙΣ ϱ 


ὑπόλοιπον τῆς πρώτης δικιρέσέως εἶνε µιχρότερον τοῦ πηλίκου αυτΏς' 
μεγαλήτερον δέ, ἂν τοὐναντίον. 

ϐ) Νὰ τραπή ὁ ἀριθμὸς 809 τοῦ διχαδιχοῦ συστήματος εἰς ἀρι- 
ϐΘμὸν τοῦ ὀχταδικοῦ. 

Αἱ 858 ἁπλαῖ µονάδες τοῦ ἀριθμοῦ ἀπαρτίζουσι τόσας µονάδας 
τῆς δευτέρας τάξεως (τοι ὀκτάδας), ὅσας φοοὰς χωρεῖ τὸν 8 ὁ δ53᾽ 
διότι 8 µονάδες ἑκάστης τάξεως ἀπαρτίζουσι µίαν τῆς ἑπομένης' δι- 
αιροῦμεν λοιπὸν τὸν δὺ διὰ τοῦ 6 καὶ εὑρίσχομεν, ὅτι ἀπαρτίζονται 
106 µονάδες δευτέρας τάξεως καὶ µένουσιν ἁπλαῖ µονάδες ὖ. 

Αἱ 106 μονάδες τῆς δευτέρας τάξεως, ἀπαρτίζουσιν ὁµοίως τόσας 
μονάδας τῆς τρίτης τάξεως. ὅσας φορὰς χωρεῖ τὸν 8 ὁ 108, ὧτοι | 1’ 
μένουσι δὲ χαὶ ὃ μονάδες τῆς δευτέρας τάξεως. 

Ἐπιιδὴ δὲ αἱ {3} µονάδες τῆς τρίτης τάξεως ἀπαρτίζουσι µέχν 
τῆς τετάρτης τάξεως καὶ περισσεύουν καὶ ὃ μονάδες τῆς τρίτης τά- 
ξεως, συνάγεται, ὅτι ὁ δοθεὶς αριθμὸς 953 θὰ γράφηται εἰς τὸ οκτα- 
διχὸν σύστηµα ὡς ἑξες' 090. 

Ἡ πρᾶξις δύναται νὰ διακταχθῇ ὡς ἑξᾷς; 

δυο ! ὃ 
πὸ 1060 | ἃ 
ῦ ού Ι}148 
ν ο 

Ἐπειδη αί μονχὺες τῶν διχφόρων τάξεων ἐν τῷ 2ηταδικ σ,στη- 
ματι εἴνε αἱ ἑξης᾽ 

ι, 8. ΙΧ δ, ΝΧδλΧδ, δΧΝΧδΧδ., κτλ. 

Ἡ 1. 8, ψ”, 9”, δἳ, κτλ.. 
ὁ δοθεὶς ἀριθμὸς παρίσταται εἰς τὸ ὀκταδικὸν σύστημα ὡς ἄθροιτωκ 
τῶν ἑξῆς ἀριθμῶν' 
ῦ ΙΧ ν-ΓδΧ2-ΒΗΧΊΙ: 
εἰς δὲ τὸ δεκαδυιν σύστηµα παρίστατχι ὡς ἄθροισικ τῶν ἐζῆς 
ὴ--ΙυΧ2-- ΙΧ. 

τ) Νὰτραπῇ ὁ εἰς τὸ τοιαδικὸν σύστημα γεγοκικένος ἀριθιηως 9) 
εἰς τὸ κοινὸν σύστγμκἁ. 

ὍὉ αριθμὸς οὗτος εἶνε ἄθροισλα τῶν ἑξῆς αριθμών᾽ 

1 λὸλκ 3 -ἰ- ΙΧ 1, Ἔτοι τῶν ὃ -- 18 -|-37 


. - , ” 
και ἑπομενως ἕννε - 14. 


ΛΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ 


ΒΙΒΛΙΟΝ Ε.. 


ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΚΚΕΡΕΙΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 1 


ΠΕΡΙ ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΟΣ. 
Ὀρισμός. 


235. Διαιρετὸς λέγεται ἀριθμός τις δι᾽ ἄλλου, ἐὰν διαιρῆται δι᾽ 
αὐτοῦ ἀκριθῶς (τοι χωρὶς νὰ µένῃ ὑπόλοιπον). Οἷον ὁ {2 εἶνε δι- 
αιρετὸς διὰ 5, ὁ 20 εἶνε διαιρετὸς διὰ 4, κτλ. Ὁ δὲ διαιρῶν ἀκριθῶς 
ἀριθμόν τινα λέγεται διαιρέτης αὐτοῦ᾽ παραδείγματος χάρω, ὁ ὃ εἶνε 
διαιρέτης τοῦ 15, ὁ 4 εἶνε διαιρέτης τοῦ 20, κτλ. 

᾿Αριθμός τις λέγεται ποιζζαπ.ζάσιογ ἄλλου ἀριθμοῦ, ἐὰν γίνηται 
ἐξ αὐτοῦ διὰ τοῦ πολλαπλασιασμοῦ΄ οἷον ὁ 1 5 εἶνε πολλαπλάσιον τοῦ 
ὅ (διότι 10Ξ-5λΧ39}, ὁ 94 εἶνε πολλαπλάσιον τοῦ ϐ (διότι 24--- 
ϐΧ/4), κτλ. Ὁ δὲ ἀριθμός, ὅστις πολλαπλασιαζόµενος παράγει ἆλ- 
λον, λέγεται παράγων αὐτοῦ) οἷον ὁ Ὁ εἶνο παράγων τοῦ 1, ὁ ϐ 
εἶνε παράγων τοῦ 24, χτλ. 

Πᾶς ἀριθαὸς διαιρεῖ τὰ πολλαπλάσια αὑτοῦ καὶ ταῦτα μόνα. 

Οἱ διαιρέται παντὸς ἀοιθμοῦ καὶ οἱ παράγοντες αὐτοῦ εἶνε οἱ αὐτοὶ 
ἀριθμοί. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ὅταν λέγωμεν, ὅτι αριθµός τις διαιρεῖ ἄλλον, ἐννοοῦ- 
μεν, ὅτι διαιρεῖ αὐτὸν ἀκριθῶς. 


πα 
ΠΕΡΙ ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΟΣ 9 


Θεωοήματα περὶ τῖς διαιρετότητος. 
ΘΕΩΡΗΛΑ Α’. 


36. ᾿Εὰν ἀριθμὸς διαιρῇ δὺο ἢ περισσοτέρους ἀριθμούς, δια εἳ 
Ἄτιὶ τὸ ἄθροισμα αὐτῶγ. 
Παραδιίγματος χάριν, ὁ ὃ διαιρεῖ τοὺς ἀριθμοὺς 14) καὶ 0 καὶ 
940: λέγω, ὅτι διαιρεῖ καὶ τὸ ἄθροισμα αὐτῶν 10 -- δῦ-- 90. 
Απόδειξις. Διότι ἕχαστος τῶν ἀριθμῶν Ί(, 9ῦ καὶ 30 εἶνε 
πτολλαπλάσιον τοῦ ὅ, Ὥτοι σύγκειται ἐκ πολλῶν ὦ᾿ 
καὶ 9 μὲν [0 εἶνε ὃ --ῶ, 
ὁ δὲ 90 εἶνε ῦ-- ο - ο Γὸ-Γὸ, 
ὁ δὲ 0 εἶνε ο -ἵ- ο --Ὁ-----ὅ-ι-ὖ᾽ 
ἄρα τὸ ἄθροισμα αὐτῶν 140 -|- 90-90 εἶνε 
0 {-ὖ-- ὔ- 0-0 --ὖ--Ὁ-ἰ-ο--ο{-ο--ο 0ο. 


” , 9 , "κ νν ο .- ” π ρ ” )’»- 
πτοι σΌγκειται καὶ αὐτὸ ἐκ πολλῶν «)᾿ ὥστε εἴνε πολλαπλάσιον τοῦ ο). 
Πόριόμα. 

3, Γὰν ἀριθμὸς ὁιαιῇ ἀ.δ.ζω", διαιρεῖ καὶ τὰ το.ζ.ζα τ.ζάσια αὐτοῦ. 


Ἱ]αραδείγματος χάριν ὁ 9 διαιρεῖ τὸν ὉΤ' λέγω, ὅτι θὰ διαιρῇ καὶ 
στὰ πολλαπλάσια αὐτοῦ, ἦτοι 


ϱ7Χ9, ϱἳ Χ., αΤΧ1,. 5ο 
λιότι τὸ 9 κεἶνε 31-27, 
τὸ πΧ κεἶνε ὁτ--ο1---α, κτλ 


ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΒ’. 


28. ᾿Εὰὼ' ἀριθιὸς διαιρῇ δύο ἄ.ζέους, διαιρεὶ και τὴν διαφορὰ»" 
αἰτῶ». 

Παραδείγματος χάριν, ὁ ἡ διαιρεῖ τοὺς ἀριθμοὺς ο καὶ 13: λέγω, 
ὅτι θὰ διαιρῃ καὶ τήν διαφορὰν αὐτῶν ὁ[---Ι9. 

᾿Απόδειξις. Διότι ὁ 9 { εἶνε 3 -- ὁ----)-]- .) ---ἰ «-- ὁ-- 3: 

ὁ δὲ 13 εἶνε «) -ἷ-..-]-)-- ο. 
ἅρα Ἡ διαφ ορὰ αὐτῶν εἶνε ὃ -{- ο -- 9’ 

ἅτοι αύγκειται καὶ αὐτὴ ἐκ πολλῶν Ὁ' ὦστε εἶνε πολλαπλάσιον τοῦ 3. 


ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ 


ΒΙΒΛΙΟΝ Ε.. 


ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΑΚΒΡΕΒΙΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 1 


ΠΕΡΙ ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΟΣ. 
Ὀρισμός. 


| δδ. Διαιρετὸς λέγεται αριθµός τις δι ἄλλου, ἐὰν διαιρῆται δι) 
αὐτοῦ ἀκριθῶς (τοι χωρὶς νὰ µένη ὑπόλοιπον). Οἷον ὁ 12 εἶνε δι- 
αιρετὸς διὰ ο, ὁ 90 εἶνε διαιρετὸς διὰ , κτλ. Ὁ ὃὶ διαιρῶν ἀκριοῶς 
ἀριθμόν τινα λέγεται διαιρέτης αὐτοῦ παραδείγματος χάριν, ὁ ὃ εἶνε 
διαιρέτης τοῦ 10, ὁ ἆ εἶνε διαιρέτης τοῦ 20, κτλ. 

᾿Αριθμός τις λέγεται πο.ζζαπ.ἰάσιογ ἄλλου ἀριθμοῦ, ἐὰν γίνητα: 
ἐξ αὐτοῦ διὰ τοῦ πολλαπλασιασμοῦ’ οἷον ὁ 15 εἶνε πολλαπλάσιον τοῦ 
ὃ (διότι 10Ξςξολ9}, ὁ 94 εἶνε πολλαπλάσιον τοῦ ϐ (διότι 24--- 
ΘΧ 3), κτλ. Ὅ δὲ ἀριθμός, ὅστις πολλαπλασιαζόµενος παράγει ἅλ- 
λον, λέγεται παρά}ων αὐτοῦ οἷον ὁ Ὁ εἶνε παράγων τοῦ /ῶ, ὁ ϐ 
εἶνε παράγων τοῦ 24, κτλ. 

Πᾶς ἀριθαὸς διαιρεῖ τὰ πολλαπλάσια αὑτοῦ καὶ ταῦτα µόνα. 

Οἱ διαιρέται παντὸς ἀριθμοῦ καὶ οἱ παράγοντες αὐτοῦ εἶνε οἱ αὐτοὶ 
ἀριθμοί. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ὅταν λέγωμεν, ὅτι ἀριθμός τις διαιρεῖ ἄλλον, ἐννοοῦ- 
μεν, ὅτι διαιρεῖ αὐτὸν ἀκριθῶς. 


ὕλ, 


ΠΕΡΙ ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΟΣ 2 


Θεωρήματα περὶ τῆς διαιρετότητως. 
ΘΕΩΡΗΜΑ Α’. 


36. ᾿Εὰν ἀριθμὸς διαιρῇ δύο ἡ περισσοοτέρους ἀριθμούς, διαιςεῖ 
πιὶ τὸ ἄθροισμα αὐτῶν. 
Παραδείγματος χάριν, ὁ Ὁ διαιρεῖ τοὺς ἀριθμοὺς 146 καὶ 2ὔ καὶ 
90" λέγω, ὅτι διαιρεῖ καὶ τὸ ἄθροισμα αὐτῶν 140 -- ὃ0 --ο0. 
Απόδειξις. Διότι ἕκαστος τῶν ἀριθμῶν 160, 90 καὶ 90 εἶνε 
πολλαπλάσιον τοῦ ὅ, Ὥτοι σύγχειται ἐκ πολλῶν ΄ 
καὶ ὁ μὲν 10 εἶνε Ὁ --ο, 
ὁ δὲ 9ὔ εἶνε ῦ-- ο -Γ--0-Γὸ, 
ὁ δὲ 96) εἶνε ὅ -ἰ-Ὀ.--ὔ--υ-{-ὸ-ι- ο) 
ἄρα τὸ ἄθροισμα αὐτῶν 10 -|- 25 -|- 50 εἶνε 
{-0--ὖ-Ι-Ὁ ο] -Ὁ-ἰ-ο--ο-Γὐ ο 5 -Γυ, 


Μ , 9 ν ντ 9 - .- ο, 1 ρ - ὪὉ 
πτοι σΌγχειται χαὶ αὖτο ἐκ πολλῶν «)᾿ ὥστε εἰνε πολλαπλάσιον τοῦ ὁ. 
Πόριόμα. 

3 2. ᾿Εὰν ἀριθμὸς διαιρῇ ἄ.1.ζγ, διαιρεῖ καὶ τὰ πο.ζ-ἑαπ.ἰάσια αὐτοῦ. 


Παραδείγματος χάριν ὁ 9 διαιρεῖ τὸν 27" λέγω, ὅτι θὰ διαιρῇ καὶ 
τὰ πολλαπλάσιχ αὐτοῦ, ῆτοι 


9ἼΧ9. ϱἼΧ3, ΊΤΧ1,... 
Διότι τὸ 9πΧ9 κεἶνε 9 --2], 
τὸ ΦΚ κεἶνε ὁΤ-|-ὸτ-{-ᾳ, κτλ. 


ΘΕΩΡΗΜΑ Ε᾽. 


3258. ᾿Εὰ) ἀριθμὲς διαιρῇ δύο ἄ.ζίους, διαιρεὶ καὶ τὴγ' διαφορὰλ" 
αὐτῶν. 
Παραδείγματος γάριν, ὁ ὁ διαιρεῖ τοὺς ἀριθμοὺς ὃ | καὶ 13᾽ λέγω, 
ὅτι θὰ διαιρῇ καὶ τὴν διαφορὰν αὐτῶν ὃ|---Ι9. 
᾿Απόδειξις. Διότι ὁ 9 { εἶνε -- :-- ο -|- ὁ-|- ὔ -Ἡ- 2 -- 3: 
ὁ δὲ / εἶνε ὃ -- ο -ἵ- 0 --ὃ. 
ἄρα ἡ διαφ ορὰ αὐτῶν εἶνε ο --- .) -- 9᾿ 


Ὥτοι σύγχειται καὶ αὐτῃ ἐκ πολλῶν ο’ ὥστε εἴνε πολλα πλόσιον τοῦ «. 





ΠΕΡΙ ΔΙΔΙΡΕΤΟΤΗΤΟΣ θο 


φεαὶ τὸ τελευταῖον αὐτοῦ ψηφίον 8΄ ἑπομένως, ἂν διὰ ὁ διαιρεθῇ, θὰ 
φύση ὑπόλοιπον .), ἂν δὲ διὰ Ὁ). ϐὰ ἀφησῃ 0. 

᾿Απόδειξις. Ἑκάστη δεκας εἶνε πολλαπλάσιον καὶ τοῦ Ὁ χαὶ τοῦ 
5) (διότι εἶνε 10---θ Χ 5): ὥστε, ἂν ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ τοῦ ἀριθμοῦ πά- 
“σας τὰς Δεχάδαχς του ἀνὰ ψίαν, τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως διὰ 3 ἢ 
διὰ Ὁ) δὲν βλάπτεται (ἐδ. 80). ᾽Αλλ' ὁ ἀριθμὸς οὗτος περιέχει 949 
Φδεχάδας καὶ 8 μονάδας᾽ ἄν λοιπον παραλείψωμεν τὰς δεχἆδας του 
ανὰ µίαν, θὰ ἔχωμεν µόνον τὰς ὃ µονάδας' ἄρα τὸ ὑπόλοιπον αὐτοῦ 
φιαὶ τὸ ὑπόλοιπον τῶν ὃ μονάδων του εἶνε ἓν καὶ τὸ αὐτό. 


Πόριόμα. 
1) Οἱ αριθμοί, τῶν ορίων τὸ τελευταῖον ψηφίων εἶνε 
υγ η απο δ. 

Φιαιροῦνται ἀκριθῶς διὰ τοῦ 2’ λέγονται δὲ οἱ δ.ὰ τοῦ Ὁ διαιρετοὶ 
αριθμοὶ ἄρτιοι. 

Οἱ δὲ ἀριθωοί, τῶν ὁποίων τὸ τελευταῖον ψηφίον εἶνε 

ἱηοηυ η Τη9 

δὲν εἶνε διαιρετοὶ διὰ τοῦ }, (ἀλλ᾽ ἀφίνουσιν ὑπόλοιπον 1)’ λέγονται 
δὲ οἱ τοιοῦτοι ἀριθμοὶ περιττού. 

9) ᾿Αριθμός τις εἶνε διαιρετὸς διὰ Ὁ, ἐὰν τὸ τεζευταζο ηφίον του 

γ Α ΔΑ 

εὗὧεῆ 0 ἡ ο. 


ΘΕΩΡΗ}Α διὰ τὸ ἡ καὶ 9ὔ . 


49». Τυ ὑπό.οιπο) τῆς διαιρέσέως οἰουδήποτε ἀριθμοῦ ὐιὰ 4 ἡ 
οιὰ 9ὸ εἶγε τὸ αὐτὸ μὲ τὸ ὑπάζοιπον τῆς διαιρέσεως τοῦ ἀριθμοῦ, τε 
ὁποῖον ἀποτεζοῦσι τὰ δύο τε.ἐευταῖα Ψηφία αὐτοῦ. 

Ἔνστω τὸχὼν ἀριθμὸς ὁ 129 98θ: λέγω,δτι,εῖτε τὸν ἀριθμὸν τοῦτον 
ὅλον διαιρέσωµεν διὰ ἀ, εἴτε µόνον τὸν 8θ (ὀν]άποτελοῦσι τὰ δύο τε- 
λευταῖα ψηφία του κατὰ την τάζιν αὐτῶν), ἓν καὶ τὸ αὐτὸ ὑπόλοιπον 
θὰ εὕρωμεν. "Ὅμοιον δὲ θὰ συµθαίνῃ, ἂν διαιρέσωµεν διὰ 90. 

᾽Απόδειξις. Ἑκάστη ἐκατοντὰς εἶνε πολλαπλάτιον καὶ τοῦ ἆ καὶ 
τοῦ 2ὔ (διότι 100 ---4Χ 323): ὥστε. ἂν ἀφχιρέσωμεν ἀπὸ τοῦ ἀριθμοῦ 
πάσας τὰς ἑκατοντάδας του ἄνὰ μίαν, τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιοέσεως 
διὰ ἡ ἡ διὰ )ῦ δὲν βλάπτεται’ (ἐ. 80). ᾽λλλ’ ὁ ἀριθιὸς οὗτος ἔγει 
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ΠΕΡΙ ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΟΣ ῥΤ 


Ὁ εἶγε τὸ αὐτὸ μὲ τὸ ὑπό.οιπον, ὅπερ εὑρίσαυμεν διαιροῦγτες τὸ ἄθροι 
σµα τῶν ψηφίων αὐτοῦ διὰ τοῦ αὐτοῦ διαιρέτου. 

"Ἔστω τυχὼν ἀριθμός, ὁ 1708' λέγω, ὅτι, εἴτε τοῦτον διαιρέσωµεν 
διὰ 9, εἴτε τὸ ἄθροισμα 1-|-τ--ζ-|-ὃ (τοι 3 1), ἓν καὶ τὸ αὐτὸ ὑπό- 
λοιπον θὰ εύρωμεν. Τὸ αὐτὸ δὲ λέγω καὶ περὶ τῆς διαιρέσεως διὰ τοῦ ὃ. 

᾿Απόδειξις. Ὁ ἀριθμὸς οὗτος σύγκειται ἐκ Ί 1.) δεκάδων καὶ ἐξ ὃ 
ἁπλῶν μονάδων ἂν ἐκ μιᾶς δεκάδος (τοι ἐκ τοῦ ἀριθμοῦ {()) ἀφαι- 
ῥέσωµεν τὸ ϐ, μένει ὑπόλοιπον µία µονάς, ἤτοι Ἡ δεκὰς γίνεται μονὰς 
ἁπλῆ' ἂν λοιπὸν ἐκ τῶν 4 Ίω δεκάδων τοῦ δοθέντος ἀριθμοῦ ἀφαιρέ- 
σωμεν ἐξ ἑκάστης τὸ 9, θὰ µείνωσιν εἰς τὸν ἀριθμὸν {1ῶ µονάδες καὶ 
ὃ μονάδες᾽ Ὅτοι θὰ µείνη ὁ αριθμὸς ἸΤ9-|-ὃ. Ἐὰλν δὲ πάλιν ἐξ ἑκά- 
στης τῶν {7 δεχάδων τοῦ {15 ἀφαιρέσωμεν τὸ ϱ, θὰ μείνγ ὁ αριθμὸς 
4]-]-ῦ--δ. ᾿Εὰν δὲ τέλος ἐξ ἑκάστης τῶν Ἰ δεκάδων τοῦ 4]Τ ἀφαι- 
ῥέσωμµεν τὸ Ὁ, θὰ μείνῃ ὁ αριθμὸς 

Π--Ἱ--ὸ-|δ, Ὠτοι ὁ 91. 

Τὸν ἀριθμὸν τοῦτον εὕρομεν ἀφαιρέσαντες ἀπὸ τοῦ δοθέντος ἀριθμοῦ 
πολλάκις τὸ ϱ ἄρα τὸ ὑπόλοιπον τοῦ δοθέντος χαὶ τὸ ὑπόλοιπον 
τούτου εἶνρ ἓν καὶ τὸ αὐτό' (ὅταν διαιοεθῶσι ὃ, 9). 

Τὸ αὐτὸ δὲ ἀληθεύει, καὶ ὅταν διαιρέσωµεν δια ο)" διότι ὁ ἀφαιρὲ- 
θεὶς ἀριθμός, ὥς συγκείµενος ἐκ πολλῶν ϱ), εἶνε πολλαπλάσιον τοῦ :). 


Πόριόιια. 


692’. ᾽ Αριθµός τις εἶγε διαιρετὸς διὰ «}ν ἐὰν τὸ ἄθροισμα τῶρ: νη- 
φίω» αὐτοῦ εἶγε διαι(ετὺν διὰ τοῦ «): τὸ αὐτὸ δὲ (1.ζηθευει χαὶ περὲ τοῦ «). 

Παραδείγµατος χάριν, ὁ ἀριθμὸς δ19) 408 διαιοεῖται διὰ 3 διότι 
τὸ ἄθροισµα τῶν ψηφίων του εἶνε 39) καὶ εἶνε δικιρετὸν διὰ 9)’ διὰ τοῦ 
ϱ δὲ διαιρούµενος θὰ ἀφήσῃ ὑπόλοιπον ϱ (ὅτου αφίνει καὶ ὁ 9). 

Ὁ δὲ ἀριθωὸς ὃ 41 008 διαιρεῖται διὰ τοῦ ϱ) (ἐπομένως καὶ δ.ὰχ 
τοῦ ὁ κατὰ τὸ πόρισμα ΙΤ), διότι τὸ ἄβροισω«κ τῶν ψηφίων του εἰνε 
36. δηλαδή διαιρετὸν διχ 0. 

ΣΗΝΕΙΩΣΙ». Καὶ εἰς τὸν ἀριθμόν, ὅστις προκύπτει: ἐκ τῆς αΏροίσεως 
τῶν ψηφίων τοῦ δοθέντος ἀριβμοῦ, δυνἆμεθα νὰ ἐφαρμόσωμιεν τὸ αὐτὸ 
θιώρηµκ πρὺς εὔρετιν τοῦ ὑπολοίπου τῆς δικιρέσεως χὐτοῦ δ.Χ τοῦ ϱ) 


(ἡ διὰ τοῦ «)' δν άιιεήκ δὲ νὰ ἐξκκολου)ήσω μεν οὖῦτως ἐφαρμότοντες τ) 


ΠΕΡΙ ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΟΣ ϱ0 


Ἐν δὲ τέλος ἐξ ἑκάστης τῶν ϐ ἑκατοντάδων τοῦ 0901 ἀφγαιρέσω- 

Μεν τὸν 11 ἑννέα φοράς, µένει ὁ ἀριθμὸς 
0 -- 5] -{- 41 -- 5ὃ 

Τὸν ἀριθμὸν τοῦτον εὑρήκαμεν ἀφαιρέσαντες πολλάκις τὸ 11 απὸ 
τοῦ δοθέντος ἀριθμοῦ΄ ἄρα (ἐδ. 80) τὸ ὑπόλοιπον τοῦ δοθέντος καὶ τὸ 
ὑπόλοιπον τούτου εἶνε ἓν καὶ τὸ αὐτό. ὅταν διαιρεθῶσι διὰ τοῦ 11. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Τὸ θεώρημα τοῦτο αληθεύει καὶ διὰ τοὺς διαιρέτας 
ῶὃ χαὶ 99. Διότι ὁ ἀφαιρούμενος ἀριθμὸς εἶνε πολλαπλάσιον τοῦ 99 
χαὶ κατ ἀχολουθίαν πολλαπλάσιον τοῦ 9ὐ. 

Ἐνὰχν εἰς τὸ ἄθροισμα ϐ-|-ὈἹ-- 41 --ὸδ παβαλείψωμεν ἐξ ἑκάστου 
μέρους τὰ πολλαπλάσια τοῦ {1{, τὸ ὑπόλοιπον δὲν βλάπτεται, εὑὗρί- 
σκοµεν δὲ ἄθροισμα τὸ ϐ-|- 9 --δ-ἱ-ᾱ, τοι Ι9: ἐπειδὴ δὲ τοῦτο δι- 
αιρούμενον διὰ 14 δίδει ὑπόλοιπον ὃ, συμπεραίνομεν, ὅτι καὶ ὁ δο- 
θεὶς ἀριθμὸς θὰ δώσῃ τὸ αὐτὸ ὑπολοιπον 8. 


Πόριόμα 

6 {)ο Αριθμός τις εἶνε διαιρετὸς ὅι 11, ἐὰν τὺ ἄθροισμα τῶ» ὃι- 
ψηφίων ζμηµάτω», εἰς τὰ ὁπτυῖα ἆλα.ἐύεται (ἐκ δεζιῶν), εὖε διαιρε- 
τὸν ὃν 1. 

Παραδείγματος χάριν, ὁ ἀριθμὸς δῦ9 0δ { ἀναλύεταιείς τὰ τμήματα 
84, 9ὅ καὶ δὺ καὶ τὸ ἄθροισμα αὐτῶν εἶνε δὸ -ἵ- 0 -]-84, ἦτοι 204. 

άν δὲ ἐφχρμόσωμεν τὸ αὐτὸ θεώρημα καὶ εἰς τὸν ἀριθμὸν τοῦ- 
τον 26, εὑρίσκομεν τὰ τμήματα θ4 καὶ 3, ἅτινα δίθουσιν ἄθροι- 
σµα 060: ἐπειδη δὲ τοῦτο εἶνρ διχιρετὸν διὰ τοῦ {{, συμπεραίνοµεν, 
ὅτι καὶ ὁ δοθεὶς ἀριθμὸς εἶνε διχιρετὸς διὰ τοῦ 1. 

Ὁ δὲ ἀριθαος 95890413 ἀναλύεται εἰς τὰ τμήματα 19, 04, 
97, ὃδ καὶ ὃ, ταῦτα δὲ ἔχουσιν ἄθροισμα 

ὃ- 08 --»τ1-- 1-3 
καὶ παραλειποµένων τῶν πολλαπλασίων τοῦ 11, τὸ ἀθροισµκ τοῦτο 
γίνεται 
ᾱ-]- ὃ-- 9-]- 4-]-{ Ὅτοι 34)’ 

ἐπειδὴ δὲ τὸ 90 ἀφίνει ὑπόλοιπον ϱ), συμπεραίΐνομευ, ὅτι καὶ ὁ δοθεὶς 
ἀριθμός, διαιρούµενος διὰ 11, θὰ ἀφήῆσῃ ὑπόλοιπον {. 


0 ΒΙΒΔΙΟΝ Β΄ 


' ῬΒάσανος τοῦ πολλαπλασιασμοῦ καὶ τῖις διαιρέσι 
διὰ τοῦ ϐ καὶ διὰ τοῦ 141. 


Ἡ βάσανος τοῦ πολλαπλατιασμοῦ καὶ τῆς διαιρέσεως δύνο 
γίνῃ καὶ διὰ τῶν ὑπολοίπων στηρίζεται δὲ ἐπὶ τῶν ἑπομένων 


µάτων περὶ τῶν ὑπολοίπων. 
ΘΒΡΩΡΗΜΑ 


90Ο. Τὸ ὑπτό-ουιτον τοῦ ἀθροίσματος, ὡς πρὸς οἱονδήποτε 
τη», δὲν β.ζάπτεται, ἅγ: ἀγτιχαταστήσωμεν ἕχαστογ προσθετέον' 
ὑπο.ζοίπου του (ὡς πρὸς τὸν αὐτὸν διαιρέτην ). 

"Εστω τυχὸν ἄθροισμα 19-- 20--ὃ2΄ λέγω, ὅτι τὸ ὑπόλοιτ 

-- « . 4 ΄ ' , 34 ’ 9 ᾽ 
τοῦ ὡς πρὸς τὸν διαιρέτην Ἱ δὲν βλάπτεται, ἂν θέσωμ.εν ἀντὶ ' 
τὸ ὑπόλοιπόν του (τοι τὸ ᾧ) κχὶ ἀντὶ τοῦ 20 τὸ ὑπόλοιπόν 
καὶ ἀντὶ τοῦ 3) τὸ ὑπόλοιπόν τον 4' λέγω δηλαδη, ὅτ' εἴτε 
θὲν άθροισμα 19-:-20-- 93 διαιρέσωμεν διὰ τοῦ Ἱ,.εἴτε τὸ ϱ) -]- 
ἓν καὶ τὸ αυτὸ ὑπόλοιπον θὰ εὕρωωεν. 

᾽Απόδειξις. Διότι ἀφῃρέσαμεν ἀπὸ τοῦ δοθέντος ἀθροίσματος: 
πλάσιόν τι τοῦ διαιρέτου Τ: τοῦτο δὲ δὲν βλάπτει τὸ ὑπόλοιπον (ἐ 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


Ὁ)Ἡ. Τὸ ὑπό.οιπο) }Ωομέγου ὡς πρὸς οἱογδήποτε διαιρέι 
β.1άπτεται, ἂνγ' ἀγτικαταστήσωμεν ἕκαστον παράγοντα διὰ τοῦ ἱ 
που του (ὡς πρὸς τὸν αὐτὸν διαιρέτην). 

Ἔνστω τυχὸν γινόµενον τὸ ὤ2Χ0δή: λέγω. ὅτι τὸ ὑπόλοιπ 
τοῦ ὡς πρὸς τὸν διαιρέτην 1{ δὲν βλάπτεται, ἂν θέσωωεν α' 
παράγοντος 92 τὸ ὑπόλοιπόν του ὃ καὶ αντὶ τοῦ παρἀγοντ' 
τὸ ὑπόλοιπόν του 2. 

᾿Απόδειξις. Τὸ γινόµενον 59 Χθ8΄ εἶνε τὸ αὐτὸ μὲ τὸ ἄθ 
ο2--υ9-ἰ-ῦλ-ἷ-... .«Ἡ-δὸ (οὗτινος οἱ προσθετέοι εἶνε ἑξαχκόσ 
δοῄκοντα τέσσαρες)' ἐὰν δὲ εἰς τὸ ἄθροισμα τοῦτο ἀντὶ ἑκάστου 1 
τέου θέσω.εν τὸ ὑπόλοιπόν του (τοι τὸ ϐ), δὲν βλάπτεται τ 
λοιπον τοῦ αθροίσµατος καὶ θὰ ἔχωμεν τὸ ἄθροισωα 


ὃ-ἰ- ὃ--δ-ἷ-... .-Ἱ-δ, ητοι τὸ ὃ Χ0δ4. 


ΠΕΡΙ ΔΙΑΙΡΕΤΟώΤΗΤΟΣ "1 


Καὶ πἀλιν τὸ γινόμενον 82«084 εἶνε ἴσον μὲ τὸ ἄβοοισμα 
084-081 4-....«Εθδα {ὄπερ ἔχει 
Ὀκτὼ προσθετέους)᾽ καὶ ἄν ἐφαρμόσωμεν πἁλιν τὸ προηγούµενον θεώ- 
Όπμα, εὑοίσκομεν τὸ ἄθροισμα 2 -ἰ-3--... .-ἲ- 2, Ἴτοι τὸ 9 Χδ, χω- 
Οἰς νὰ βλάψωμεν τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως δι 11. 

Ἐκ τούτου γίνεται Φανερὰ ἡ ὀρθότης τοῦ ἑπομένου χκανόνος. 

9) Φ. 4ιὰ γὰ κάµωµε τὴν βάσανο» τοῦ ποζζαπ.ἰασιασμοῦ, ὡς 
στρὸς οἱογδήποτε διαιρέτην, εὑρίσχομερ τὰ ὑπόέοιπα τῶν δύο παραγόγ- 
Ξ΄ω) ὡς πρὸς τὸ διαιρέτην τοῦτο) χαι πο.ζἑαπ.ζασιάζοµε» αὐτά τότε 
«Ὁὲ τὸ γι όμενο» τῶ) δύο ὑποάοίπω» χαὶ τὸ γινόμενο» τῶν δύο ἀρι- 
«Οιῶν πρέπει γὰ ἔγωσιν ἔτα ὑπόέοιπα. 

Ἆς λάδωμεν ὡς παράδειγµα τὸν ἐξῆς πολλαπλασικσμόν, τὸν ὁποῖον 
Φδοχιμάζομεν διὰ τοῦ 9: 


90] 
91 
σουτ ῶ| Τ 
15091 | 8|8 
15091 
ΕΕΡΕΗΜΗΝ 


ε ον) ῃ . ολ... 9 - . 4 , 9 , , 
ΗΠΗ δοχιμὴ γίνεται ὡς ἐζλς' αφοῦ γράψωυεν δύο εὐθείας τεμνοµέ- 
6 


γας ἐν σχΏµατι σταυροῦ, σημειοῦμεν εἰς τὰς δύο ἄνω γωνίαςτὰ ὑπὸ- 
λοιπα, Ὁ) καὶ Ἱ, τῶν δύο παραΥόντων. ἔπειτα πολλαπλασιάζομεν τὰ 
ὑπόλοιπα ταῦτα, ΟΧ Ἱ, κχὶ γράφομεν τὸ ὑπόλοιπον τοῦ Ὑινομένου 
ὃ, ἅτοι τὸ 8, εἰς µίαν τῶν ὑποκάτω γωνιῶν' τέλος εὑρίσχομεν καὶ 
τὸ ὑπόλοιπον τοῦ γινομένου {19 011. τὸ ὁποῖον πρέπει (ἂν δὲν 
ἔχινε λάθος) νὰ εἶνε κσὶ αὐτὸ ὃ. καὶ γράφοµεν αὐτὸ εἰς την τελε»- 
ταίαν γωνίχν. 

ὨὉμοία δοκιμὴ γίνεται καὶ εἰς την διαίρεσιν. Λαμάνομενγ τὰ ὑπό- 
εοιπα τοῦ διαιρέτου καὶ τοῦ πη.ζίχ.υ, πο.ζαπ.ασιάζοιιεν τὰ ὑπό,ίοιπα 
ταῦτα χαὶ εἰς τὸ }όμενο» τπτ οσθέτοµε» τὺ ὑιποό.έο,πορ τοῦ ὑπο.ζοίπου 
τῆς διαιρέσεως' ὁ οὕτω προκύπτω» ἀριθμὸς πρέπει (ἂν δὲν ἔγινε λάθος 
τι) νὰ Φίδῃ τὸ αὐτὸ ὑπάάοιπο»'. ὅπερ δίδει κιὲ ὁ διαιρετέος. 

Ὁ κανὼν οὗτος στηοίζεται ἐπὶ τῶν θεωρηµάτων 90) καὶ ϱ{, ἔτι 
δὲ χαὶ ἐπὶ τοῦ θεωρηαατος τοῦ ἐδχγ. 9. Την ἀπόδειξιν χὐτοῦ παρχ- 


λείπομεν, ὡς εὐκόλως εὐρισκομένην. 
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ἑκαστον τμῆμα τόσας µονάδας, ὅσας ἔχει αὐτὸ δεκάδας, συνάμα δὲ 
ἁφαιρέσωμεν τὰς προστεθείσας µονάδας (ἂν λόγου χάριν τὸ τμῆμα εἶνε 
68, θὰ γράψωμυι 00 -- 8---θ). 

ϐ) ᾿Αριθμὸς οἱοσδήποτε εἶνε διαιρετὸς διὰ τοῦ Ἱ, ἐὰν τὸ ἄβροισμα 
τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων καὶ τοῦ τριπλασίου τοῦ ὅλου ἀριθαοῦ τῶν 
δεχιάδων του εἶνε διαιρετὸν διὰ Ἱ. 

Ἡ απόδειξις στηρίζεται εἰς τοῦτο, ὅτι ἑκάστη δεκὰς γίνετα! ὃ, ὅταν 
ἀφαιριθῇ ἀπ' αὐτῆς ὁ Ἰ. 

3) ᾿Αριθμὸς οἰοσδήποτε εἶνε διαιρετὸς διὰ ὃΤ, ἐὰν τὸ ἄθροισμα τῶν 

τριφηφίων τμημάτων, εἰς ἃ ἀναλύεται (ἀπὸ τῶν ἁπλῶν μονάδων), εἶνε 
εσεερετὸν διὰ τοῦ ὁ]' (τὸ τελευταῖον πρὸς τὰ ἀριστερὰ τμῆμα δύνα- 
ταει νὰ ἔχη δύο µόνον ψηφία, ἡ καὶ ἓν μόνον). 

“Ἡ ἀπόδειξις στηρίζεται εἰς τοῦτο, ὅτι ἑκάστη χιλιὰς (ἤτοι ὁ 1000) 
Ὑέναται ἁπλῆ µονάς, ὅταν ἀφαιρεθῇ ἀπ᾿ αὐτῆς πολλαπλάσιόὀν τι τοῦ 
ο (000--51χ97). 

19) Τὸ ἄθροισωα τῶν τετραγώνων δύο ἀριθαῶν δὲν δύναται νὰ εἶνς 

τας ερετὸν διὰ τοῦ Ἰ, ἐὰν ἑκάτερος τῶν ἀριθαῶν τούτων δὲν εἶνε διαι- 
θε-τὸς διὰ τοῦ 7. 
“Ἡ ἀπόδειξις τῆς προτάσεως ταύτης στηρίζεται ἐπὶ τῶν θεωρηµά- 
των 06) καὶ | καὶ ἐπὶ τούτου, ὅτι δὲν ὑπάρχουσι δύο ἀριθμοί µι- 
Χρότεροι τοῦ Ἱ, τῶν ὁποίων τὰ τετράγωνα πβοστιθέµενα νὰ ἄποτε- 
λῶσιν ἀριθμὸν διαιρετὸν διὰ τοῦ Ἱ. 

ϱ) Τὸ γινόμενον τριῶν ἐφεζῆς ἀριθμῶν εἶνε πάντοτε διχιρετὸν διὰ 
τοῦ 0. 

10) Τὸ γινόµενον δύο ἐφεξῆς ἀριθμῶν καὶ τοῦ ἀθροίσματος αὐτῶν 
εἶνο πάντοτε διαιρετὸν διὰ τοῦ ϐ. 

11) Ἐὰν ἀριθμὸς διχιρῇ δύο ἄλλους, θὰ διαιρῇ καὶ τὸ ὑπόλοιπον 
τής διαιρέσεως αὐτῶν. 


.--- --- -. ---- ---- 


υα| 
ο 


ΒΙΒλΙὸν Β΄ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ῃΠ 
ΠΕΡι τοΥὗ ἩηεΕΓΙΣΤΟΥ κοιν ΟΥ ΔΗΑαΑΙΡΕΤΟΥ 
Ορισμοί. 


993. Άειςο ὀπιρτης δν Ἡ τεριατοτέρων αςιβμῶν λέγεται ἀρι- - 


ἐμέός τις. ἐαν δια.5τ α τοὺς πάντας αχ: 


1 


"οῶς. 
Παραδείγαστος χ4ριν. τῶν ετῆς -θιιῶν" 
ιὐ. δα. ὅ0. οὐ 
χονος ὅ-α:ς ρέτγς εἰνε ο 3 διοτι διαιςεἳ αὐτοὺς πάντας τῶν αὐτῶν δὲ 5 
ἀπιβμῶν χοῖνὸς δ:αιρέττς εἶνε καὶ ὁ 4. 
«4. Ἠενιστε: χεινὲς ὅ-σιρέτης ὃ-ο Ἡ πεςιστοτέρων ἀριθμῶν λέ----- 
Ὕετα: ὥς δε:κνύε. καὶ -ὃ ὄνοκα του 5 πεχστος ἐκ τῶν χοινῶν διχι--- 
ξετῶν. τοὺς οποίους ιά συν οἱ ας 4μ0ἱ οὓτ 


ὰ. 10 ἔχουπ τοὺς ἑξῆς-» 


ο 
Παραδει-ματος χ ιὰ οἱ ας:θιοὶ 1δ. ὃ 
.. 


9 . 5. . . 9 μα 
χο νοὺς ὃν σετα : καὶ 5 εγιστος Χλινος δια εέτης ατῶναν” 
ἵνξ 5 Ν. 
ἛἜαν ατιθαοι σινες ἂεν ἔγωτιν ἆλλον χ.:νον δ.αιςέττν σλυν στ μο”---- 


νχδος. οἱ ρα οὗτοι Ἄεγονται πρῶτ.: προς α.ἔᾖ1.έοες. 


ϱ... ἡνατα πεοὶ τῶν κοινῶν διαιρετῶν. 
ΘΡΒΟΡΗΝ4Α 


«).5. Οἱ κ; τει ἆ αρετα: ἑσνο Ἵπτετε αρεόμῶν δε, αἑσπτονται, ἂν 
ἐς νεος τὰ αριθ ιτ ἆ ναιρεῦα δέος. 


ἊἌς λάσωμεν ὡς τας :άδειναα τους τ.γόντας ας θαους 


τὴ [ον πο 9 

- κ - - α . 
λεω. ὁσι οἱ α. νο αὐτῶν ὧιχαισξτχ. ὧξν “ἀχττοεσᾶι. ἂν λονῦ», γχοιν 
απ ο 39 αχ. Ετωτον ον 
1 ἎἊ - - 9 Σ. - - ” μα 
Αστω αγ σαὸν σσ ον Χου. Α. 1.91. τω. χο }λὼὸν 

μι. (δν, ολη. μα 
χχ: -'. ἆ.ι.. Ὁ 1.σετὰ:. τῶν 1. ων. δν. ρα 


Εἰεξ οἱ ἄ ντος ἀσιλαοι. 


... αμ Σ - -- . 
Απο Αἁνοτο πας οτινος ια σετης τος τσ τες τειρᾶς τῶν χοι- 
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Θμῶν ὡς διαιρῶν τοὺς ἀριθμοὺς 920 καὶ 19, θὰ διαιρῇ χαὶ τὴν δια- 
Φφορὰν αὐτῶν 248 (ἰδὶ ἐδ. 78): ἑπομένως θὰ εἶνε κοινὸς διαιρέτης καὶ 
-τῆς δευτέρας σειρᾶς. Καὶ πάλιν, πᾶς χοινὸς διαιρέτης τῆς δευτέρας 
σειρᾶς, ὡς διαιρῶν τοὺς ἀριθαοὺς 218 καὶ 19, θὰ διαιρῇ καὶ τὸ ἄθροι- 
σμα αὐτῶν 990 (ἱδ. 0): ἑπομένως θὰ εἶνε κοινὸς διαιρέτης γαὶ τῆς 
τρώτης σειρᾶς. 

Ἐδείχθη λοιπόν, ὅτι καὶ αἱ δύο σειραὶ τῶν ἀριθμῶν ἔχουσι τοὺς 
αὐτοὺς κοινοὺς διαιρέτας. κ 
Πόριόμα 

Φ6. Οἱ χουοἱ διαιρέται ὁσωγθδήποτε ἀριθμῶν δὲν β.ἑάπτογται, ἂν 
«ἰγτικαταστήσωμεν ἕνα τῶν ἀριθμῶν τοὔτωγ διὰ τοῦ ὑπο.ζοίπου τῆς διαι- 
«ἰσεώς του δι ἄ.ζζου µικροιέρου. 

Διότι, ἂν ἀφαιρέσωμεν τὸν µικρότδρον ἀπὸ τοῦ µεγαλητέρου ὅσας 
Φορὰς εἶνε δυνατόν, θὰ ἔλθι εἰς τὴν θέσιν τοῦ μεγαλητέρου τὸ ὑπόλοι- 
πον τῆς διαιρέσεώς του διὰ τοῦ μικροτέρου᾿ δὲν θὰ βλαφθῶσι δὲ οἱ κοι- 
νοὶ διαιρέται’ διότι εἰς ἑκάστην τῶν χφαιρέσεων τούτων δὲν βλάπτονται. 

Παραδείγματος χάριν, χωρὶς νὰ βλάψω τοὺς χοινοὺς διαιρέτας͵ δύ- 
ναµαι ἀντὶ τῶν αριθμῶν 

10 265 ὃν Ἱ). νὰ λάσθω 
τουςἑξῆς ᾖ) 192896 318 τὸ, καὶ ἀντὶ τούτων 
τους ἑζής 4 ἱ9δ Ιπτυ Τὸ). υγαὶ ἀντὶ τούτων 
τοὺς ἐξῆς ᾖ) Ι28 ή ᾖτὸ. καἰτέλος ἀντὶ τούτων 
τοὺς ἑξης 4υ Ι98δ 3 ᾖἹδ, 
εἶνε δὲ ὁ ὃ3 τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως τοῦ 324) διὰ Τὸ. 


ΣΗΜΒΙΩΣΙΣ. ᾿Εὰν τὸ ὑπόλοιπον εἰνε ϱ, παραλείπεται. 


Παραδείγματος χάριν. οἱ ἀριθυοὶ 20 1 9 
καὶ οἱ δ) 10 9 
καὶ Οἱ 10 π() αλ. 
Ὥτοι οἱ 1) 13 


9 « 


ἔχουσι προδήλως τοὺς ατου: χοινοὺς διχιρέτας. 


ΘΒΕΩΡΙΙΜΑ 


4) 2. Ὁ μέγιστος κου ὃς διαιρέτης ὁσωνδήποτε ἀριθμῶ» εὗνε ὁ ἑ.ζά- 
1'στος ἐξ αὐτῶν. ἑὰν διιρῇ πάντας τοὺς ἅ.ἐζους. 


ΜΕΙΊΙΣΤΟΣ ΚΟΙΝΟΣ ΔΙΑΙΡΡΤΙΙΣ 


-.| 
--ἲ 


Ἡ πρᾶξζις δικτόσπεταχι πωντομίας γάριν ὡς ἑξῆς' 


δι 1 8 
πιπ. Τι σι | 18 
181 0) 


| 


Λἱ διαιρέσεις εἶνε διατεταγµέναι κατὰ τὸν συνήθη τρόπον µε Ιόνην 
την διαφοράν, ὅτι τὸ πηλίκον ἑκάστης γράφεται ὑπεράνω τοῦ διαι- 
ῥέτου αὐτῆς, Ἡ δὲ ὑποχάτω τοῦ διαιρέτου θέσις φυλάσσεται διὰ τὰ 
ὑπόλοιπον τῆς ἐπομένης διαιρέσεως. 

Ἐὰν εὑρεθῇ μέγιστος κοινὸς διαιρέτης Ἡ µονάς, τοῦτο σγυίνει, 
τι οἱ δοθέντες ἀριθμοὶ εἶνε πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. 





Παράδειγμα. 
ἀαὂαὧἶἑἹἑ.- 
414 ἱ ὃὸ ' ἰπ Ἱ 15 | .. .. 
1) ττο. 
305 | | ! 
.. | 
ΙΤ! | | 
Κανών. 


Ἐκ τῶν προηγουμένων συνάγεται ὁ ἑξῆς χανών. 

Φ Ώ. Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ µέγιστογ κοινὸ» διαιρέτην δύο ἀριθιῶν", 
Φιαιροῦμεν τὸν (εγα.ἱήτερο» διὰ τοῦ μικροτέρου᾽ ἔπεια, ἂν µεύ"ῃ 
ὑπόάοιπον, διαιροῦμε» τὸγ μικρότερο διὰ τοῦ ὑποάοίπου τούτου καὶ 
ἐξαχο.ουθοῦμεν τοιουτοτρόπως διαιροῦντες ἑχασιονγ διαιρέτην διὰ τοῦ 
ἀγτιοτοιγοῦγτος πρὸς αὐτὸν ὑπο.ξοίπου, μέχρις οὗ εὕρωμεν ὑπό έσιπον» 
0’ ὁ διαιρέτης τῆς τε-ευταίας ταύτης δαιρέσεως εἶγε ὁ ζητούμενος μέ- 
}!στος κοιγὸς διαιρέτης. 

Παρατήρποσις. Ἐφαρμόζοντες τὸν χανόνα τοῦτον εἰς δύο οἱουᾖ- 
δήποτε ἀριθμούς, θὰ εὔρωμεν ἐξ ἅπαντος µετά τινας διαιρέσεις ὑπό- 
λοιπον ():' διότι τὰ ὑπόλοιπα τῶν ἀλλεπαλλήλων διαιρέσεων, τὰς 
ὁποίας κάµνοµεν, προθαίνουσιν ἐλαττούμενα" ὅταν δὲ ἀριθμός τις ἑξα- 
κολουθῇ νὰ ἑλαττῶται. ἐπὶ τέλους καταντᾷ μηδέν, καὶ κχτὰ µίαν 
µονάδα ἂν γίνηται ἡ ἑλάττωσις. 


18 ΒΙΒΛΙΟΝ Π΄’ 


Εὔρεσις τοῦ μεγίστου κοινοῦ διαιρέτου όσων 
ἀριθμῶν. 


Ἀέ)60. Στηριζόμενοι ἐπὶ τῶν αὐτῶν προτάσεων { ἐδ. | 
νάµεθα νὰ εὕρωμεν τὸν µέγιστον Χοινὸν διαιρέτην ὁσων. 
θμῶν. Πρὸς τοῦτο διαιροῦμεν πάντας τοὺς ἄλλους δ)ὰ τ: 
ἐξ αὐτῶν καὶ ἂν μὲν πάντα τὰ ὑπόλοιπα εἶνε (0. ο αρι 
διρρέσαµεν, εἶνε ὁ μέγιστος χοινὸς διαιρέτης (χχτὰα τὸ θι 
δὶ μη, ἀντικαθιστῶμιεν τοὺς ἀριθμοῦς, ὧν τὰ ὑπόλοιπα 
ἕκαστον διὰ τοῦ ὑπολοίπου του" χαὶ ἔχομεν οὕτω νεχν σεις 
οἵτινες (χατὰ τὸ πόρισμα 90) ἔχουσι τοὺς αὐτοὺς κοινο' 
ους έχουσι χαὶ οἱ Φοθεντες" ἑπομένως ἔχουσ:. καὶ τὸν χὶ- 
χοινὸν διαιρέτην. Ἐπὶ τῶν ἀριθαῶν τούτων ἑρατοαεθα 
τῶν πρώτων καὶ ἐξαχκολουθοῦμεν χατὰ τὸν τοοτον τεῦτε 
φθάσωμεν εἰς αριθμόν τινα. ὅστις νὰ δια:Ξῷ πᾶντας τος : 
θῶς. ὁ αριθμὸς οὗτος εἶνε ὁ «πτούμενος αέγιστος κΌὶ-τς ! 

Ἡ εοδξις διατάσαιταχ:.. ὡς οαΐνετα: ἐκ τος 
ιΔἱ διαίσέσεις ἐκτελοῦντα: γωριστα.. 
Ἔττωσαν οἱ ασιθαςὶ [ 
διὰ ὁυ Ι 
δὰ |ἰὺὸ .ὶ 
ο. 


 ] - τ 9 . 9 
ὥστε ὁ [ὸ εἷνς ὁ μέγιστος κοινός διαίσετης τῶν ὄττιττ. 


ελ τὴ! Ν 
᾽ | ἓωὼ 
δα ὂὴ . ή 
Ν. .. ν π 


λΟλ. π εὔσετις τος ασιστος ὃς οος ο ἃ οι: 


η τῶν 25.1 ῶν Σχ Συ Σετ στων ο σσ 


.ᾳ- λατ... ττς δ. Άννς. τα 


υγ ν 3 
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του, ὧν τινες δυνατὸν νὰ εἶνε ὐχολώτεροι τῶν ἄλλων, ἂν καὶ πάντες 
ῷ «ξ ρουσι προφανῶς εἰς τὸ αὐτὸ ἐζαγόμενον. 

"Αξιος ἰδιαιτέρας προσοχῆς εἶνε ὁ ἑξῆς τρόπος. 

Ἐὰν ἐφαρμόσωμεν τὸ πόρισμα 960 εἰς δύο µόνον ἀριθμούς, διατηρῶ- 
μ.αν δὶ τοὺς ἄλλους ἀμεταθλήτους, φθάνομεν ἐπὶ τέλους εἰς τὸν μέγι- 
ς-τ-ον χοινὸν διαιρέτην τῶν δύο τούτων αριθμῶν, ὅστις ἑπομένως δύναται 
νῶς ἀντιχαταστήση αὐτούς, χωρὶς νὰ βλαφθῶσιν οἱ κοινοὶ διαιρέται 
ταν δοθέντων ἀριθμῶν ' ἄρα οὐδὲ ὁ μέγιστος κοινὸς διαιρέτης 
αὐτῶν. 


Ας λάδωμεν ὡς παράδειγµα τοὺς αὐτοὺς καὶ προηγουμένως ἀριθμοὺς 


49 204 391 ϱΜ): ἀντὶ τούτων 
λαιµθάνω τοὺς ἑξῆς 193 τὸ 39 (0) καὶ ἀντὶ τούτων 
τοὺς ἑξῆς τν ο 4 ϱ0, 


εἴνε δὲ ὁ 9 ὁ μέγιστος χοινὸς διαιρέτης τῶν δύο ἀριθμῶν 939 καὶ 
σ04. 

᾿Εντιῦθε συνάγοµεν τὴν ἑξῆς πρότασιν. 
στ π ΩΣ. 'Ο) μέγιστος χοιγὸς θιαιρέτης ὁσω: δήποτε ἀριθμῶν δὲν 

2-ἑάπτεται, ἂν ὀγτιχαται"ήσωμε» δύο οἱονσθή «ουτε ἐξ αὐτῶ; διὰ τοῦ σα 
}έστου χοιοῦ διιρέτου αι 'ὤγ. 

Οὺὐ µόνον δὲ έ μέγιστος Λοινὸς δ-ιρέτης, ἀλλὰ καὶ πάντες οἱ χοι- 
Νοὶ διαιρέται διατηροῦνται ἀμετάθλητοι εἰς την ἀντικατάστασιν 
Ἑσαύτην. 

λ 03. Δυνάμεθα κατ) ὁκολο:θίαν νὰ εὕρωμεν τὸν µέγιστον κοινὸν 
διαιρέτην πολλῶν ἀριθμῶν, εὑρίσκοντες πρῶτον τὸν µέγιστον κοινὸν δι- 
αιρέτην δύο ἐξ αὐτῶν' ἔπειτι τὸν µέγιστον κοινὸν διαιρέτην τούτου καὶ 
ἑνὸς ἄλλου, καὶ οὕτω καθεζΏς, μέχρις λάθωμεν πάντας τοὺς δοθέν- 
τας ἀριθμοὺς (ὡς χαὶ εἰς τὸ γινόμενον πολλῶν παραγόντων)’ ὁ τελε»- 
ταῖος εὑρισκόμενος μέγιστες κοινὸς διαιρέτης εἶνε ὁ ζητούμενος. 

᾽Αλλ᾽ ὁ τρόπος οὗτος απαιτεῖ συνήθως περισσοτέρας πράξεις Ἡ ὁ 
ἀνωτέρω ἐχτεθείς. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Δι ὁμοίου τρόπου ἀποθεικνύετα" καὶ  ἑξῆς πρότασις. 
/ Ὁ μέγιστος χοιγὸς διαιρέτης πο. ῶ» ἀριθμῶν δὲν (λἑάπτεται, «ἴν' 
ἀγτικατασταθῶσιν ὁσοιδήπυτε ἐξ αὐτῶν διὰ τοῦ μεγίστου χοιγοῦ διαι- 


ρέτου αὐτῶν. 


180 ΒΙΒΛΙΟΝ Ε΄ 


Ἰδιότητες τοῦ μεγίστου κοινοῦ διαιρέτου. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


64. Κοιγοὶ διαιρέται δύο ἢ περισσοτέρων ἀριθμῶν εὖε µόνον”''- 
ἑ διαιρέται τοῦ μεγίστου κοιγοῦ διαιρέτου αὐτῶν. 
Ἔστωσαν τυχόντες ἀριθμοὶ οἱ ἑξῆς 356, 168, 144, 96, 


'τῶν ὁποίων μέγιστος κοινὸς διαιρέτης εἶνε ὁ 24, ὡς ἑξῆς φαίνεται" 
| 
ἡ 


9ο 108 14 90 
18 το 48 96 
18 94 {) / 

0 94 ) 0 


Λέγω, ὅτι οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι δὲν ἔχρυσιν ἄλλους κοινοὺς διαιρέτας Ἡ 
(μόνον τοὺς διαιρέτας τοῦ 24. 

᾽Απόδειξις. Διότι, ἵνα εὕρωμεν τὸν µέγιστον κοινὸν διαιρέτην 24, 
ἀντικατεστήσαμεν τοὺς δοθέντας ἀριθμοὺς διὰ τῶν 4δ, 19, 96: τοῦτο 
«δὲ δὲν ἔθλαφε τοὺς χοινοὺς διαιρέτας αὐτῶν (Πόρισμα 90)’ ἔπειτα 
πάλιν ἀντικατεστήσαμεν καὶ τούτους διὰ τῶν ἀδ, 94, ὅπερ χαὶ τοῦτο 
δὲν ἔθλαψε τοὺς χοινοὺς δ,αιρέτας ἑπομένως οἱ κοινοὶ διχιρέται τῶν 
«δοθέντων ἀριθμῶν εἶνο διαιρέται τοῦ 34. 

ἱζαὶ πάντες δὲ οἱ διχιρέται τοῦ 94 εἶνε κοινοὶ διαιρέται τῶν δο- 


Ἰθέντων ἀριθμῶν' διότι οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι εἶνε πολλαπλάσια τοῦ 24. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


1Ο). ᾽Εὰν δύο ἢ περισσόταροι ἀριθμοὶ πο.ζζαπ.ζασιασθῶσιν ἐφ᾽ 
γα ἀριθμόν, καὶ ὁ μέγιστος κοιγὸς διαιρέτης αὐτῶν πο.ζἑαπασιάζε- 
ται ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀριθμόν. 


Ἔστωσαν δύο τυχόντες ἀριθµοί, οἱ θ0 καὶ 904, τῶν ὁποίων µέ- 


Ὕϊστος χοινὸς διαιρέτης εἶνε ὁ 192’ ὡς ἑξῆς φαίνεται ν 
9/ 00 
ας 06) 
91 19 
0 9 


λέγω, ὅτι, ἐὰν πολλαπλασιχσθῶσιν οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι ἐπὶ τὸν τυχόντα 
ἀριθμόν. ἔστω ἐπὶ τὸν ὃ, τὰ γινόμενα αὐτῶν 20158 καὶ 00 θὰ 


ἀ 


ν ρ . “ Ν 4 . ϱ . «ο 
ἔγ «..σι µέγιστον Χοινον διχιῤέτην τὸν 19 Χδ, καὶ αἱ πρὸς εὔρεαιν αὐτοῦ 
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9 , , τν ο ᾳ -” 
ἀξτ Οιιτούµεναι ἀντικαταστάσεις εἶνε αἱ ἑξῆς 


ὀ0 1 χΧὸ ϱ0Χδὃ 
δ4ΧΣδ 00 ἃ 
31Χδ Ι2ΧΧδ 

0) Ιθχδ 


᾽Απόδειξις. Κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ ἐδ. 09, ὅταν δύο ἀριθμοὶ πολ- 
θε Ζτλασιασθῶσιν ἐφ᾽ ἕνα ἀριθαόν. τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως αὐτῶν 
πολλαπλασιάζεται ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀειθμόν. Διὰ τοῦτο, ἂν διαιρέσωµεν 
τηνν 904 Χ8 διὰ τοῦ 04) Χ 8, θὰ εὕρωμεν ὑπόλοιπον τὸ 9/4 Χδ᾽(ὁ 94 
εἲ ν α τὸ ὑπόλοιπον τῆς διχιρέσεως τοῦ 3/)4 διὰ τοῦ 060): καὶ ἂν ἔπειτα 
Ξ.αειρέσωµεν τὸ θ/)Χ 8 διὰ τοῦ 2{ Χ δ, θὰ εὕρωμεν ὑπόλοιπον τὸ 19Χδ 
{1 Ὦ εἶνε τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως τοῦ 00 διὰ ὃ 1): καὶ τέλος, ἂν δι 
Φιρίσωμεν τὸ 24Χὃ διὰ τοῦ {39 χά, θὰ εὔρωμεν ὑπόλοιπον ()’ ὥστε ὁ 
έγιστος κοινὸς διαιρέτης τῶν δύο ἀριθιῶν 904Χδ8δ καὶ 002«8 εἶνε 

198. | 

Ὁμοίως γίνεται ἡ ἀποδειςις καὶ διὰ περισσοτέρους ἀριθωούς. 
7 
ΘΨΩΡΙΗΜΑ 


λ0ῦ. ᾽Εὰν δύο ἡ πἐρεσσύτεροι ἀρεθμοὲὶ διαιρεθῶσι δε ἑνὸς ἀριδμοῦ, 
καὶ ὁ μέγιστος κοινὸς διαιρέτης αὐτῶν» διαιρεῖται διὰ τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ. 
Ας λάθωμιν τοὺς τυχόντας ἀριθμούς, οἷον τοὺς 


πι 90, 


οἵτινες ἔχουσι µέγιστον κοινον διαιρέτην τὸν { Ί. Λέγω, ὅτι, ἄν διαιρέ- 


. 


/ 
4 


, 


σωμεν τοὺς ἀριθαοὺς τούτους διὰ τοῦ κοινοῦ αὐτῶν διαιρέτου Ἰ, τὰ 
πεηλίχα, τὰ ὁποῖα θὰ λάξωμεν. τοι οἱ ἀριθμοὶ ϐ, /0, 90, θὰ ἔχωσι 
μέχιστον κοινὸν δια:ρέττν τὸ πγλίκον τοῦ | 3 διὰ Ἱ, ὧτοι τὸν Τ. 
Απόδειξις. "Εστω τῶν αριθμών 0, 10, 90 μέγιστος κοινὺς διχι- 
Εέτης ὁ μ’ τότε τών ἁριθμῶν ὑχ«τ, 106, 90«Τ μέγιστος κοινὸς 
διαιρέτης θὰ εἶνε ὁ μὸ«» (ἐὃ. 100): ἀλλ᾽ οἱ αριθυ»ὶ ύν{«τ, 10243, 
3θὸς1, εἶνε αὐτοὶ ο: Ἰηγθέντες 19. 10, 189, (διότι ὐ, 19 και 20 
εἶνε τὰ πηλίκα αὐτῶν δικιρουιένων δι᾽ Τ) καὶ ἔχουτ. υέγιστον κοινὸν 
διαιρέτην τὸν ἱ{: ὥστε θὰ εἴνεμ}δ«τ-Ξ]1. 
1οαλνχοί ΝΔ. Ἁνι Ἱδλ ΟΡΟ ΡΑΤΙΚΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ῥ 
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Ἐπίσης παριστῶμεν διχ τῶν γεχμµάτων τοὺς ἀς'θμούς, ὅταν εἶνε 
ἄγνωστοι. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


λοῬ. ᾿Γὰν ἀΓιθμοὲ διαιρούμενοι διὰ χοι)οῦ τος αὐτῶν διαιρέ- 
του δέδωσι πη.ζίχα πρῶτα πρὸς ἀ.θ.ζη-α, ὁ διαιρέτης οὗτος εῶε ὁ µέ- 
}κστος χοιγὸς διαιρέτης αὐτῶγ. 

Ἔστωσαν Α, Β, Ρ τυχόντες ἀριβμοί, ὃ χοινός τις αὐτῶν διαιρέ- 
της, χαὶ α, 6, Υ τὰ πηλίχα τῶν Α, Β, ΓΕ διαιρεθέντων διὰ δ᾽ λέγω, 
ὃτι, ἐὰν οἱ ἀριθμοὶ α, 6. Υ εἶνε πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. ὁ διαιρέτης 
ὃ εἶνε ὁ μέγιστος χοινὸς διαιρέτης τῶν ἀριθμῶν Α, Β. Ι). 

᾿Απόδειξις. Οἱ ἀριθωοὶ α. Ο. Υ ἔχουσιν ἐξ ὑποβέσεως µέγιστον 
χοινὸν διαιρέτην την μονάδα 1: ἄρα οἱ αριθμοὶ αίὸ, 05Σ«δ, ΥΣ«δ, 
τουτέστιν οἱ Α, Β, Τ, θὰ ἔχωσι ἁέγιστον χοινὸν διαιρέτην {2«ὸ, Ὥτοι 
ὃ- (ἐδ. 105): τοῦτο δὲ ἐπρόκειτο νὰ ἀποδείξωμεν. 

ΣΗΜΒΙΩΣΙΣ. Βὶς ἕκαστον θεώρημα διακρίνοµεν ἑπόθεσι» καὶ συµπέ- 
ῥασμα. Τοῦ θεωρήματος τούτου ὑπόθεσις εἶνε, ὅτι τὰ πη.ξέχα αν δν }, 
ἅτιγα ἔδωχαν οἱ ἀριόδμοὶ Α, 8, ΙΓ, διαιρεθέρτες διὰ ὃἳ, εὖε πρῶτα πρὸς 
ἄ.ζη.ζα, συμπέρασμα δὲ εἶνε, ὅτι ὁ διαιρέτης, ὃ, ὁ τοὺς ἀριθμοὺς Α. 
Β, Γ' διαιρέσας, εἶγε ὁ μέγιστος αὐτῶν χοι)ὸς διαιρέτης. }ὸ προηγού- 
μενον θεώρημα ἔχει ὑπόθεσιν µέν, ὅτι ὁ διαιρέτης ὃ, ὁ τοὺς ἀριθμοὺς 
Α, Β, ΙΓ διαιρσας, εἶγε ὁ μέγιστος αὐτῶ) χοωὸς διαιρέτης. συµπέ- 
βασµα δέ, ὅτι τὰ πη.ζίχα α, 6, γ, ἅἄτιωα ἔδωκαν» οἱ ἀριθμοὶ Ά, δ, 1", 
ιαιρεθέντες διὰ ὃ, εὖε πρῶτα πρὸς ἄ.ἓζη.έα. Ὅταυ δύο θεωρήματα 
εἶνε τοιαῦτα. ὥστε ἡ ὑ.όθεσις τοῦ ἑγὸς »ὰ εὖε συτέρασµι τοῦ ἄ.ί- 
-έωυ, καὶ τἀνάπαλιν, τὰ θεωρήματα ταῦτα λέγουτα. «γτίστροφα πρὸς 


ἄλληλα. Τοιαῦτα εἶνε τὰ δύο τελευταῖα θεωρήαατκ. 
θεμελιώδες θεώρημα. 
Περὶ τῶν διαιρετῶν τοῦ γινοιιένοι’. 
ΘΡΩΡΗΝΔΙΑ 
109. Γὰν ἀριθμὸς διαιρῶ, τὸ }ΣΟΕΟΡ δ. παρα} όντων» εὖτ 
πρῶτος πρὸς τὸ’ ἕρα, διαιρεῖ τὸν «-(.ζο)”. 
Ἔστω τὸ τυχὸν γινόμενον ΑΣ«Ι0 καὶ ἃς δικιρᾷ αὐτὸ ὁ ἀτώμὸς Α΄ 
ἃς εἶνε δὲ ὁ ἃ πρώτος πρὺς τον Α΄ λέγω. ὅτ' ὁ ὰ 0κ διχι2ῇ, τὸν 


94 ΒΙΒΛΙΟΝ μ΄ 


᾽Απόδειξις. Οἱ αριημοὶ Δ καὶ Α ἔχουσιν ἐξ ὑποθέσεως μέγιστον 
χοινὸν διαιρέτην την μονάδα Ι: ἄρα οἱ αριθμοὶ ΔΣ«Β γαὶ ΑΣ«Β θὰ 
ἔχωσι µέγιστον κοινὸν διαιρέτην τὸ 1Χ«Β, ἤτοι τὸ Β. (ἐδ. 105). 

βπειδὴ δὲ ὁ διαιρεῖ τοὺς αριθυοὺς ΔΣ«Β, ΑΧ «Β (τὸν μὲν πρῶ- 
τον ὡς πολλαπλάσιον αὑτοῦ, τὸν δὲ δεύτερον ἐξ ὑποθέσεώς), θὰ διαιρῇ 
(9. 104) καὶ τὸν µέγιστον χοινὸν διαιρέτην αὐτῶν, τουτέστι τὸν ΕΒ. 
τοῦτο δὲ ἐπρόκειτο νὰ ἀποδείξωμεν. 

ΣΗΜΕΒΙΩΣΙΣ. Αριθμός τις δύναται νὰ διαιρῇ τὸ Υινόµενον δύο ἆλ- 
λων, χωρὶς νὰ διαιρῆ μήτε τὸν ἕνα μήτε τὸν ἄλλον᾽ οἷον ὁ ὃ διαιρεῖ 
τὸ γινόμενον θ2«4" ἐνῷ δὲν διαιρεῖ οὔτε τὸν ϐ οὔτε τὸν 4. 

2 
2ζ: ἳ ο, π 


|) ᾿Βὰν δύο ἀριθμοὶ εἶνε πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, καὶ οἱ διαιρέται 


Ἰπτήματα πρὸς ἄσκπσιν. 


αὐτῶν θὰ εἶνε ἐπίσης πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. 


9) ᾿Βὰν δύο ἀριθμοὶ Α, Β εἰνε πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, τὸ ψ. 







σµα αὐτῶν Α-]|-Β καὶ ἡ διαφορὰ Α---Β ἔχουσι µέγιστον κοινὸν 
ῥέτην η 1 Ἠ ὁ. Ὁ 
Ὁ) ᾿Ειὰν ὁ μέγιστος χοινὸς διαιρέτης τῶν ἀριθμῶν Α, Β καὶ ὁ τῶν 
Γ, Δ πολλαπλασιασθῶσι, τὸ προχκύπτον Ὑινόμενον εἶνε ὁ μέγιστος 
κοινὸς διαιρέτης τῶν ἀριθμῶν ΑΣ«Ι', ΑΣ«Δ, ΒΣ«Ι", Β2«Δ. 
4) Νὰ εὑρεθῶσι δύο ἀριθμοὶ ἔχοντες µέγιστον χοινὸν διαιρέτην τὸν 


ῦ, ἄθροισμα δὲ τὸν 90. (Απ. (ὅ, 85) ἢ (95, 65) ἡ (30, 55). 





860 ΒΙΠΛΙΟΝ Π΄ 


«--ᾖὋ«θ---ὸὸσ«2«2«δ. 
Ἄ κχὶ 9 ---ὺσ«ο. 
Διὰ τὸν αρ:θµον Όθ ἔχομεν 
πβ-- Ἱσ«ὃ--Ἱσ«λος--- τσ «δ«3. 
ϱ0ν«Τ. 


ΣΗΝΕΙΩΣΙΣ. Ἑν τοῖς ἐπομένοις θὰ µάθωμεν γενικήν τινκ αέθοδον 


[2] 








ὦ χαὶ οὀθ--- 


τῆς ἀναλύσεως ταύτης τῶν συνθέτων αοιθμῶν εἰς πρώτους παράγοντας. 

Ἐκ τοῦ θεωρήματος τούτου Υένεται Φανερόν, ὅτι οἱ πρῶτοι ἀριθαοὶ 
εἶνε τὰ ἁπλούστατα στοιχεῖα, ἐξ ὧν γίνονται πάντες οἱ ἀριθμοὶ δ.α 
πολλαπλααιασμοῦ. Διὰ τοῦτο οἱ ἀριθμοὶ οὗτοι καὶ αἱ ἰδιότητες αὑ- 
τῶν ἔχουσι τὴν μεγίστην ῥοπην εἷς την θεωρίαν τῶν αριθμῶν. Πρὶν 
όμως προθῶμεν εἰς τὸν σπουδην αὐτῶν. πρέπει νὰ µάθωμεν, πῶς εὖ- 


βἰσχκοντγ!. 6. 


Εὔσεσις τῶν πρώτων ἀοιθιῶν. 
Κόόκινον τοῦ Ἑσατοόθέν ους. 
η 1. Ἡ εξίς αέθοδος. διὰ τῆς ὁποίας δυνχωεθα να ατοχωοί- 


δωμεν τοὺς ποωτους ἀθιθαοὺς ἆπὸ τῶν ἄλλων. λέγεται χέσκινο» τεῦ 
Ερατεσβένους. 

ἊἌς ὑποθέσωμεν. οτι θέλοικεν νά ατ ποχωρίσωμεν τοὺς πρώτους αρι- 
θµους. οἵτινες τ εριλαωδάνονται μεταξυ τοῦ | καὶ τοῦ 10. 


Γράφομεν πρῶτον τους ἆριβαθὺς κατὰ τὴν ουσικῖν αὐτῶν τάζιν' 
. ος ἃς ἂν ος ὃν, δ. ο, [ος Ες 9. 9. αι. δι... 00ὐ 


9 Φ - . Ἀ ΄ . » .) 9 
καὶ ετετα Εοισχ-.κεν Χὰ: ὐ αυςσἆθομεν πάντας τους Υ πρωτους α- 


ε ῶ Σ - - » . α ο 3 . -- - 
ϱ Ὁ εως που οανὼς τοῶτος ἀδίθαος. Αλλά τὰ πο Ὕστλχτιακ τ. 


9 Σ - . - - - 
ὼ δὲν εἶἷιε ποῶτο: ᾱλανι 54 εν . «αγσάθραεν αὐτὰ σος τουτο ἆ2γ3- 


μεν παν τοτε τον δευτεςσον ας βασν. στη τοὺς ασια νως ἃ. . δ. [ὐ... 

Ο πετα τον Ὁ ἑσρομενος ἆτι) ἆ. εις πσώτος. ὡς αγ τολ- 
λαπλττιον τας Ὁ. να ὃς δια σσύωκξν τα το λλατνασα τις . ᾱ-- 
χιντας. ἃπτο το στ σλασις, ἀπ. ἕτοι ασ τος ὃν στ τ: διτὸκ- 
σου τὸ ο, Τσι οσο ἃν διανε- σα κ αξνον ος τα Αα τικσιον 
στις ὸ ε.α: ὃ α σχσοαξν. ἃτ. το» η πχ. έσεσος. χο χ σ.σ οτε ᾱς.- 
1 τω δισ σα στ ντα: .ὖ ασ ες. ὃν. τν. νετ στα τα τον” 





ΗΕΡΙ ΤΩΝ ΙΠΡΩΤΩΝ ΑΡΙΘΝΜΩΝ δο 


ἸΑπόδειξις. Ας ὑποθέτωικεν, ὅτι εὐρήκχμον πρώτους αρ. θμεὺς 
τοὺς ἑξῆς Α, Β, ΙΓ. Δ,. .. Π. 
ἐὰν σχηµατίσωμεν τὸ γινόµενόν των ΑΧΒΧΓΧὰχκ.. . . κα 
καὶ εἰς αὐτὸ προἸθέσωμὲν μίαν μονάδα, προκύπτει ἀριθμός τις 

ὁ (ΑΧΒΧΓΧὰΣδς.. . . ΣΙ!) --!Ι, 
ὃν παειστῶ διὰ τοῦ Ω. 

ὍὉ ἀριθμὸς οὗτος Ω θὰ διχιρήται διά τινος πρώτου ἀριθυοῦ (5) 
ἑαυτοῦ, ἂν εἶνε πρῶτος, δι ἄλλου δὲ µικοοτέρο», ἂν εἶνε σύνθετος)" 
ἀλλ) οὐδεὶς ἐκ τῶν δοθέντων πρώτων ἀριθωῶν Α, Β, Ὦ, Δ,..,Π, δύνα- 
ται νὰ διαιρῇ τὸν Ω΄ Διότι ἕκαστος ἐξ αὐτῶν διαιρεῖ τὸ γινόμενον 
ΑΣ«Βὸ«Γὸ«Δὸς...Σ«Π (ὡς πολλαπλάσιον αὑτοῦ)' ἂν λοιπὸν διῄρει 
καὶ τὸν Ώ, θὰ διῄρει καὶ την διαφοράν των, τοι τὴν µονάδα, ὅπερ 
ἀδύνατον. "Αρα ὑπάρχει καὶ ἄλλος τις πρῶτος ἀριθωὸς ἐκτὸς τῶν δο- 
θέντων. δηλαδη ἐχεῖνος, ὅστις διχιρεῖ τὸν Ω. - 

2 


Ἱδιότητες τῶν πρώτων ἀριθμῶν. 


ΘΡΩΡΗΜΗΑ 


Ἡ Ἡ 4. Ιᾶς πρῶτος ἀριθμὸς εὖνε πρῶτος πρὸς πάντα ἀριθμὸν μὴ 
διαιρούµενον δι αὐτοῦ. | 

Ας λάθωμιεν τὸν τυχόντα πρῶτον ἀριθμόν. ἕπτω τὸν Ἱ, καὶ ἅλ- 
λον οἱονδήποτε ἀριθμὸν Α μὴ διαιρετὸν δι) αὐτοῦ λέγω,δτι οἱ ἀριθμοὶ 
Ἰ καὶ Α εἶν πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. 

᾽Απόδειξις. Ὁ ἀριθμὸς ᾖ, ὡς πρῶτος, δὲν ἔχει ἄλλους διαιρέτας 
ὦ { καὶ Ἱ: ἑπομένως οἱ κοινοὶ διχιρέται τῶν δύο ἀριθμῶν Ἱ καὶ Α 
δὲν δύνανται νὰ εἶνε ἄλλοι ἡ { καὶ Ἱ. Αλλ) ὁ 7 δὲν εἶνε κοινὸς δι- 
αιοέτης διότ' ἐξ ὑποθέσεως δὲν διαιρεῖ τὸν Α΄ ἄρα ὁ µόνος κοινὸς 
διαιρέτης τῶν δύο ἀριθμῶν εἶνε ἡ μονάς' ἦτοι οἱ ἀριθμοὶ Ἱ καὶ Α εἶνε 


πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. 
ΘΕΩΡΗΝΜΑ 


ἓ 15. Εὰ» ἀριθμὸς πρῶτος διαιρῇ γιγόμενόν τι, θὰ διαιρῇ τοῦ- 
«άγισιον ἕνα παράγοντα τοῦ γινομένου. 

Ἔνστω τὸ γινοµενον ΑΒ καὶ ἃς διχιρῇ αὐτὸ ὁ πρῶτος ἀριθαὸς Π. 
Λέγω, ὅτι ὁ [1 θὰ διαιρᾷ τοὐλάχιστον τὸν ἕτερον τῶν παραγόντων ΑΛ, Β' 


/ 


ο) ΒΙΒΛΙΟΝ ῃ 


᾽Απόδειξις. Διότι, ἂν μὲν ὁ Π διχιρῇ τὸν Α. τὸ θεώρημα εἶνε 
ἀποδεδιιγμένον ἂν δὲ δὲν διαιρῇ τὸν Α. θὰ εἶνε πρῶτος ποὺς αὐτὸν 
(ιδ. {1 1} καὶ διὰ τοῦτο θὰ διχιρᾷ τὸν Β ({ὸ, 109). 

Τὰ θεώρημα ἀπιδιίχθη διὰ δύο παράγοντας μένει ὃ᾽ ἔτι νὰ ἆπο- 
Δειγθή καὶ διὰ περισποτέρους. 

ς διαιρᾷ ὁ πρῶτος ἀριθαὸς [1 τὸ γινόμενον ΑΣΧ«ΒΣ«[ τῶν τριῶν 
παῤαγηντων Α, , [ο λέγω, ὅτι ὁ 1 θὰ διαιρῇ τουλάχιστον ἕνα ἐκ 
των παβαγοντων Α. 1. [.. 

λπῤδειξιος Ὦὸὁ γινόμενον ΑΧ «Βὸχ«Γ θὰ τραπή εἰς γινόµενον δύο 
µόνον παραγόντων (ΝΔ «Β) καὶ |, 
ἂν ἀντικαταστήαωμεν τοὺς ὃνο παράγοντας Α. Β διὰ τοῦ γινομένου 
αὐτῶν (ἐν. 9) ἑπομένως ὁ 1 θὰ διαιςᾷ ἠ τὸν Γ. τὸν αριθικὸν 
Αονο ς  Αλλ) ἐὰν διαιςᾷ τὸ υινόμενον «8. θὰ διαιςᾷ τοὐλάχιστον 


ένα οὐ των πας αγὂντων ς αι. 


"ρα ο Εἳ διαιρεῖ τονλαχίστον ἕνα ἐχ τῶν παρ ανοντων Α, Β, ΓΡ. 
έρως ολοταν Ὁ ἁποδαξις καὶ ὅνα τερισσοτέσον ς Ἑαρχγοντας. 


Ηόωιώνα 


ε 1. ὁιι ἐν κκὺς σώος ἁκιρ ς ακΣ αριδαξ ταρος. δὰ 


λε μο τα. δη των εἲς δα «ο 


η) 


. . ΝΑ” . 
λαο ο τοφτος Ἀσι κος κὸ στην τεάσττν συν τ 4 τοι 
ν κ 
το λ σνον ο το. Ρ. κὶ ὃν λι α ο πλ. λ 


αν σι στο ο ει ο Ἄσοο  οο κο ασ ἂν ον .... δε. τῶν το Ὑ- 


Ἂ 


νο ανν στο το ὃν δα οἩ κδ. νὰ Ἑαδσδσ σετ ἕωτος τας στο Ά. 


Ὀνωαθλοα 3 
π.δ. : ει λες λος Ἡ ην δἳ ποστ  ππεΕτ πω" σγιω 
θροος  νε ἑ τ ες συς πε τα ων πα ἁσοτ μ 
Α  ω. δν ζώα πι σος κον δν ΤΝ ον δα Οδ σπα δν ο σπεε τα πως 
α 
ν - ] 
το δν. νο Σο δν ος νο ὃς οσον ο πολ ο κ ανα οὰς ἕσπ- 
κ - Ἡ » -. Ν π- - 
Ὑ α ὁἃ -- ιᾱ εἓδθους νά ος . ὴ ο -Ἡ . νο" - ας εν. πα να Ἡ 
ὃ-. ἩὉ . . 
δέος δν 
ὰἓ χο ο. απ ο ἳ ὃν πΜάν ν  πι ἳ τε σαρ-ρ- 


- 


ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΠΡΩΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 9Ι 


ροτέρωγ' εἶνε οἱ αὐτοί' χαὶ ἕκαστος περιέγεται εἰς ἀμιφότερα. ἐσάκις. 
ὑποθέσωμεν, ὅτι τὸ ἓν ἐκ τῶν δύο ἴσων γινοµένων ἔχει τὸν πα- 
α Ἱ λέγω, ὅτι καὶ τὸ ἄλλο θὰ ἔχῃ τὸν αὐτὸν παράγοντα καὶ 
ταράγοντας Ἰ ἔχει τὸ ἕν. τόσους θὰ ἔχχ καὶ τὸ ἄλλο. 
ὀδειξις. Διότι ὁ Ἱ ὡς παράγων τοῦ πρώτου γινομένου θὰ δι- 
ὑτό' ἄρα θὰ διαιρῇ καὶ τὸ δεύτερον ώς ἴσον τῷ πρώτῳ. ᾽Αλλ᾽ 
ριθαὸς πρῶτος (ὡς ὁ Τ) διαιρῇ τὸ Ὑινόμενον παραγόντων πρώ- 
ἵνε ἴσος τινὶ ἐξ αὐτῶν (ἐδ. { 17): ἄρα καὶ τὸ δεύτερον γινόµε- 
ἔχη τὸν παράγοντα Ἵ. 

ὅσους παράγοντας ἴσους τῷ Ἵ" ἔγει τὸ ἓν γινόµενον, τόσους θὰ 
ὶ τὸ ἄλλο. Διότι ἂς ὑποθέσωμεν, ὅτι τὸ ἓν ἔχει τρεῖς παράγον- 
τὸ δὲ ἄλλο δύο µόνον. ᾿Εὰν τότε διχιρέσωμεν τὰ ἴσα γινόμενα 
} Ἱ δὶς (ὅπερ γίνεται, ἂν ἀπ᾿ ἀμφοτέρων ἐξαλείψωμεν δύο πα- 
κς Τ), ποέπει νὰ εὕρωμεν γινόμενα ἴσα. Αλλ' Ἡ ἰσότης τῶν 
ούτων γινοµένων εἶνε ἀδύνατος' διότιτὸ μὲν ἓν θὰ ἔχῃ τὸν πκ- 
α Ἱ ἅπαξ, τὸ δὲ ἄλλο δὲν θὰ ἔχγ αὐτόν. Δρα ὅσους παρά- 
Τ ἔχει τὸ ἓν γινόµενον, τόσους ἔχει καὶ τὸ ἄλλα. 

έχθη λοιπόν. ὅτι, ἐὰν δύο γινόμενα παραγόντων πρώτων εἶν6 
παράγοντες ἀμφοτέρων 'εἶνε οἱ αὐτοὶ καὶ µόνον κατὰ τὴν τά- 


ανται νὰ διαφέρωπι. 
Πόριόια 


9). Αθ οἱ δῄτοτε τρ0το» καὶ πο ἀλα.ζὔσωμεν ἀριθμὸν εἰς 
ρώτους αὐτοῦ παράγοντας, πά»τοτε τοὺς αὐτοὺς παρά} όντας θὰ 


Ἠ. 


ὥς ἐκτελεῖται ᾗ ἀνάλισις τῶν συνθέτων ἀοιθμῶν 
εἰς τοὶς πρώτους αὐτῶν παράγοντας. 


50. µεθοδος, ὰ, η: ἐκτελοῦαεν συνήθως την ἀνάλωσιν τῶν 

ων αριθμών εἰς τοὺς πρώτους αὐτῶν παράγοντας, φαίνεται ἐκ 

οµένου πχραδείγωκτος. 

ὑποθέσωμεν. ὅτι ἐδόθη πρὸς ἀνάλυσιν ό αοιβμὸς 041. 

πρώτοις παρατγςοῦμεν. ὅτι ὁ ἀριθμὸς οὗτος διαιρεῖται διὰ τοῦ 

λοῦντες δὲ τήν δ.αίρεσιν εὑρίσκομεν πηλίκον 3939 ὅήεν εἶνε 
ου) 1559 Κ9οδ 


94 ΒΙΒΛΙΟΝ Β΄ 
Ἐφαρμογαὶ τῆς ἀναλύσεως τῶν ἀριθμῶν 
εἲς πρώτους παράγοντας. 


"Ἡ ἀνάλυσις τῶν ἀριθμῶν εἰς πρὠτους παράγοντας δειχνύει σαφέατε- 
ρον τας ἰδιότητας αὐτῶν καὶ καθιστᾷ ἁπλουστάτην τὴν λύσιν πολλῶν 
ἀριθμητικῶν ζητημάτων΄ μάλιστα δὲ τῶν ζητημάτων τῆς διαιρετότητος. 


Α΄’) ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ 


Ἡ 5 Ἡ. Ὁ πολλαπλασιασμὸς δύ0 περισσοτέρων ἀριθμῶν ἀναλε- 
λυμένων εἰς πρώτους παράγοντας ἐκτελεῖται κατὰ τὰς γενιχκὰς ἰδιό- 


τητας τοῦ πολλαπλασιασμοῦ (ἐδ. 49) καὶ τὸ γινόμενον προχύπτει καὶ - 


αὐτὸ ἀναλελυμένον εἷς πρώτους παράγοντας. 
/ΠΤαράδει}µα. ᾿Λναλύοντες τοὺς ἀριθαοὺς 04) καὶ 906, εὑρίσχουμεν 
ὀθ0---9ὸσ« 5" Σ«ῦ 
ἃοθ-ὙὝ-θ1σ«ῦσςΊ, 
ὅθεν ὀ00»« ὀδ0---θὖσ«ὃ σος σ«δ «2ος. 
καὶ ἐπειδὴ δυνάµεθα νὰ ἀντικαταστήσωμεν τοὺς παράγοντας ο, 94 
διὰ τοῦ γινομένου αὐτῶν 3” (ἐδ. ὅ 5), καὶ τοὺς παράγοντας ξ, 3 διὰ 
τοῦ γινομένου των ὁὺ, θὰ ἔχωυεν 


3θ05 «320-915 «ση «Ἱ 
ΘΕΩΡΗΜΑ 


Ἡ «222. ᾿Αριθμὸς ἆλα.[εέυμέγος δν οὗται εἰς τὴν δευτέρα» δύγαµμι» 
(ὥτοι εἰς τὸ τετράγωνον), ἐὰν διπ.ασιασθῶσιν οἱ ἐχθέται πάντω, τῶν 
παρα} ὀγτωγ του: εἰς τὴν τρίτη», ἄν τριπ.ἰασιασθῶσι' καὶ ἐν }έγει εἰς 
τὴν μεοστὴν, ἐὰν πο.{ἑαπ.ζασιασθῶσιν ἐπὶ µ. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. ᾿Εὰν παράγων τις δὲν ἔχχ ἐκθέτην, ἵνα ἀληθεύχι ἡ 
πβότασις αὕτη, πρέπει νὰ θεωρηται ἐκθέτης αὐτοῦ Ἡ μονᾶς 1. Τὸ 
αὐτὸ δὲ ἰσγύει κἀὶ διὰ τἆσας τὰς ἐπομενας προτάσεις, ἐν αἷς γίνεται 
λόγος περὶ ἐκθετῶν. 

᾿Απόδειξις. Ας λάθωυ ν ὡς παςχ άδειγμα τον αριθμόν 30δ. 


᾿Αναλύοντες αὐτὸν εἰς ος οὓς ττχράγοντας εὑρίσκομεν ’ 
0 8--Ὑ-Ἔ έτος] . σθιν 
Ινώ. ών ών «νο αν «αν ας 


; ὀὐδε-- θά ζτ σ{{!". 





ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΠΡΩΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ο” 


Ομοίως εἶνε 
ο085«5085«508-- 22ος! σ«θ2ν«πσ«11 «ολ «κ «!1--- 
---ϱτν ο «9ο «Ἱσ«Ἱσ πκιΙ«11«Ι1 
ῆτοι 3083-9605 «πὸς«1 3. 


Ὁμοίως γίνεται ἡ ἀπόδειξις διχ πάντα ἐκβέτην. 





ΘΕΟΡΗΜΑ 


Ἡ 22}. ᾿Αριθμὸς εὖγε τετράγωνο», ἐὰν οἱ ἐχθέται τῶν πρώτων πα 
ρα}όγτων αὐτοῦ ὁΦιαιρῶγται πάντες διὰ τοῦ 2 καὶ τότε µόνο" χύδος 
δέ, ἐὰν οἱ ἐχθέται τῶν πρὠτωγ ταρα}όγτωγ του διαιρῶνται πάντες διὰ 
τοῦ ὃ' καὶ τότε µόνο». 

᾿Απόδειξις. "Έστω τυχὼν ἀριθμὸς ὁ 9ὐο«δλσ«τήΣ«Ιὁ". τοῦ 
ὁποίου πάντες οἱ πρῶτοι παράγοντες ἔχουσιν ἐκθέτας ἁρτίους. ὍὉ αρι- 
θμὸς οὗτος εἶνε τετράγωνον τοῦ ἑξῆς ἀριθμοῦ 9 «ΑΧ ΣΙ, (ὃν 
εὑρίσχομεν διαιροῦντες τοὺς ἐκθέτας πάντας διὰ 3). Διότι τὸ τετρά- 
γωνον τούτου χατὰ τὰ προηγούμενα θὰ εὑρεθῃ, ἂν διπλκασιαθῶσιν οἱ 
ἐκθέται τῶν παραγόντων του τότε δὲ προκύπτει ὁ 3δλ«ὐ οκ πάχ«! 5”, 
ἧτοι ὁ δοθεὶς ἀριθμός. 

Ἔστω πάλιν τυχὼν ἀριθμός, ὁ Ὀὐσ«τ3χ«! 1”, τοῦ ὁποίου οἱ πρῶ- 
τοι παράγοντες δὲν ἔχουσι πάντας τοὺς ἐκθέτας ἀρτίους' (ὁ Ὁ ἔχει ἐκ- 
θέτην μὴ ἄρτιον). 

ὍὉ ἀριθμὸς οὗτος δὲν εἶνε τετράγωνον ἄλλου᾽ διότι παντὸς τετρα- 
γώνου οἱ πρῶτοι παράγοντες ἔχουσι τοὺς ἐκθέτας πάντας ἁοτίους ὡς 
προκύπτοντας ἐξ ἄλλων ἐκθετῶν διὰ τοῦ διπλασιασμοῦ. 

Ὁμοίως δεικνύεται, ὅτι ὁ ἀριθμὸς ἡὐσ«υὸσςΤὸΣ«1 5, οὗτινος οἱ 
παράγοντες ἔχουσι πάντας τοὺς ἐκβέτας διαιρετοὺς διὰ ὁ, εἶνε χύοος" 
εἶνε δὲ κύθος τοῦ ἀριθμοῦ «ἕσςωσ«τὸσ«! 1, ὃν εὑρίσκομεν διαιροῦν- 
τες τοὺς ἐχθέτας αὐτοῦ πάντας διὰ τοῦ ». 

Ὁ δὲ ἀριθμὸς )ὸΣςδδσ«το δὲν εἶνε Χύβος οὐδενὸς ἀριθμοῦ' διότι 
οἱ ἐχθέται αὐτοῦ δὲν εἶνε πάντες δ.χιρετοὶ διὰ 3} ἀλλ᾽ οἱ ἐκθέται παν- 
τὸς κύθου εἶνε πάντες διχιρετοὶ διὰ )' διότι προκύπτουαιν ἐξ ἄλλων 
ἐχθετῶν διὰ τοῦ τριπλασιασμοῦ. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Τὸ θεώρημα τοῦτο αληθεύει καὶ διὰ πᾶσαν δύναμιν 


χαὶ ἀποδειχνύετχι ὁμοίως. 





ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΠΡΩΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ | 9] 
Ὁμοίως ὁ ἀριθμὸς οὐ σ«Ἱὸ «11 «19ἱ 
εἶνε διαιρετὸς διὰ τοῦ αριθμοῦ Τον «19 «19 
καὶ τὸ πηλίχον εἶνε οὐ «1. 


Ὁ δὲ ἀριθμὸς 92ὸ«84ςῦσςΤ2 δὲν διαιρεῖται διὰ τοῦ 92269 σ« 52" 
διότι ἔχει τὸν πρῶτον παράγοντα ὃ ἁπαξ µόνον, ἐνῷ ὁ διαιρέτης ἔχει 
αὐτὸν δίς. 


᾿"Εὔρεσις πάντων τῶν διαιρετῶν δοθέντος ἀριθμοῦ. 


Ἡ 215. Στηριζόμενοι εἰς τὸ προηγούµενον θεώρημα, δυνάµεθα νὰ 
εὕρωμεν πάντας τοὺς διαιρέτας δοθέντος ἀριθμοῦ, ἀφοῦ ἀναλύσωμεν 
αυτὸν εἰς τοὺς πρώτους παράγοντας. 

Ας λάθωμεν ὡς παράδειγµα τὸν ἀριθμὸν 1008: ἀναλύοντες αὐτὸν 
εὑρίσκομεν {008--1ὸ«21Σ«Τ. 

Διὰ νὰ εὕρω πάντας τοὺς διαιρέτας τοῦ ἀριθμοῦ τούτου, σχέπτο- 
ψαι ὡς έξης. 

Ἕκαστος διαιρέτης τοῦ {008 δὲν δύναται νὰ περιέχη ἄλλους πρώ- 
τους παράγοντας ἢ τοὺς 2, ο, καὶ Ἱ. καὶ τὸν μὲν ὃ δύναται νὰ περι- 
έχη Ἡ οὐδόλως ἢ ἅπαξ,  δίς, ἢ τρίς, ἢ τετράχις' ὥστε ἕκαστος διαι- 
ῥέτης τοῦ 1008 ἐξ ἅπαντος θὰ περιέχη ἕνα ἐκ τῶν ἑξῆς παραγόντων᾽ 

|, 9. 9. 95 ο. 
διότι, ὅταν μηδόλως περιέχγ τὸν 2, δύναμαι νὰ γράψω εἰς τὴν θέσιν 
αὐτοῦ τὴν µονάδα ὡς παράγοντα” τὸν δὲ ὁ θὰ περιέχγ ἢ οὐδόλως ἢ ἅπαξ 
η δίς' ὥστε ἐξ ἅπαντος θὰ περιέγη καὶ ἕνα ἐκ τῶν ἑξῆς παραγόντων᾽ 
|. ὃ, 35, 
τὸν δὲ 7 θὰ περιέχῃ ᾖ οὐδόλως ἡ ἅπαξ µόνον ὥστε θὰ περιέχῃ καὶ 
ἕνα ἐκ τῶν ἑξῆς παραγόντων ., Ἱ. 

Ἐκ τούτων γίνεται φανερόν. ὅτι ἕκαστος διαιρέτης τοῦ 1008 θὰ 
εἶνε γινόμενον τριῶν παραγόντων, ἐξ ὧν 
ὁ μὲν πρῶτος εἶνε εἷς ἐκ τῶν ἀριθμῶν ϐἵ, ὃν, ον οὖν 3, 

ὁ δὲ δεύτερος εἷς ἐκ τῶν {/{, ᾽ ὃ, 93, 
ὁ δὲ τοίτος εἷς ἐκ τῶν |, Ἱ. 

Διὰ νὰ εὕρω λοιπὸν ἕνα διχιρέτην τοῦ 10068, ἀρχεῖ νὰ λάθω ἕνα 
οἱονδήποτε ἀριθμὸν τῆς πρώτης σειρᾶς καὶ ἕνα οἱονδήποτε ἐκ τῆς δε»- 
τέρας καὶ ἕνα οἰονδήποτε ἐκ τῆς τρίτης ἔπειτα νὰ σχηµατίσω τὸ γι- 

ἵᾳακνουγ Ν. Χατζιδακι, ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΛΡΙΘΝΗΤΙΚΗ ε| 
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ὀυγάμεις αὐτοῦ κατὰ σειρὰν µέγγι τῆς ἐν τῷ δοθέντι ἀριθμῷ περιεχοµέγης. 
Μ ετὰ ταῦτα πο. ζαπ.ζαοιάζοµε} ἕκαστον ἀριθμὸν τῆς πρώτης σειρᾶς 
ἐφ᾽ ἕκαστογ τῆς δευτέρας' ἔπειτα ἕκαστονγ τῶν }ιγοµέγων τούτων ἐφ 
ἕχαστον ἀριθμὸν τῆς τρίτης, καὶ οὕτω χαθεξῆς. Τὰ τε.ζευταῖα }όμεγα, 
τὰ ὁποῖα εὑρίσκομεν πο.ζἑαπ.ασιάζοντες ἐπὲ τοὺς ἀριθμοὺς τῆς τε.ζευ-- 
ταίας οειρᾶς, εἶγε πάντες οἱ διαιρέται τοῦ δοθέγτος ἀριθμοῦ. 
ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. ὍὉ ἀριθμὸς τῶν διαιριτῶν τοῦ 1008 εἶνε ὅχ«δ»ςν, 
ῆτοι τὸ γινόµενον τῶν τριῶν ἀριθμῶν, οἵτινες ἐχφράζουσι, πόσους ἀρι- 
θμοὺς ἔχει ἑκάστη σειρἀ.Τοῦτο ἀληθεύει γενικῶς περὶ παντὸς ἀριθμοῦ. 


Γ΄. ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΠΡΟΣ ΑΛΛΗΛΟΥΣ ΠΡΩΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 


Ἐκ τοῦ θεμελιώδους θεωρήματος τῆς διαιρετότητος (ἐδ. 1394) ἀπο- 
δειχνύονται εὐχολώτατα τὰ ἑξῆς θεωρήματα περὶ τῶν πρὸς ἀλλήλους 
πρώτων ἀριθμῶν. 


ΘΕΩΡΗΜΑ Ίο» 


1 932. Οἱ πρῶτοι πρὸς ἀ.ξ ἠή.ῖους ἀριθμοὶ οὐδέγα ἔγουσι πρῶτον 
παράγοντα χοιγόγ' καὶ ἀντιστρόφως) οἱ µηδέγα έτοντες πρῶτον παρά- 
}οντα χοιγὸν εὖγε πρῶτοι πρὸς ἆἀ.ζ,ζή.ζους. 

Παραδείγματος χάριν, οἱ ἀριθμοὶ 9 κ«ὠλ«οῖ, 91λ«Τ, 1 19Σ«Τ εἶνε 
πρῶτοι πρὸς ἄλλήλους, διότι οὐδένα δύνανται νὰ ἔχωσι κοινὸν διαιρέτην. 

ι ΘΕΩΡΗΜΑ 9» 

Ἡ 96. ᾿ Αριθμῶν π(ώτωγ πεὸς ἀ.ζ.ζή.ΐοις καὶ αἱ δι} άμεις εὖ ε ἀρι- 
θ[ιοὶ πρῶτοι πρὸς ἀ.ζ{ή.ΐους. 

Διότι, ὅταν οἱ ἀριθμοὶ δὲν ἔχωσι χἀνένα πρῶτον παράγοντα κοινόν, 
οὐδὲ αἱ δυνάµεις αὐτῶν θὰ ἔχωσι τοιοῦτον. 


ΘΕΩΟΡΗΛΙΑ 3ο» 
1 39. ᾿Ρὰν ἀριβμός τις διαιρῆται δι ἄ-ίιζω). ἀρ;θμῶ» πρώτω)' πρὸς 
ἀ.ζζή.ζους ἀγὰ δύο, θὰ διαιρῆται χαὶ διὰ τοῦ γιγοµέ}ου αὐτῶλ'. 
Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι αριθµός τις Α διαιρεῖται δι ἑνὸς ἑχάστου τῶν 
ἀριθμών οὸΣ«Τ, Αλ«μ2σ«11, 1913, οἵτινες ὡς πρῶτοι πρὸς αλ- 
λήλους ἀνὰ δύο, ἔχονσιν όλως διφόρους πχράγοντας (ὁ αὐτὸς δυλαδὴ 








ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ» 


ΒΙΒΛΙΟΝ Ρ'. 


ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΚΔΗΣΜΑΤΩΝ 


Πρῶται ἔννοιαι. 

13989. ᾿Εὰν τὸ πρᾶγμα, ὅπερ παριστᾷ Ἡ μονὰς 1, αοιρασθῇ εἰς ἴἵσα 
Ἑέρη, ἕκαστον ἐκ τῶν μερῶν τούτων, ἐν σχέτει πρὸς τὸ ὅλον θεωρούµε- 
νου, πρέπει νὰ παρασταθῇ διὰ νέου ἀριθμοῦ. [ζαὶ ἂν μὲν τὸ πρᾶγμα µοι- 
Βασθῇ εἰς δύο ἴσα, ἑκάτερον ἐκ τούτων λέγεται ἥμισυ καὶ παρίσταται 


ϱ ..ἆ 4 , ι ν - ο ΄ 4 
«ως ἐξ) ἂν δὲ εἰς τρία ἴσα μοιρασθῇ, ἕκαστον λέγεται ὃν τρίτον καὶ 


! 
Ὑράφιται: στι ἂν δὲ εἰς τέσσχρα, ἕχαστον λέγεται ἓν τέταρτον (α) καὶ 


οὕτω χαθειξῆς. 
Τὰ δύο Ἡμίση ἑκάστου πράγµατος συναποτελοῦσι (ὅταν ἑνωθῶσι) 
. 3 . 1 1 
τὸ ὅλον πρᾶγμα. ὥστε εἶνε -- ----ξ. 
Καὶ τὰ τρία τρίτα ἑκάστου πράγματος συναποτελοῦσι τὸ ὅλον 


πρᾶγμα ὥστε εἶνε ο... .. 


ο νο να να. 
Ομοίως εἶνε τπτ πτ ππ ., κτλ. 


Ι | 


-. --- . 
συ ἃ) πι είνε µέρη τέλεια τῆς µο- 


νάδος {’ ἥτοι προχύπτουσιν ἐξ αὐτῆς, ἄν διαιριθῇᾷ εἰς ἴσα µέρη. 
Ἐκ τούτων ὁδηγούμενοι δίδοµεν τοὺς ἑξῆς ὁρισμούς. 


Ὥστι οἱ νέοι ἀρ.θαοὶ 


Ὀρισμοί. 
Ἡ 99. Π.ἰασματιχὴ μονὰς λέγεται πᾶν µέρος τέλειον τῆς µονά- 


δος {' τουτέστι πᾶν µέρος αὐτῆς, ὅπερ πολλάκις ληφθὲν δίδει αὐτῆν. 
αὐτὴ δὲ ἡ μονὰς { λέγεται ἀχεραία. 


ὰ 40. ᾿.ἱχέραιο: ἀριθμοὶ λέγονται οἱ ἐκ τῆς ἀχεραίας μονάδος 1 
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Ὄταν δὲ ὁ ἀριθωητὺς εἶνε μικρότερος τοῦ παρονομαστοῦ, τὸ χλά- 
Π ῃ ἐ β 
τ , ..ν. , .. ὸ Δ ΄ Π . αχ 
σµα εἴνε µικροτερον τς ακεραίας μονάδος. ιοτι π. χ. το τς είνε 


|| 1 ι|  Ὁ ' 9 , , , (| ι| 9 Ν 
τπτ χρειάζεταιλοιπὸν ἀκόμη δύοπέωπτα, τπτ τς. διὰ νὰ 


Υίνη ἴσον μὲ την μονάδα Ἱ. 
Ὅταν δὲ ὁ ἀριθμητὴς εἶνε µεγαλήτερος τοῦ παβονομαστοῦ, τὸ κλάἀ- 
σμα είνε μεγαλητερον της ἀχεραίας μονάδος. 
“ λ ΄ ἱ [ ΄ Φ ) ϱ) . ο 
Διότι π.χ. τὸ χλάσµα Ὅτ' ούγκειται ἐς ϐ ἕκτων (ἄτινα ἀποτελοῦ- 
σιν 1) καὶ ἐξ ἑνὸς ἕκτου' ὥστε ὑπερθαίνει την µονάδα . 


Τροπὶι τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν εἰς κλάσματα. 


845. Ἡ ἀκεραία μονὰς 1 δύναται, ὡς ἀνωτέρω εἴδομεν, νὰ πα- 
βασταθᾷ ὡς χλάσµα ἔχον ἴτους ὄρους" ὡς ον τ κτλ, 

Καὶ πᾶς ἀχέραιος ἀριθαὸς δύναται νὰ παρασταθῇ ὡς κλάσμα, ἐὰν 
αἱ µονάδες αὐτοῦ τραπῶσιν εἰς κλάσματα. 

Ἐάν, παραδείγµατος χάριν, θέλωµεν νὰ τρέψωμεν τὸν ἀριθμὸν ὃ 
εἷς πέµπτα (τοι εἰς κλάσμα ἔχον παρονοµαστὴην τὸν ὅ), ἀρχεῖ νὰ 
ἐνθυμηθῶμεν, ὅτι ἑκάστη ἀκεραία μονὰς ἔχει ὃ πέµπτα" ἄρα αἱ ὃ 
μονάδες θὰ ἔχωσιν ἃ φορὰς ὁ πέµπτα, τοι ὕλ«8 πέµπτα ὥστε εἶνε 

θ---ὑ δα, 
) 9) 

Ἐκ τούτων συνάγεται ὁ ἑξῆς χανών. 

ἁιὰ γὰ τρέψωµεγ ἀχέραιο»: εἰς κ.άσμα ἔχον δοθέντα ταρογοµαστήν, 
στο ζαπ.ασιάζομε» τὸ» ἀχέραιο» ἐπὶ τὸν δοθέγτα παρολομαστὴν καὶ 


ἑπὸ τὸ }ινόμεγο» γράφσµεν παρογομαστὴν τὸν φοθέντα. 


Περὶ τῶν μικτῶν ἀριθμῶν. 
Τροπὴ αὐτῶν εἰς κλάόματα. 
λ 44. Μιλιὸς ἀριθιὸς λέγεται ὁ συγκείµενος ἐξ ἀκεραίου καὶ 
Χλάσματος οἷον Ὁ . ὄ - κτλ. 
Ὁ μικτὸς ἀριθμὸς τρέπεται εἰς κλασματικόν διέτι τὸ ἀχέραιον µέ- 
ῥος του τρέπεται εἰς κλάσμα. 


ΚΛΑΣΜΑΤΑ ..ι 


Ἔκ τούτου βλέπομιν, ὅτι τόσαι ἀχέραιαι µονάδες σχηματίζονται 
ἐκ τοῦ δοθέντος χλάσματος, ὅσας φορὰς χωρεῖ ὁ ἀριθμητήςτου τὸν 
παρ ονομαστήν του’ ὥστε τὸ ἀχέραιον µέρος τοῦ δοθέντος κλάσματος 
εὑρίσχεται, ἐὰν διαιρεθῇ ὁ ἀριθμητῆς διὰ τοῦ παρονομαστοῦ. 

Ἐντεῦθεν συνάγεται ὁ ἑξῆς χανών. 

Διὰ γὰ ἀπογωρίσωμεν τὸν εἰς κ.ζάσμα περιεγόµεγο ἀχέραιον, δι- 
αιροῦμεγ τὸν ἀριθμητὴγ διὰ τοῦ παρογομαστοῦ χαὶ τὸ μὲν εὑρεθὲ' πη- 
«Ζίκον εἶγε ὁ ἐν τῷ κ.ζάσματι περιεγόµεγος ἀκέραιος, τὸ δὲ ὑπό οιπον 
(ἄν μείνγ) εὖγε ὁ ἀριθμητὴς τοῦ µένογτος κ.ζάσµατος (ὅπερ θὰ ἔχηῃ πα- 
βονομαστὴν τὸν τοῦ δοθέντος κλάσματος). 

Ἐὰν ὁ ἀριθμητῆς διαιρῆται ἀκριθῶς διὰ τοῦ παρονομαστοῦ, τὸ 
κλάσμα εἶνε ἴσον μὲ ἀχέραιον ἀριθμὸν (ἰδὲ ἐδ. 149). 

θεμελιώδης ἰδιότης τῶν κλασμάτων. 
ΘΕΩΡΗΜΑ 

1 46. ΙΠᾶ) χάσμα πο.ζ{απ.ἰασιασθὲ ἐπὶ τὸ παρονομαστή» του 

ὁίδει γιγόμενογ τὸν ἀιθμητηή» του. 


"Έστω τυχὸν χλάσμα τὸ σ-- λέγω, ὅτι, ἂν τὸ κλάσμα τοῦτο πολλα- 
πλασιασθῇ ἐπὶ ὃ (τοι ἐπαναληφθῇ πέντε φοράς), θὰ δώσγ γινόµενον ὃ. 
ΑΠΟΔΕΙΣΙΣ. Τὸ κλάσμα τ εἶνε ο. ία καὶ ἐπαναληφθὲν ὁ 
' 9) 
φορὰᾶς δίδει 
{ 1 1 ο... ντε) (τρας) ποτ 1 
-- - --ἶἰ- ---ἰ ------ - - 3... ως 1 
(εσις) Εσσες ι (τς) ε ΤΕΤΡ [ρασς) 


’ 


-. ὁ , ῃ . ” ’ ν 
Ἕκαστον µέρος τοῦ -τλαμθάνεται πιντάκ.ς' ὥστε γίνεται { ἀχέ- 
βαιον΄ ἄρα τὸ . θα γίνῃ ὃ ἀχέραια. 
Ἐδιίχθη λοιπόν, ὅτι εἶνε ο ςη---. 
9 


Πόριόμα. 
1 4:39. Ι]ᾶν χάσμα εὧε πη.ζίχω" τῆς διαιρέσεως τοῦ ἀριόμητοῦ 
του διὰ τοῦ παρογομαστοῦ του. 


, , ») ᾽ ' -ο ΄ - 
Παραδείγματος χάριν, τὸ στ εἰνὲ τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ 


5 διὰ τοῦ ϐ. 
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Περὶ εἴις ἰὀότπτος τῶν κλαδμάτων. 
ὉὈρισμοί. 

π49Ώ. "ἶσα λέγονται δύο κλάσματα, ἐὰν ἰσάκις λαμθανόμενα 
{τουτέστιν ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀχέραιον πολλαπλασιαζόμενα) γίνονται ἀκέ- 
ραιοι ἴσοι. 

"βνισα δὲ λέγονται, ἐὰν γίνωνται ἀχέραιοι ἄνισοι' καὶ μ.εγαλητε- 
θον λέγεται τὸ παράγον τὸν µεγαλήτερον ἀχέραιον, µικρότερον δὲ τὸ 
παράγον τὸν µικρότερον. 


» ο ν , ! 4 . μι 4 1 μ φ4 
Επτωσαν ὡς παράδειγµα τὰ κλάσαατα - καὶ -ᾱ- Ἔ στ ἐὰν 
λάθωμεν ἑκάτερον τούτων δὶς (τοι ἂν διπλασιάσωµεν αὐτά), γίνονται 
/ 1 ] 1 1 1 
στ τπτ στ. 


ὥτο: γίνονται ἀμφθότερα |. 
φ , . ἱ 4 θ η] [ὁ, ο , 
άρα ἑκάτερον τῶν κλασμάτων --- καὶ τ εἶνε τὸ ημισυ της μονάδος 


».. 


{- διότι Διπλασιασθὲν ἔδωκχε την μονάδα 1: ἀνάγχη λοιπὸν νὰ δεχθῶ- 
μεν αὐτὰ ὡς ἴτα (ἄλλως θὰ εἶχεν Ἡ μονὰς { δύο διάφορα ἡμίση). 


-- 1 ο ΄ κά . { 
Τὸ κλάσμα ἃ, εἶνε μεγαλήτερον τοῦ --- διότι λαμθανόμενα ἑξάκις 
Ὀ, ' 4 ) 1 , ἑ 
ἂν ἐνονταιἀμφότερα ἀκέραια: καἰτὸ μὲν η γίνεται 4, τὸ δὲ-ο γίνεται ὃ. 
Κατὰ τὸν τρόπον τοῦτον ἀνάγεται Ἡ ἰσότης καὶ Ἡ ἀνισότης τῶν 
κλασμάτων εἰς τὴν ἰσότητα καὶ ἀγισότητα τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν. 


ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. ᾿Βὰν τὰ χλάσματα ἔχωσι τὸν αὐτὸν παρονομχστήν, ὡς 


3 ἆ . , ΛΑ ο ο ς ᾿ - " ο ἆ ὃς ν΄ 
ντι ἰσότης ἤ η ανιπότης χὐτῶν γίνετε! φανερὰ ἐκ τῶν ἀριθμη- 


τῶν αὐτῶν. 
Ἱδιότητες τῶν κλασμάτων. 
. ΩΒΩΡΗΝΑ ΑΛ’. 

. 19ο. ᾿Εὰ» ἀμφότεροι οἱ ὅροι τοῦ χ.άσματος πο.ζ{απ.ἰασιασθῶ- 
συ. ἐφ᾽ ἕνα καὶ την αὐτὸν ἀριθμό», προκύπτει χ.ἑάσµα ἴσολ' ἐπίσης 
καὶ ἂν' δικιρεθῶσι» ἁμιφότεροι δι ἑνὸς καὶ τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῖ.. 

η] 
"Ἔστω τυχὸν χλάσικ« τὸ --- καὶ ἄς πολλαπλασικσθῶσιν ἀμφότερο. 


ε) 


ο ν 


οἱ ὅροιτου ἐπὶ οἱονδήποτε αριθμόν οἷον τὸν ο τότε ἐκ τοῦ --- προ- 


, ' ὐ 
χύτπτει τὸ χλάσμα τρ) λέγω δέ. ὅτι εἶνε τπτ. 
9) μα) ) 


Ιωαννονῦ Ν. Χατάόίδακι, ΘΕΟ )Τκα ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ὃ 
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ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἐν γένει, ὅταν ὁ ἀριθμητὴς αὐξάνη, χαὶ τὸ χλάσμα 
αὐξάνει. 

ΘΡΩΡΗΝΜΑ Γ΄ 

η δρ. ᾿Γὰν ὁ παρογομαστὴς τοῦ κ.ἰάσματος πο. ζαπ.ἑασιασθῇ ἐπὶ 
ἀριθμόν, τὸ ὅἷον κ.άσμα διαιρεῖται διὰ τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ χαὶ ἂν ὁ 
παρογομαστὴς διαιρεθῇ, τὸ δογ χ.άσμα πο.ζαπ.ζασιάζεται. 

Λέγω δηλαδή, ὅτι, ἂν ὁ παρονομαστῆς διπλασιασθῇ, τὸ χλάσµα 
διαιρεῖται διὰ 3, ἤτοι γίνεται τὸ ἥμισυ τοῦ πρίν’ ἐὰν ὁ παρονοµα- 
στης τριπλασιασθῇ, τὸ Χλάσμα διαιρεῖται διὰ ἃ, Ἴτοι γίνεται τὸ τρί- 
τον τοῦ πρίν΄ καὶ οὕτω καθεξής. 


9 ᾿ 2 να 4 ο 0 λ 
Ἔνστω τυχὸν χλάσμα τὸ -τ- καὶ ἂς πολλαπλασιασθῇ ὁ παρονομαστὴς 


αὐτοῦ ὅ ἐπὶ οἱἰονδήποτε ἀριθμόν, οἷον τὸν 8’ τότε προκύπτει τὸ κλάσμα 
2 2 
ὅχ Ὦ πα 


Νν 


΄ ” . 9 3 " - ἴα ν 3ἱ -» 
λέγω, ὅτι τὸ ϱοζµ εἶνε τὸ ὄγδοον τοῦ -Ξ-' ἤτοι, ἂν ληφθῇ 
9 
8 φοράς, θὰ δώσγ τὸ τ. 


᾿Απόδειξις. Τὸ κλάσμα -α λαμθανόμενον ὃ φοράς, τοι πολλα- 


τ. 


πλασιαζόμενον ἐπὶ 8, γίνεται (ἐδ. ον τοῦτο δὲ (κατὰ τὸ Α΄ 


τι 


τ ν ω. 
Θεώρημα) εἶνε ἴσον τ εἶνε τὸ ὄγδοον τοῦ τ" 
ν ’ ἃ , ) ω / 9 ’ 
Ἑστω πρὸς τούτοις τὸ κλάσμα, τοῦ ὁποίου ὁ παρονομαστῆς διαι- 


ρεῖται διὰ 4" λέγω, ὅτι, ἂν διαιρεθζ ὁ παβονομαστῆς ὃ διὰ τοῦ ἆ, τὸ προ: 


, , ὃ κ. τ , . , ὃς ν ο , 9 
χύπτον κλάσμα -- θα εἰνε τέτραπλασιον τοῦ δοθέντος-». Ὥτοις ιπττσο 
᾿Απόδειξις. Διότι τὸ τιπὶ ᾖ πολλαπλασιαζόμενον δίδει(ἐδαφ. [0 1) 
Ἀχκή ”. δχΧ1»ν ἕτοι υ 
9 ηνοι ΧΑ 9 . 


ΣΗΜΒΙΩΣΙΣ. Ἐν Ὑένει, ὅταν ὁ παβρονοµαστης αὐξάνη, τὸ κλάσμα 
ἑλαττοῦται' διότι αἱ μονάδες του γίνονται µικρότεραι. 
Απλοποίησις τῶν κλασμάτων. 
'Απ.ἰοτοίησις τοῦ κλάσματος λέγεται Ἡ πρᾶξις, δι᾽ ἧς εὑρίσχομεν 
ἄλλο κλάσμα ἴσον πρὸς τὸ δοθὲν καὶ ἔχον ὄρους µικροτέρους. 


ΚΛΑΣΜΑΤΑ .. 

0Χδ. αχὃὸ 

Χρ ΕχΧδ 

Ἐπιιδὴ δὲ τὰ κλάσματα ταῦτα ἔχουσι τὸν αὐτὸν παρβονοµαστήν, 

δὲν δύνανται νὰ εἶνε ἴσα, ἂν δὲν ἔχωσιν ἀριθμητὰς ἴσους᾽ 
ἄρα εἶνε ὉἙ-0--α »«δ8' 
ἐπιιδὴ δὲ ὁ 8 διαιρεῖ τὸ γινόµενον αλ«δ, θὰ διαιρᾷ καὶ τὸ πρὸς αὐτὸ 
ἴσον 526: καὶ ἐπειδὴ εἶνε πρῶτος πρὸς τὸν παράγοντα ), θὰ διαιρῇ 
τὸν ἄλλον παράγοντα 6 (ἐδ. 109): ἐὰν λοιπὸν παραστήσωμεν διὰ π 
τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ 6 διὰ 8, θὰ ἔχωμεν 

0---θδόπ᾽ 
καὶ ἀντικαθιστῶντες εἰς τὴν ἰσότητα ὃ θ---κὸ«ὃ τὸν ο διχ τοῦ γινο- 
μένου ὃλ«π, λαμθάνοµεν την ἰσότητα 

οκδυ«πξδΣζα 


α---υὸ«π. 


Ἓκ τούτων βλέπομεν, ὅτι οἱ ὅροι α, ϐ παντὸς κλάσματος ἴσου 


περὸς τὸ : εἶνε ἰσάκις πολλαπλάσια τῶν ὅρων τοῦ το 


ἄρα δὲν δύνανται νὰ εἶνε μικρότεροι ἑπομένως οὐδὲν ὑπ Έχει κλά- 


αν 
” 


ν 1) ν γ. . 
σμαἴσον τῷ πα Χάὶ ἔχον ορους µιχροτέρους. 


Ηὀριόμα 1: 


η 154. Γὰλ δύο ἀγάγωγα κ.ζάσµατα εἶγε ἴσα, καὶ οἱ ἀριθμηταὶ 


αὐτῶν θὰ εἶνε ἴσοι χαὶ οἱ παρο»Ομασταὶ ὡσαύτως ἔσοι. 


ο 


, ” µ α α Ν ἓ 9 , . 
Διότι, ἂν τὸ χλάσµα --- εἶνεῖσον μὲ τὸ ἀνάγωγον κλάσμα ---, θὰ εἶνε 


ν 


«θηλ αὶ ϱΟΞξδατ' 


.| 


διὰ νὰ εἶνε δὲ χαὶ τοῦτο ἀν ἄγωγον, ἀνάγχη ὁ π (ὅστις εἶνε κοινὸς διαι- 

ῥέτης τῶν ὄρων του α καὶ Ο) νὰ εἶνε {' ἀλλὰ τότε εἶνε α” -Ὁ καὶ 6---8. 
Πόριόμα ὁ:' 

1 Μὲ5. Πάντα τὰ ἴσα ἆ.ἐζή.έοις κ.(άσµατα προχύπτουσι» ἐξ ἑνὸς 

ἀναγώγου χ.ζάσµατυς, ἐὰ» ἀμφότεροι οἱ ὅροι αὐτοῦ πο.ζ.απτ.ἑασιασθῶ- 
σι ἐφ᾽ ἕκαστο) τῶγ ἀριθμῶ» Ὁ, ὃ, 4... 


ΚΛΑσΣΜΑΤτα “19 


"ΈἜστωσαν, ὡς παράδειγµα, τὰ κλάσματα 5. τ) . 
᾿Εὰν ἐφαρμόσωμεν τὸν χανόνα, εὑρίσχομεν 
4ΧΊΧ8 3924 
δ ΦΧΤΧΘ 380 
ὃ ὀΧοχᾶδ 190 
τ ΤΧρχ8 980 
ι ΙΧυχΧΤ ὃυ 


----- --- 


8 ΑΧΟΧΤ 980: 











ὦος) ᾿Ρὰν ἔγωμεν χοιγόὀν τι πο.ζζαπ.ζάσιον τῶν δοθέγτων παρογο- 
μαστῶν, δυγάµεθα νὰ χαταστήσωµενχ αὐτὸ χοιγὸν παρογοµαστή». Πρὸς 
τοῦτο Φιαιροῦμεν αὐτὸ δι ἑγὸς ἑχάστου τῶν παρογομαστῶν καὶ ἐπὶ τὸ 
εὑρεθὲγ πη.ξἰκογ πο.ζζαπ.ἑασιάζοµεν ἀμφοτέρους τοὺς ὅρους τοῦ κ.ζά- 
σµατοςᾳ ὅπερ ἔχει τὸν παρογομαστὴ» τοῦτον. 


ο Ἱ 


» : ! ὅ 
Βστωσαν ὡς παράδειγµα τὰ Ἀλάσματας, τ, ᾳ, το. 


Ὁ ἀριθμὸς 90 εἶνε χοινὸν πολλαπλάσιον τῶν παρονομαστῶν 2, ὃ, 
9. χαὶ 12’ ἐφαρμόζοντες λοιπὸν τὸν χανόνα τοῦτον, εὑρίσχομεν 


{. ΙΧΙ86 18 
86: 9--Ι8 ο ΘχΙΒ δ0 
36: }--{9 πας 
 Ὀχά 9 
86: Ὁ-- 4 το 36 
Ἱ ἹΧ)ὶ οἱ 
86:190-- 3 ας Ἡπ. 


Συµθαίΐνει δὲ νὰ ἔχωσι πάντα τὰ νέα κλάσματα τὸν αὐτὸν παρο- 
νοµαστὴν ὅθ᾽ διότι ἕκαστος ἐκ τῶν δοθέντων παρονομαστῶν ἐπολ- 
λαπλασιάσθη ἐπὶ τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως, τῆς ὁποίας αὐτὸς εἶνε 
διαιρέτης, διαιρετίος δὲ ὁ 36 (ἐδ. Ὁ] ). 

Ὅταν εἷς ἐκ τῶν δοθέντων παρονομαχστῶν εἶνε διαιρετὸς διὰ τῶν 
λοιπῶν, χαθιστῶμεν αὐτὸν κοινὸν παβηνημαστην κατὰ τὸν ἀνωτέρω 
εἰρημένον τρόπον. | 
Ἔήτωσ»ν, ὡς παράδειγµα, τὰ κλάτακτα τ 


ρ ͵ 
ιτ ο» 
ο 


σττο -ἵᾗ 


190 ΒΙΒΛΙΟΝ Γ 


Ἐπειδὴ ὁ παβονομαστῆς 15 εἶνε κοινὸν πολλαπλάσιον τῶν πα- 
ρονομαστῶν Ὁ καὶ 15, ἐφαρμόζομεν τὸν κανόνα καὶ εὑρίσχομεν 


-. 3 4ΧΣ 9 
/ο:ὅ---ὖ Ὁρχκ 15 
ο 3 
16 16 
' -- ͵ , α. ὸο  υ 
Οµοίως εὑρίσχομεν, ὅτι τὰ κλάσματα ο ἃν τ 5 
Α 16 ϐ ἡ 
τρέπονται εἰς εἰκοστὰ τέταρτα ο ὃν 5. 5: 


ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Βἰς τὸν κανόνα τοῦτον περιλαμθάνονται χαὶ οἱ 
δύο προηγούμενοι. Διότι τὸ Ὑινόμενον πάντων τῶν παρονομαστῶν 
εἶνε προφανῶς κοινὸν πολλαπλάσιον αὐτῶν" τοῦτο δὲ γίνεται χοινὸς 
παρονομαστὴς κατὰ τὸν πρῶτον καὶ κατὰ τὸν δεύτερον κανόνα. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


η 968. ᾿Εὰν τὰ δοθέγτα κ.άσµατα εὖε ἀγάγωγα, ὁ ἐλάγιστος 
χοιγὸς παρογοµασιτής, τὸν ὁποῖογ δύνανται γὰ ἀποχτήσωσιν, εὖνε τὸ 
ἐάγιστον χοιγὸν πο.ζ,ζαπ.ζάσιον τῶν παρο)ομαστῶν αὐτῶν. 


] 4 3 9 Τ Ν - 
"Ἔστωσαν τὰ κλάσματα -» -Ὁ --- -- ἅτινα εἶνε ἀνάγωγα καὶ τῶν 
, ἱι Ε 9 
ο ὃ 19 18 
ὁποίων οἱ παρονομασταὶ ὅ, ὃ, 19, 18 ἔχουσιν ἐλάχιστον κοινὸν πολ- 
πλάσιον τὸν 960: λέγω, ὅτι δὲν δύνανται νὰ γίνωσιν ὁμώνυμα μὲ 


παρονοµμαστην µικρότερον τοῦ 00. 

᾿Απόδειξις. Διότι πᾶν κλάσμα ἴσον μὲ τὸ ἀνάγωγον κλάσμα. 
θὰ ἔχη παρονομαστὴν πολλαπλάσιον τι τοῦ ὦ (ἐδ. 155) ὁμοίως πᾶν 
κλάσμα ἴσον τῷ ἀναγώγῳ 5 θὰ ἔχη παρονοµαστὴν πολλαπλάσιὀν τι τοῦ 


ὃ, καὶ οὕτω καθεξῆς. "Ὥστε ὁ κοινὸς παβονοµαστῆς, τὸν ὁποῖον θὰ 
ἔχωσι τὰ ἴσα πρὸς τὰ δοθέντα κλάσματα, θὰ εἶνε ἐξ ἀνάγκης κοινόν 
τι πολλαπλάσιον τῶν δοθέντων παρονομαστῶν ὃ, ὃ, 19, 18" ἐὰν 
λοιπὸν θέλωµεν τὸν ἐλάχιστον κοινὸν παρονοµαστήν, θὰ λάθωμεν τὰ 
ἔλάχιστον χοινὸν πολλαπλάσιον 900. 


ΚΑΑΣΜΑΤΑ [91 


Παρατήρπσις. 


Ἡ τροπή τῶν ἑτερωνύμων Χλασμάτων εἰς ὁμώνυμα χρησιμεύει 

1 ) εἰς τὴν πρόσθεσι καὶ εἰς τὴν ἀφαίρεσιν αὐτῶν, ὡς ἀμέτως θὰ ἴδω- 

π 9 9 4 ὃ / , ἓ 9 , 1 4 “ , 

ἕκαν, καὶ 9) εἰς τὸ νὰ διαχκρίνωµεν εὐκόλως τὴν ἰσότητα Ἡ τὴν ἀνισό- 

Ἕγιτα αὐτῶν διότι ἐκ δύο κλκσμάτων ἐχόντων τὸν αὐτὸν παρονοµα- 
στην μεγαλήτερον εἶνε τὸ ἔχον τὸν µεγαλήτερον ἀριθμητήν. 


ΠΡΑΞΕΙΣ 


Ἐπὶ τῶν ἀκεραίων καὶ τῶν κλαὐματικῶν ἀριθμῶν. 
Α') ΠΡΟΣΘΕΣΙΣ 


1 ΜθΘ. 'Η πρόσθεσις εὖνε πρᾶξις, δι ἧς σ] ἡματίζομεν ἕνα ἀρι- 
Θμιὸν ἐκ πασῶν τῶν (ιογάδων, τὰς ὁποίας ἔγουσι δύο ἢ περισσότεροι 
ἀριθµοί. 

Αἱ μονάδες, τὰς ὁποίας ἔχουσιν οἱ ἀριθμοί, δύνανται νὰ εἶνε ἢ 
ἀχέραιαι ὦ χλασματικαἰ. 

Άθροισμα ἢ χεφά.ζαιον λέγετα: καὶ πάλιν τὸ ἐξαγόμενον τῆς προσ- 
θέσεως οἱ δὲ εἰς πρόσθεσιν δοθέντες ἀριθμοὶ λέγονται προσθετέοι. 

Διὰ νὰ προστεθῶσι δύο ἢ περισσότερα κλάσματα, πρέπει νὰ εἶνε 
ὁμώνυμα᾽ ῆτοι νὰ γίνωνται πάντα ἐκ μιᾶς καὶ τῆς αὐτῆς Χλασυα- 
τιχῆς μονάδος. Διὰ τοῦτο, ὅταν ἔχωμεν νὰ προσθέσωµεν χλάσματα, 
εαν δὲν εὖε ὁμώγυμα, τρέποµε» αὐτὰ πρῶτον εἰς ὁμώγυμα. 

Ἡ πρόσθεσις τῶν χλασμάτων ἐκτελεῖται τότε χατὰ τὸν ἑξῆς κανόνκ. 

π6Θ0). Διὰ νὰ προσθέσωµεν χ.ἰάσµατα ὁμώγυμα, προσδέτοµεν [ιό- 
3-οΥ τοὺς ἀριθμητάς των, καὶ ὑ-τὸ τὸ άθροισμα Ίγράφομε, τὸν χοιὸ» 
Ὀκαρογομαστή».. 

Ας ὑποθέσωμεν, παραδείγωκτος χάοιν, ὅτι ἔγομεν νὰ ποοσθέσωυεν 
! ή) ρ 
Ἑ 8 ἁὰ 
αεἶνι φανερὸν ὅτι | ὄγδοον καὶ ὁ ὄψδος καὶ  ὄγδρα κάμνουν { --ᾱ--ὸ 
"τοι 9 ὄγδοα (καθὼς | θιθλίον καὶ 3 Βιθλία καὶ Ὁ βιθλία κάμνουν ϐ) 
Ὀιθολία): ὥστε 


-ἕὰ κλάσματα 


193 ΒΙΒΛΙΟΝ Γ΄ 
Παραδείγματα. 
᾿ 5“ ! ... 
1) Νὰ προστεθῶσι τὰ δύο κλάσωατα--- καὶ 5 
9 
τρέπω αὐτὰ πρῶτον εἰς ὁμώνυμα καὶ εὑρίσχω 
Ι ϐ 
5 30 
|. οὃ 
6. 90 
ο τα 
καὶ προσθέτων εὑρίσχω τ- φ 
ο 6 οὁ 
. ν 
9) Νὰ προστεθῶσι τὰ χλάσµματα ον ρ 


τρέπω αὐτὰ πρῶτον εἰς ὁμώνυμα χαὶ εὑρίσχω 


. 3 

φ ϐ 

| ο 

3. ϐ 

ι 4 

6. ϐ 
«ρ . . μα, | ϐ 
ουεν προσνετωὠν  δΟ] ---- π--- αμλπ---- ααν””''- αν 

ν β ευρισ 9 : 6 6 


ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Τὸ ἄθροισμα ἀκεραίου καὶ χλάσαατος εἶνε μικτὸς ἀρι- 
1 .-- 
θµός' οἷον 1 -ἷ- 5 γράφεται ὡς ἑτῆς 1 π 
Πρόσθεσις μικτῶν. 


16 Ἡ. Διὰ νὰ προσθέσω,ιε’ μικτοὺς ἀριθμούς, προσθέτοµεν γωρι- 
στὰ τοὺς ἀχεραίους καὶ γωριστὰ τὰ κ.άσματα καὶ ἔπειτα ἑγώνγομεν τὰ 
δύο ἀθροίσματα. 

ς ὑποθέσωμεν, παραδείγµατος χάριν, ὅτι ἔχομεν νὰ προσβέσω- 
μεν τοὺς μικτοὺς ἀριθμοὺς 

ὄ 2 
ὃ -- 10 --. 
8 9 
Οἱ ἀκέραιοι χωριστὰ προστιθέµενοι δίδουσι {9 τὰ δὲ κλάσματα 


γίνονται χατὰ πρῶτον ὁμώνυμα 


ο -- μα 


ΚΛΑΣΜΑΤΑ [925 


ων ο. 16 
α΄ Το το 
04 


ἕπειτα προστιθέµενα δίδουσιν ἄθοοισπια---. 
ὶ ' 1ο 


ο 


σ- τον - ΄ , θὶ 
ὥστε τὸ ἄθροισμα τῶν δεδοµένων μικτῶν εἶνε {9 ας” 
διότι τὸν ἀριθμὸν τοῦτον ἐσχηματίσαμεν ἑνώσαντες τὰς μονάδας των. 
"Ὁμοίως, ἄν ἔχωμεν νὰ προσθέσωµεν τοὺς μικτοὺς 

1 ο) 

ὁ -- καὶ Ὁ -- 
2 / 
ῃ ’ Ὀ - η ῃ τ 
τὸ μὲν ἄβροισμα τῶν ἄκεραίων εἶνε Ἴ, 
δ ν, 1 


τὸ δὲ ἄθροισμα τῶν κλασμάτων εἶνε πο, πι το. 
) 


ο” 


! 1 
ἄρα τὸ ἄθροισμα τῶν δοθέντων μικτῶν εἶνε Ἱ -- ἡ τς π- δ τ. 


Ὁμοίως εὑρίσχετα:, ὅτι τὸ ἄθροισμα τῶν μιχκτῶν 


! 2 ῷ 
Ὁ -- καὶ ϐ-- καὶ [ῶ -- εἶνε --326δ. 
ν 3 ῥ 


ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Διὰ νὰ προσθέσωµεν ἀχέραιον καὶ μικτόν, προσθέτο- 
μεν τὸν ἀκέραιον εἰς τὸν ἀχέραιον τοῦ μικτοῦ 


1 1 
οἵον Ὁ -----τκ-Ἱ--. 
υ υ 


Διὰ νὰ προσθέσωµεν χλάσωα καὶ µιατόν, προσπθέτομεν τὸ χλάσμα 
ρ ῃ [] .. ἐ ι 
εἰς τὸ χλάσµα τοῦ μ.κτοῦ' 


1 4 
οἷον 9) τ-- τΈξυ- [---6. 3 


Παρατήρπσις. 

Ἡ πρόσθισις ὀσωνδήποτε ἀριθαῶν εἴτε ἀχερχίων εἶτό χλασµατι- 
χῶν ἀγάγεται πάντοτε εἰς πρβόσθεσιν ἀχεραίων ἀριθμῶν. Διότι πάντες 
οἱ προσθετέοι δύνανται νὰ γίνωσι κλάσματα καὶ µάλιστα ὁμώνυμα: 
τότε δὲ ἡ ποόὀσθεσις αὐτῶν καταντᾷ πρόσθεσις τῶν ἀριθμητῶν των. 
Διὰ τοῦτο ἡ θεμελιώδης ἰδιότης τῆς προσθέσεως τῶν ἀχεραίων (ἐὸ. 239) 
μένει ἀληθής, οἰοιδήποτε ἀριθμοὶ καὶ ἂν εἶνε οἱ προσθετέοι' ἑπομένως 
μένουσιν ἀληθεῖς καὶ ττᾶσχι αἱ ἐξ αὐτῆς πηγάζουσχι ἰδιότητες καὶ 
ἀποδειχνύονται ἐξ χὐτῆς ἀπαχραλλάκτως (ἐδ. φὸ, {, ὃ, ὁ). 


191 ΒΙΒΛΙΟΝ 5’ 


Β΄ ΑΦΑΙΡΕΣΙΣ 
Ὁρισμοί. 

κ. ᾿Η ἀφαίρεσς εὖνε πρᾶξις, δι ἧς ἐἑαττοῦμε» δοθέγτα ἀρι-- 
θμὸν κατὰ τὰς µογάδας, ὅσας ἔχει ἄ-ξίος δοθεὶς ἀριδμός. 

Αἱ µονάδες δυνατὸν νὰ εἶνε ὦ ἀχέραιαι ἢ κλασματικαἰ. 

Ὁ πρῶτος τῶν δεδοµένων ἀριθμῶν λέγεται καὶ πάλιν µειωτέος, ὃ 
δὲ δεύτερος ἀφαιρετέος' τὸ δὲ ἐξαγόμενον τῆς ἀφαιρέσεως λέγεται ὑπό» 
«οιπον ἢ ζιαφορά. 

Ἐὰν ἑνώσωμεν τὰς µονάδας τοῦ ἀφα:ρετέίου καὶ τοῦ ὑπολοίπου, 
θὰ ἀποτελέσωμεν προδήλως τὸν µειωτέον΄ ὀθεν 3 µειωτάος εὖ-ε ἄθροι- 
σµα τοῦ ἀφαιρετέου χαὶ τοῦ ὑπο.οέπου. 

Διὰ τοῦτο ἡ ἀφαίρεσις δύναται νὰ ὀρισθῃ καὶ ὡς ἑξῆς. 

163. ᾿Η ἀφαίρεοις εἶγε πρᾶξις, δι ἧς δοθέγτων δύο ἀριθμῶν, 
εὑρέσχεται τρίτος, ὅστις προστιθόµεγος εἰς τὸν δεύτερον δέδει ὡς ἄθροι- 
οµα τὸν πρῶτον. 

᾿Αφαίρεσις κλασμάτων. 


Διὰ νὰ ἀφαιρεθῇ χλάσμα ἀπὸ ἄλλου, πρέπει νὰ εἶνε ὁμώνυμον 
πρὸς αὑτό. Διὰ τοῦτο, ὅταν ἔχωμεν νὰ ἀφαιρέσωμεν χλάσµα ἀπὸ 
ἄλλου, ἑὰν δὲν εὖγε ὁμώνυμα, τρἐποµεν «τρὠτο» αὐτὰ εἰς ὁμώνυμα. 

Ἡ ἀφαίρεσις γίνεται τότε χατὰ τὸν ἑξῆς χανόνα. 

164. 4ιὰ γὰ ἀφαιρέσωμεγ χ.άσμα ἀπὸ ἄ.ζου ὁμωνύμου, άφαι- 
ροῦμεν τὸν ἀριθμητήγ του ἀπὸ τοῦ ἀριθμητοῦ τοῦ µειωτέου χαὶ ὑπὸ 
τὴ διαφερὰγ γράφομεν τὸγ χοινὸν παρονγομαστὴν. 

Ἄς ὑποθέσωμεν, παραδείγματος χάριν, ὅτι ἔχομεν νὰ ἀφαιρέσω- 

' 
μ.ο ἀπὸ Το) Φανερὸν εἶνε, ὅτι, ἐὰν ἀπὸ Ἰ δωδέκατα ἀφαιρέσωμεν 
Ὁ δωδέκατα, θὰ µείνωσι ὁ δωδέκατα (καθὼς, ἐὰν ἀπὸ Ἰ μῆνας ἆφαι- 
ῥέσωμιεν ὦ µῆνας, µένουσι ὁ μῆνες)' 
Ἱ ρ 


ἄρα ----------Ξξ 


, | Ἱ. 
ἊἎς ὑποθέσωμεν δεύτερον, ὅτι ἔχομεν νὰ ἁφαιξέσωμεν τ΄ ἀπὸ τοῦ 


κλάσματος το. 
ὀ 


ΚΛΑΣΝΑΤΑ [50 


Ἐπιειδὴ τὰ χλάσµατα ταῦτα εἶνε ἑτερώνυμα. τρέποµεν αὐτὰ πρῶτον 
3 


᾿ Ι 
εἰς ὀμώνυμα΄ χαὶ ο μὲν αφαιρετέος τ γίνεται τρ. ὁ δὲ µειωτέος-- ίνε- 
) 9) 


6 ν 9 ὃ : τ 1 
ται --- ὥστε ἡ διαφορα εἶνεττ᾽ 
90 σαν 30 
᾿  ν ο 5 1 
Ὥτοι --ω-------------------------. 
ὃ 0 ο ὃ ο 
᾿Αφαίρεσις μικτῶν. 
1 615. Διὰ νύ ἀφαιρέσωμεν μικτὸν ἀπὸ μικτοῦ, ἀφαιροῦμε» }ωρι: 
στὰ τοὺς ἀκδραίους καὶ γωὠριστὰ τὰ κ.άσµατα χαὶ ἔπειτα ἐγοῦμεν τὰς 


Φύο διαφοράς. 


Ν ν Δ ᾿ ΄ . 4 8 1 
Παραδείγματος χάριν, ἂν ἔχωμεν νὰ ἀφαιρέσωμεν τὸν μικτὸν τη 
) 
ἀπὸ τοῦ μικτοῦ Ἱ --, ἀφαιροῦμεν τοὺς ἀχεραίους χωριστά: ἹἸ---32Ξυ᾿ 
9) 
. ο ας ὁ 5 1 
ἔπειτα τὰ κλάσματα: ---- Ἔτ----τττττ-. 
ὃ ἃ  ἰ 10 1 
μα. ο στ .. 
ὥστε ἡ ζητουμένη διαφορὰ εἶνε στ. 
π, 


166. Εὰν το κλάσμα τοῦ ἀφαιρετέου εἶνε µεγαλήτερον τοῦ κλά- 
σµατος τοῦ µειωτέο». ὦ ἀφαίρεσις τῶν κλασμάτων δὲν γίνεται. Ἵνα 
ἄρωμεν τὸ ἐμπόδιο» τοῦτο, .αμδάνομεγ μίαν ἀκεραία) μονάδα τοῦ 
µειωτέου καὶ τὴ» ένωνομε» μὲ τὸ κ.ζάσμα αὐτοῦ, ἀφοῖ τρέψωµε» αὖ- 
τὴ} εἰς κ.άσμα ὁμωνυμςλ. 

ΙΓ] , ' , Ὁ Π , , Ι Ὁ ' ” 

Εάν, παραδείγµατος χάρω, ἔχωμεν νὰ ἀφαιρέσωμεν 3 τ ἀπὸ ὃτς 
καὶ τρέψωµεν τὰ κλάσματα εἰς ὀμώνυμα, θὰ ἔχωμεν νὰ ἀφχιρέσωμεν 

: 2 3 

ἃ --- ἀπὸ 8 ---. καὶ ἐπε'δὴ τὸ κλάσμα -- (τοῦ ἀφχιρετέου) δὲν δύναται 

[5 πο 15 


5 40 
αι] 


δ π -- 3 ο ” / Ἡν ΄ Ν Π 9 ' 
νὰ ἀφαιριθῇ ἄπο τοῦ τ- {τοῦ µειωτέου ), λαμθάνομεν μίαν αχεραιαν 


μονάδα τοῦ µειωτέου καὶ τοέποµεν αὐτὴν εἰς δέκατα πέµπτα τότε θὰ ἕ- 


4 


ἳ ὃ ο. ν 
χωμεν νὰ ἀφαιρέσωι.εν τον μικτὸν ὃτς ἀπὸ τοῦ Ἰ -- στης. Ἅτοι ἀπὸ 
Ἴ ο ὦ 9) 
- 11 | -. ΄ ν Ν . ΄ ΄ ε 
τοῦ τς Αφαιροῦντές τότε χατὰ τὸν ἀνωτέρω κχνόνα εὑρίσκομεν 
ὅ 


14 
ὑπόλοιπον { --. 





ΚΛΑΣΝΜΑΤΑ | 19] 

πολλαπλασιασμὸν {322«5. ᾽Αλλ) ὅταν ὁ ἀριθμὸς τῶν ὀχάδων ἀπὸ ὃ 
, 4 Α ῶ , ο - . τ , ι , ν 

γύῃὸ -ἢ 5) πάλιν θέλοµεν η πρᾶξις, δι’ ἧς λύεται τὸ πρόθληµα, νὰ 
λέγηται πολλαπλασιασμός, διὰ νὰ ἔχωμεν τὸν ἑξῆς γενικὸν κανόνα. 

“Όταν εἰξεύρωμεν τὴν ἀξίαν μιᾶς µογάδος ἑγὸς πράγµατος, διὰ γὰ 
εὕρωμεν τὴν ἀξίαν ὁσωγδήποτε µογάδωγ τοῦ αὐτοῦ πράγματος, πρέπει 
νὰ χάµωμε) πο. ζαπ.ασιασμµόγ: {τουτέστι νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὴν 
ἀξίαν τῆς μιᾶς μονάδος ἐπὶ τὸν ἀριθμὸν τῶν μονάδων). 

4 ϱ ’, ϱ, 9 ῦ -ο . , φ εν. 

Διὰ νὰ εὕρω, πόσον ἀζίζουν τὰ τ΄ τῆς ὀχᾶς, σχέπτοµαι ὡς ἑξῆς. 

᾿Αφοῦ ἡ ὅλη οκᾶ ἀξίζει 19 δραχμὰς 

4 1 9 -” 4 9 . η] . ν 19 ο. «ο 
τὸ αὐτῆς θὰ ἀξίζῃ τὸ ὄγδοον τῶν 139 ὃρ. ἤτοι Π τῆς δραχμῆς (κα- 
τὰ τὸ ἑδ. 148): 
: : 1. Ἴ 
καὶ ἑπομένως τὰ ὃ ὄγδοα αὐτῆς θὰ ἀξίζουν τὸ ο 
(κατὰ τὸ ἐδ. 151). 

Πρὸς λύσιν τοῦ προθλήµατος ἔγιναν τώρα δύο πράξεις" πρῶτον μὲν 
μερίσθη ὁ ἀριθμὸς 13 εἰς οκτὼ ἴσα µέρη) ἔπειτα δὲ ἐλήφθη τὸ ἓν µέρος 
Ὁ φοράς, τοι ἐπολλαπλασιάσθη ἐπὶ ῦ. Αἱ δύο αὗται πράξεις ὁμοῦ πρέ- 
πει νὰ ὀνομασθῶσι τώρα πολλαπλασιασμὸς τοῦ ἀριβμοῦ 13 ἐπὶ τὸ κλά- 

ὦ 8 η] ια Ι 
σμα ς(κατὰ τὴν νέαν, τὴν γενικὴν σηµασίαν τῆς λέξεως), διὰ νὰ ἆλη- 
θεύη ὁ ἀνωτέρω εἴρημένος χανών, ὅταν ὁ αριθμὸς τῶν ὑχάδων εἶνε 
Χλασματιχός. 

1698. Ἐκ τούτου βλέπομεν, ὅτι ὁ πολλαπλασιασμὸς οἰουδήποτε 
ἀριθμοῦ ἐπὶ κλάσμα πρέπει νὰ ὁρισθῇ, ὡς ἑξῆς. 

Πο.ἆζαπ.{ασιασμὸς ἀριθμοῦ ἐπὶ κ.άσμα εὖνε ἐπαγά.ζηψις μέρους τιγὸς 
τοῦ ἀριθμοῦ. 

Ποῖον µέρος τοῦ πολλαπλασιαστέου θὰ ἐπαναληφθῆ, δειχνύει ὁ πα- 
ρονομαστὴς τοῦ κλάσματος ποσάχις δὲ θὰ ἐπαναληφθή, δεικνύει ὁ 
ἀριθαητὴς αὐτοῦ. 

Ὥστε γινιχῶς ὁ πολλαπλασιασμὸς ἀριθμοῦ ἐπὶ ἄλλον οἱονδήποτε 
(ἀκέραιον  χλασματικὸν) πρέπει νὰ ὁρισθῇ ὡς ἑξῆς. 


169. “Ο πο. ἑωπ.ἰασιασιὸς εὖ-ε πρᾶξις, ὃν ἧς ἐπαγα.ἔαιιδάλομεγ' 
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ἕγα ἀριθμὸν ἢ µέρος τι αὐτοῦ, καὶ σγηµατίζοµεν ἐξ αὐτοῦ ἄ-. ζουν 
ἀριθμόγ. 

Ὁ ἀριθμός, τοῦ ὁποίου µέρος, ἢ τὸ ὅλον, θὰ ἐπαναλάδωμεν, λέγι- 
ται πο.ίαπ.ἑασιαστέος ὁ δὲ ἀριθμός, ὅστις μᾶς δειχνύει, ποῖα χαὶ πόσα 
µέρη τοῦ πολλαπλασιαστέου θὰ λάδθωμεν, διὰ νὰ σχηµατίσωμµεν τὸ 
ἐξαγόμενον, λέγεται πο..ζαπ.ἑασιαστής' τὸ δὲ ἐξαγόμενον τοῦ πολλα- 
πλασιασμοῦ λέγετχι }όμεγο2". 

Σχηματίζοµεν δὲ τὸ γινόμενον, ὅταν δοθῶσιν οἱ ἀριθμοί, κατὰ τὸν 
ἑξῆς κανόνα. 

1 20. δι ἑχάστην ἀχεραία) μογάδα τοῦ πο.ζ ζαπ.ζασιαστοῦ αμ- 
όάνοµεγ δ-ον τὸν πο. ζαπ.ασιαστέογ, δι ἑκιίστην δὲ κ.ἑασματικὴν -ζαμ- 
θάγοµεγ τὸ ὁμώνυμον µέρος αὐτοῦ᾽ 
οἷον αΧ ἆ σηµαίνει α-]-α-]-α-]- α΄ διότι Ξ--{--1--ἰ---1. 

9 


9 


θα α σα͵ διότι { 4 
αχ «--- σγυαίνει ------- διότι --------- --------- 
ὃν ὃ κ. Μ΄ ὃ οὁ Ἔ 93 


α 
ἔνθα α εἶνε οἱοςδήποτε ἀριθμὸς καὶ Ξ τὸ τρίτον αυτοῦ. 


Ὁ πολλαπλασιασμὸς γαταντὸ µερισµός, ὅταν ὁ πολλαπλασιαστὴς 


τ ῃ 9 
δίνε µία χλασματικη µονάς. 
. .- 19 
Διότι κατὰ τὸν ὀρισμὸν εἶνε ιος--- ΄ -----ὃ 


ΣΗΜΒΙΩΣΙΣ. Τὸ γινόμενον εἶνε πάντοτε ὁμοειδὲς μὲ τὸν πολλαπλα- 
σιαστέον' διότι σύγκειται ἐξ αὐτοῦ ἢ ἔκ τινος µέρος αὐτοῦ. Ὁ δὲ 
πολλαπλασιαστῆς θεωρεῖται ὡς ἀφηρημένος αριθµός. 

Παρατήρπσις. 

Κατὰ τὸν νέον τοῦτον πολλατιλασιασμὸν ὁ ἀριθμός, ὅστις πολλα- 
πλασιάζεται, αὐξάνει μέν, ἂν ὁ πολλαπλασιαστὴς εἶνε µεγαλήτερος τῆς 
μονάδος |, ἐλαττοῦται δέ, ἂν ὁ πολλαπλασιαστὴς εἶνε μικρότερος 
αὐτῆς (μένει δὲ ὁ αὐτός, ἂν πολλαπλασιασθῇ ἐπὶ ! ). 


ωἳ 


Καὶ τῷ ὄντι ἂιὰ νὰ πολλαπλασ.άσω τὸν ὃ ἐπὶ, πρέπει νὰ λάδω 


κ) 
τὸ τρίτον τοῦ 8 (τοι τὸ ---) πέντεφορἁς' ἀλλὰ τὸ τρίτον τοῦ 8, ὅταν 


α 


ληφθῇ τρεῖς φοράς, δίδει τὸν δ΄ ἄρα, ὅταν ληφθῇ ὃ φοράς, θὰ δώση 


περισσότερον τοῦ 8. Διὰ νὰ πολλαπλασιάσω δὲ τὸν 8 ἐπὶ ---πρέ: πεινὰ 
:) 


- 
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λάθω τρεῖς φορᾶς τὸ πέµπτον τοῦ δ᾽ ἀλλὰ τὸ πέµπτον τοῦ 8 πρέπει 
νὰ ληφθῇ πέντε φορὰς διὰ νὰ δώσῃ τὸν 8’ ἄρα, ὅταν ληφθῇ ὃ φο- 
ος μόνον, θὰ δώσῃ ολιγώτερον τοῦ 8. 

Πολλαπλασιασμὸς ἀκεραίου ἐπὶ κλάσμα. 

21. Διὰ νὰ πο ζαπ.ασιάσωμε» ἀκέραιον ἐπὶ κ. άσμα, πο.- 
-απ.ασιάζομεν αὐτὸν ἐπὶ τὸν ἀριθμητὴν τοῦ κ,άσματος καὶ ὑπὸ τὸ 
}ιγόμενον Ίράφομεν παρονομαστὴγ τὸν παρογομαστὴν τοῦ χ.ζάσματος. 

Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔχομεν νὰ πολλαπλασιάσω-εν τὸν ἀχέραιον 


96) ἐπὶ τὰ χλάσμα τ᾿ 


Ἱατὰ τὸν ὁρισμὸν πρέπε: νὰ εὕρωμεν τὸ ὄγδοον τοῦ 9 καὶ νὰ 
λάθωμεν αὑτὸ τρίς. 





2/) 
᾽Αλλὰ τὸ ὄγδοον τοῦ 20 εἶνε --- (ἐδ. { 18) 
ο. 90Χ3 
καὶ τὸ τριπλάσιον τοῦ τετ (ἐδ. 151): 
 ὅ0χκὴ , υ) 4 | 
σθιν ὀθς------ Ὁ ---, Ὅτοι Ἰ --Ἡ Ἱ--. 
ορ πα 8 Αα. 9 


ον 5 
ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἐκ τούτου θλέπομεν, ὅτι τὰ -- τοῦ 54) καὶ τὸ τοῦ 


4 ιά 


τριπλασίου τοῦ 20 εἶνε εἲς καὶ ὁ αὐτὸς ἀριθμός' τοῦτο δὲ ἀληθεύει 
γενικῶς περὶ παντὸς ἀριθυ.οῦ. 
Πολλαπλασιασμὺς κλάσματος ἐπὶ κλάσμα. 

125. Διὰ νὰ πο-ζαπ.ασιάσωμιεγ κ.ἰάσµα ἐπὶ χ.άσμα πο.ζ.ζα- 
π.ζασιάζοµεγ ἀριθμητὴν ἐπὶ ἀριθμητὴ»' καὶ παρογομαστὴγ ἐπὲ παρογο”- 
µαστήν, καὶ τὸ μὲν ἢγινόμεγον τῶν ἀριθμητῶ» θέτοµε) ἀριθμητή», τὸ 
δὲ }ιόµε»ον τῶ» παρογομαστῶν παρονομαστή». 


Λ ν) 
Λς ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔχουεν νἁ πολλαπλασιάσωμεν τὀκλάσμα-- ἐπὶ-- 
υπ] ἰ 
| 
» ) 8 φ ᾿ ΄ ᾽ ϱ Δ κ. - υ 9 
κατὰ τὸν ὁρισμὸν ποέπει νχ εὕρωμεν τὸ ἕθδομον τοῦ -- καὶ νὰ 


λάθωμεν αὐτὸ τρείς. 
, 


'] -- 
η) 
- 
ο.) 


Τὸ ἔθδομον τοῦ στ (ἐδ. {29} 
) λα { 
/ ι 1Χο 

τὸ ὃς τειπλάσιον τοῦ --- ε!νε (ἐ9. [0 1) 
) 5 ΧΊἹ ο. 4 


Γμαχχου ΔΝ. Ἀατλίδακι. ΟΕΩΡΗΤΙΚΗ ΛΡΙΘΝΗΤΙΚΗ 0) 
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ατα τὸ γενικὸν ὁρ.σμὸν τοῦ πολλαπλασιασμοῦ πρέπει να εὕρω- 
Γ 
. , - - 9 4 μ ο ! 
μεν τὸ τρίτον τοῦ μικτοῦ Ἵ -- καὶ νὰ λάθωμεν τοῦτο δίς. 
8 |] 
, 9 ὴ ' ο - Ἱ ε) τ η 
Αλλὰ τὸ τρίτον τοῦ μικτοῦ Ἱ --- εἶνε --Ἑ 
8 ὃ ὂΧχὸ 
φορὰς λαμθανόμενον, τοι πτὶ ὃ πολλαπλασιαζόμενον, κατὰ τὰ ἀνω- 





' διότι τοῦτο τρεῖς 


» 
. 


Ἶ 
τέρω δίδει τὸν μικτὸν ἐκ. Τὸ δὲ διπλάσιον τοῦ σος εἶνό 





δΧὸ 
ο κ, 1 
9 Βχ 3 
τοῦτο δὲ εἶνε τὸ γινόµενον τοῦ ἀχεραίου μέρους Ἰ καὶ τὸ γινόµενον τοῦ 


ο) 9 
κλασματικοῦμέρους-- ἐπὶ τὸ -- ἄρα ἔχοιεν 
9) 


» 


ὃ 2 να ο) ὸ 

Ἱ ---Ἱος---- Ἱὸσ« ----ἷ---Σ«---. 

( Ὄλ ος απ ποῃ 
Παρατήρπσις. 


Κατὰ τὸν αὐτὸν τρόπον ἀποδειχνύετα! καὶ η ἑξῆς γενιχωτέρα πρότασις. 
Ἡ 4. ᾿Αθροισμα οἱο»δήποτε πο.ζ{απ.ασιάζεται ἐπὶ ἀριθμόν, ἑὰν 
ἕκαστος τῶν πγοσθετέων πο4απ.ζασιασθῇ ἐπὶ τὸ» ἀριθμὸν τοῦτον χαὶ 
προστεθῶσι τὰ προκύποντα γινόμενα (παράθαλ. ἐδ. 45, 9). 
Παραδείγματος χάρω εἶνε 


» 


( ὃ-- τμ )ο-θ----! ΕΙ. Έσι- 29--- 
( Ακ. : να... 


Πολλαπλασιασμὸς μικτοῦ ἐπὶ µικτόν. 


1η 32. 4ιὰ νὰ πο-ζαπ.ἰασιάσωµιε) δύο μικτυύς, πτο..ἑαπἑασιάζυµε» 
1) τοὺς δύο ἀχεραίους, 
ϱ) τὰ δύο χ.λάσµατα, 
«) τὸν ἀχέραιογ τοῦ πρώτου ἐπὶ τὸ κ.άσμα τοῦ δευτέρου, 
4) τὸν ἀχέραιον τοῦ δευτέρου ἐπ) τὸ κ.ἰάσμα τοῦ πρώτου᾽ 
χαὲ ἔπειτα ἑνοῦμεν τὰ τέσσαρα ταῦτα }ύ όμε)α. 


9 Γ ΄ - 9 , . Ν, 9 Ά͵ 
Άς ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔγομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν τους δύ5 Αικτοὺς 


(19) (ππ 
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Επειδὴ ὁ πολλαπλασιαστὴς δύναται νὰ Ὑγίνη κλάσμα, θὰ ἔχωμιν 
Ώ - 4 ρ 9 “ο 9 5. 
πολλαπλασιασμὸν μικτοῦ ἐπὶ χλασματικόν, καὶ διὰ τοῦτο θὰ εἶνε 


μ, [ Ἱ νλ Ἱ 
(κα οκ η) ο) 


. 9 ν . ρ - ΄ ῳ . ο 9 π , 
καὶ ἐπειδὴ Ἡ τάξις τῶν παραγόντων εἶνε ἀδιάφορος ὡς πρὸς τὸ γινό- 


µενον (ἐδ. 113, Παρ.), θὰ εἶνε 


ας Ἱ ι 8 ἶ 2 
πο, 


καὶ ἑπομένως 
9 ... Ί ο τπτ 9 
ᾖ --- 8 --|--δν«ά-ι---ς 4-ἷ-ὃος----ἷ----δ«---. 
( 4 ϱ) - προς Τ στ Ἔτῃ ο) 
Τὰ τέσσαρα µερικὰ γινόμενα εἶνε 
2ὃ 8 16 ! 14 
10 10 6 Ἡ 50 


δ 1 1 
ἄρα τὸ Ὑινόμενον τῶν μικτῶν εἶνε ὃΤ -ἰ- πο τς Ἔσρ Ἴτοι 
10 1 


. ο 4 1ο ἵι 
ὃτ πρ Γρ ορ, Ὦ ὅδ τρ’ Ἡ δ τσ. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Επειδή οἱ μικτοὶ τρέπονται εἰς κλάσματα, δύναταί 
τις νὰ ἀποφύγγ τὰς πράξεις τῶν μικτῶν, ἐὰν τρέπγ αὐτοὺς πρὶν εἰς 
κλάσματα καὶ ἔπειτα ἐκτελῇ τὰς πράξεις᾽ ἀλλὰ τοῦτο εἶνε δυσκολώ: 
τερον᾽ ὅθεν ποοτιµότερον εἶνε νὰ ἐκτελῶνται αἱ πράξεις τῶν μικτῶν, 
ὡς ἀνωτέρω διελάθοµεν. 

Παρατήρπσις. 


Κατὰ τὸν αὐτὸν τρόπον ἀποδεικνύεταικαὶ η ἑξῆς γενιχωτέρα πρότασις. . 


Ἡ 26. ᾿Αόροισμα ποἀζαπ.ἰασιάζεται ἐπὶ ἄ-[ζο ἄθροισμα (χωρὶς νὰ 
εὑρεθώσιν), ἐὰν ἕκαστον τῶν μερῶν τοῦ πρώτου πο.ζζαπ.ασιασόῃ ἐφ᾽ 
ἕχαστον τῶν μερῶ»' τοῦ δευτέρου χαὲ προστεθῶσι τὰ προκύπιοντα }ό- 
µεγα (παράθαλε ἐδ. 50). 

Παραδείγµατο- χάριν εἶνε 


9 Ί ϱ- 
(δα) (1) .. 
9 


Ἴ 2 ᾗ η) Ἱ 9 
σκι θσ«1θ-Ε--σ«ίθ-ι--ος-- ὃν ω-σσ----- 
οκΙ04-θ2«Ι0-Ε πρκ!θ-εςλκς θέ ερς- 


.) 


9 ο , 1 1 
--Ί--θθ--Τ αγ Ἔππ-Ἴθς.. 
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Γινόμενον πολλῶν παραγόντων. 

122. Τὸ γινόµενον πολλῶν ἀριθμῶν, ἐξ ὧν τινες ἢ καὶ πάντες 
εἷνς κλασματικοί, ὀρίζεται ὡς καὶ εἰς τοὺς ἀκεραίους (ἐὸ. 44) καὶ 
σημειοῦται ὁμοίως. 

Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι πρόχειται νὰ εὕρωμεν τὸ γινόµενον τῶν ἑῆς 


τριθ 3 3 ή ! 
χριῤμῶν᾽ αι - -- -- 
η Ὁ. 10 ὃ Τ 
-”-- ὃν δν : 2Χὸὃ 
το γινοµενον τῶν ὁνο πρώτων εἰνε φονὶ 
σε πε 3Χ10 
” ν . ΄ ν ῃ ΐ «Χ9ΧΊΤ 
τὸ δὲ Ύινομενον τούτου χαὶ τοῦ τρίτου εἰνε -----ασο-στς 
3Χ10Χ8 
ον , . -- ὀΧΟοΧΊΤΧΙ 
καὶ το γινόμενον τούτου ἐπὶ τον τέταρτον εἰνε ο. --------' 
ΥΧ10Χ8ΧΊ 


Ἠϊκ τούτων βλέπομεν, ὅτι 

Τὸ γιγόμενον πο.ζ{ζῶν κ.ασμάτω» παρίσταται ὡς κ.ὰάσμα ἔγον 
ἀριθμητὴν μὲν τὸ }ιγόµεγο» τῶν ἀριθμητῶν, παρογομαστὴν δὲ τὸ γιγό- 
ΜΕΥΟΥ τῶν παρογομαστῶ»ν. 

Τοῦτο ἀληθεύει, χαὶ ὅταν τινὲς τῶν παραγόντων εἰνε ἀχέραιοι ἀριθμοί’ 
αρχεῖ νὰ γράφωνται ὡς χλάσματα ἔχοντα παρονομαστὴν τὴν μονάδα 1. 

ΣΗΝΜΒΙΩΣΙΣ. Βὶς τὸν πολλαπλασιασμὸν τῶν χλασμάτων συµθαίνου- 
σιν ἑνίοτε ἁπλοποιῆσεις, τὰς ὁποίας πρέπει νὰ κάμνωμεν. 

Παραδείγματος γάριν εἰς τὸ ἀνωτέρω εὑρεθὲν γινόµενον, ἤτοι εἰς 
ΦΧΧχΤχΙ 
ΔΧΙΘΧΤΧΦ᾽ 
δυνάµεθα νὰ διαιρέσωμεν καὶ τοὺς δύο ὄρους διὰ Ὁ, ἔπειτα διὰ Ἰ καὶ 





τὸ χλάσμα 


εὑρίσχομιν οὕτω τὸ ἁπλούστερον χλάσμα 





φ4 
Ι0Χ6᾽ 
ἐὰν δὲ καὶ τούτου τοὺς ὄρους διαιρέσωμεν διὰ Ὁ, εὐρίσκομεν τὸ ἔτι 
! ἳ 
ἁπλούστερον «τσ ἼὭ σοι 
Ι0Χ1 18 


τοῦτο δὲ εἶνε τὸ Ὑινόμενον τῶν δοβέντων κλασμάτων. 

ἛἜϊκ τούτου βλέπομεν, ὅτι εἰς τὸν πολλαπλασ,χκσμὸν τῶν κλασμάτων 
δυνάµεθα νὰ διαιρέσωμεν ἕνα ἀριθμητην καὶ ἕνα παρονομαστὴν ὃ.ὰ 
τοῦ αὐτοῦ ἀριθμοῦ, χωρὶς νὰ βλάψωμεν τὸ γινόμενον᾽ ἄν λοιπὸν ἀρι- 
θµές τις εἶνε καὶ ἀριθαητῆς καὶ παρονομαστῆς. παραλείπεται. 
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ϱ) Ἴγα πο.απἑασιάσωμεγ γιγόµενον ἐπὶ ἀριθμόν, ἀρχεῖ |ὰ πο.ῖ- 
"Ζαπἑασιάσωµεν ἐπ αὐτὸν ἕγα παράγοχτα ! τοῦ ΤινομέἍον. 


4 
Π. χ. ἵνα πολλαπλασιάσω τὸ γόµνονσκησας. ἐπὶ Ἱ ἀρκεῖ νὰ 


9 4 4 

Πολλαπλασιάσω τὸν παράγοντα τ ἐπὶ Ἱ.' οὕτως εὑρίσκω- λος 

ὦ) να ποἀζαπἀασιάσωμεν δύο }ενόμενα, ἀρχεῖ γὰ πο.]-ζαπ.ἱασιά- 
σωµεγ πάντας τοὺς παράγοντας ἀμφοτέρων τῶν γιοµένωγν. 
Παραδείγματος χάριν, τὸ γινόµενον τῶν δύο γινομένων 


-« ὃ « ει 8 « 9 

2 5 9 9 ι! 
. , ὃ Ἱ 8δ ὅ, 9Χ8 Β 4 ἡ 
δίνς ---δς---Σ«---ἕ«---ἕχκ---- Ἡ -------- ἢ -------- Ἠτοι ---. 


5 ο ο ἩἹ ΦΧ9Χ9 η θκ9 9 
Πολλαπλασιασμὸς διαφορᾶς ἐπὶ ἀριθμόν. 

1680. -Ιιαφορὰ πο ζαπ.ασιάζεται ἐπὶ ἀριθμόν, ἐὰν πο. ἑαπ.ζα- 
σιασθῶσι χαὶ ὁ µειωτέος καὶ ὁ ἀφαιρετέος αὐτῆς ἐπὶ τὸν ἀριθμὸν καὶ 
ἀπὸ τοῦ πρώτου }ιοµένου ἀφαιρεθῇ τὸ δεύτερο». 

Ας ὑποθίσωμεν π.χ., ὅτι ἔχομεν νὰ πολλαπλασιάσωμµεν τὴν διαφορὰν 


τ. 4 9 
----- --- ἐπι πο 
8 9 3 
Ἡ διαφορὰ αὕτη, ἐὰν τὰ κλάσματα γίνωσιν ὁμώνυμα, γίνεται 
ΊΧ9  4Χ8 ι ΤΧ9--4Χθ 
πο ---- ---ττ-- ι ------τ----. 
θχ9  9Χ8 | 8Χ9 


9 
Τὸ κλάσμα τοῦτο πολλαπλασιάζεται ἐπὶ τ Χατὰ τὸν γενικὸν κανόνα 


τοῦ πολλαπλασιασμοῦ τῶν κλασμάτων ἵνα δὲ πολλαπλασιασθῇ ἐπὶ 
3 ὁ ἀριθαητῆς, ὅστις εἶνε διαφορὰ δύο ἀκεραίων, ἐφαρμόζομεν τὴν 
πρότασιν τοῦ ἐδ. 51 οὕτως εὑρίσχομεν τὸ γινόμενον 
ἹΧ9Χὸ--θχάχκὸ 
ο ΑΧΘΧΣ 
τοῦτο δὲ εἶνε η διαφορὰ δύο κλασμάτων, Ἡ ἑξῆς. 
ΊΧ9χΟ ΔθΧΑΧΣ,  ᾖΤ χο 


ιτ 


ΘΧ9Χ3 ΒΧΘΧ3 τος ΑΧ ΦΧ 3 
ὅθεν ἔχομεν 
{ ο) ὁ πΧ Ίχὸο τ ὃν ἃ 3 


Ἑφ)ηπανα ὄχασο αρ ο 


, 


1ὀ0 ΒΙΒΑΙΟΝ |) 


Δυνάμεις τῶν κλασμάτων. 


Αἱ δυνάµεις τῶν κλασματικῶν ἀριθμῶν ὀρίζονται, ὡς καϊθχὶ τῶν 
ἀκεραίων (ἐδ. ὅ2) καὶ σημειοῦνται ὁμοίως. 

1611. "Ίνα ὑψώσωμεν κ-ἰάσμα εἰς δύλαμι, ὑψοῦμεν ἀμφοτέρους 
τοὺς ὅρους του εἰς τὴν δύγαμιγ ταύτην. 

Ας ὑποθέσωμεν π. χ., ὅτι πρόκειται νὰ εὑρεθῇ τὸ τετράγωνον τοῦ 


ο) 9 3 
χλάσματος---, τοι τὸ γινόμενον --Σ«---. 
η) 9) ο) 


Κατὰ τὸν κανόνα τοῦ πολλαπλασιασμοῦ εἶνε 
3 3 9λκὸ 3 


ο οχδ δὲ 





ο] ο) 


ή «ῥ 


ἳ 9 αλ 3 
χαὶ ἐπειδὴ τὸ τετράγωνον τοῦ χλάσμκτος τ σημ.ειοῦται ὡς ἐσης () , 


(3.3 
ἕπεται --- } --- --- 
ο] ϱ9 


Παρατήρπσις. 


ον θεμελιώδης ἰδιότης τῶν δυνάμεων ἄληθευει καὶ περὶ τῶν χλα- 
σματικῶν ἀριθμῶν καὶ ἀποδειχνύεται ἁπαραλλάκτως [ἐδ. ᾖ9). 


Παραδείγματος χάριν εἶνε 


κ 314 9) ὁ 
(κ) οκ()τ- (5) 
Ἰδιότης τῖις ἰσότητος. 


Ἡ 69. ᾿Ίσοι ἀριθμοὶ ἐπὶ ἴσους πο. απ.ζασιαζόµεγοι δίδονσι γιγό- 
µεγα ἴσα. 

ὌἜστω α---ο καὶ ΥΞ-δ λέγω, ὅτι θὰ εἶνε καὶ α»«γ--6σ«δ. 

᾽Απόδειξις. Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι οἱ ἴσοι ἀριθμοὶ α καὶ 6 ἑπτα- 
πλασιαζόμενοι γίνονται ἀμφότεροι ἆ (ἶδε ἐδ. 149), οἱ δὲ ἴσοι Υ καὶ ὃ 
δεχαπλασιαζόµενοι γίνονται ἀμφότεροι 12. ᾿Εὰν τότε πολλαπλασιά- 
σωμεν τὰ δύο ινόμενα αγ καὶ 6» «ὃ ἐπὶ τὸν ἀχέραιον 7χ«10, εὖ- 
ρίσκοµεν (κατὰ τὰς γενικὰς τοῦ πολλαπλασιασμοῦ ἰδιότητας), ὅτι ἀμ- 
Φότερα γίνονται 4139, τουτέστιν ακέραιοι ἴσοι' ἄρα τὰ γινόμενα. 
ταῦτα εἶνε ἴσα. 

Ὁμοίως δεικνύεται, καὶ ὅτι ἄγισοι ἐπὶ ἴσους πο Ίαπ.ασιαζόμενοε 


μἐνουσιγ ἅγισοι. 


. --- 


ΕΛΑΣΜΑΤΑ ΝΗ 


Γενίκευσις τῖις διαιρέσεως. 

Την διαίρεσιν ὀρίζομεν γενιχῶς διὰ τοῦ πολλαπλασιασμοῦ ὡς ἑξῆς. 

Ἡ 694}. ᾿Η διαίρεσις εὖε πρᾶξις, δι ἧς, δοθέγτω» δύο ἀριθμῶν, 
εὑρέσχεται τρίτος, ὅστις πο» ζαπ.ζασιαζόμεγος ἐπὶ τὸν δεύτερον δίδει τὸν 
πρῶτον. 

Ὅ ζητούμενος ἀριθμὸς λέγεται πη.ίχογ. Εκ δὲ τῶν δοθέντων ὁ 
μὲν πρῶτος λέγεται διαιρετέος, ὁ δὲ δεύτερος διαιρέτης. 

Κατὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦτον τῆς διαιοέσεως ὁ διαιρετέος εὖε 112όμε- 
Νο τοῦ διαιρέτου χαὶ τοῦ πη.ζίχου. 


Παραδείγματα. 


Ἡ διαίρεσις 12: Ὁ σημαίνει νὰ εὑρεθῇ ἀριθμός, ὅστις πολλαπλα- 
σιαζόµενος ἐπὶ ὃ νὰ δίδῃ γινόµενον | 2' φανερὸν δὲ εἶνει ὅτι ὁ ἀριθμὸς 
οὗτος εὑρίσχεται, ἄν µερισθῇ ὁ 19 εἰς τρία ἴσα µέρη. 


Ἡ δὲ διαίρεσις ὃ: --- σηµαίνει νὰ εὑρεθῇ ἀριθμός, ὅστις πολλαπλα- 
Ὡ] 
Ι 9. ΄ 9 ρ- ϱ Π ἃ 9 τ , .- 
αιαζόμενοςἐπὶ-- νὰ δίδῃ γινόμενον τὸν ῦ ὁ ἀριθμὸς οὗτος εἶνε ὁ |ῶ" 


1 κ 
διότι 19 --Ὁ. 
Κανὼν γενικὸς τῖῆς διαιρέσεως. 


164. Διὰ γὰ διαιρέσωµεν ἀριθμὸν διὰ κ.ζάσματος, ἀρχεῖ γὰ το.ζ- 
ἑαπ.ζασιάσωμεν αὐτὸν ἐπὶ τὸ χ.ἰάσμα ἀγτεστραιμέγογ. 


µ 
Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔχομεν νὰ διαιρέσωµεν τὸν ἀριθμόν-- διὰ τοῦ 


9 , . , 
---Ὁ τουτέστι νὰ εὕρωμεν ἀριθµόν, ὅστις πολλαπλασιαζόμενος ἐπὶ--. νὰ 
.) 
, 4 
δίδγ γινόµενον τὸν --- 


« 


Διὰ νὰ πολλαπλασιάσωυεν αριθαὸν ἐπὶ.--., πρεπε: νὰ λάθωμεν τὸ 
.) 


πέµπτον αὐτοῦ τρεῖςφοράς' Ἴτοι τὰ τρίαπέµπτα αὐτοῦ᾿ 
. ι 
ἅρα τὰ τρία πέµπτα τοῦ ζητουμένου πηλίκου θὰ εἶνε --- 
| 

φ ῤ να η .- -- 9 ο ι ” 9 , ω πι 
ἑπομένως τὸ ἓν πέµπτων αὐτοῦ θὰ εἶνε ------ (τοι τὸ τρίτον τοῦ ---). 

93 ἡ 

9 ΄ , -. .] 9 ͵ 9 τ 
καὶ τὰ πέντε πέµπτα τοῦ πηλίκου. τοι ὅλον τὸ πηλίκον, θὰ εἰνθ 

Ἱ . 1Χὸ 


πενταπλάσιον τοῦ : . 
0χΧὸ οχὸ 





ΕΝ ΗΙΒΛΙΟΝ |.) 


4 ἃ ο ΑΧὸ ἀ 5 


Σς---. 
ο) 9χὸ ὃϐὉ 3 
Ὅτι δὲ ἀληθῶς τοῦτο εἶνε τὸ πηλίκον, ἐξελέγχεται εὐκόλως' διότι 
ν᾿ 
τὸ γινόμενόν του ἐπὶ τὸν διαιρέτην --- εἶνε 
ὃ 





















4 5 κ᾿ 


τχτο-- ἥτοι στ τουτέστο ὁ διαιρετέος. 
νι ρ 


Παραδεί γµατα. 





τν ἡ ο 
8 κ. 9 » 
τς- --- -ἰ- --------- --- π.. 
δ υ ου .ἡ 


Ες στο υτὼν Υύοεται Φανέσον. ὅτι διὰ τῆς Ὑτνικεύσεως του Ἑολλα- 
τλασικσαοὸ ὁὶ δικίρεσις ἀνάχεται εἲς τὸν πιλλαςλασιασκόν. 
ΣΗΝΕΩΣΙΣ. Ὁ ἁνωτεοω ἀποδειγθες απνὼν ἐθαδκστετα: 


καὶ εις 
τὸν Διαισέσο δι ἀκεσαίον ἀσκεῖ 5 ἀκέσαιος ὄκαισέτες νὰ τα-ασταθς 


ὡς αλατας ἔχον τας ανα κστὲν τὸν «ανκὸς {. 


3 ι Ν κ. 9 | 
--. ὁ πο ος προς πε 
- - 


κοκ ὃτον κα σος }αδιν 
” ςς - 


ἑλαρατκ ο πσις 
1. ἃσ α.ισος ὃά Χις ο Ἶς Ῥνντοι 


π σβτεντᾶς Ἁν σον ος ΑΛΑΓΑΣ 





ἑἷες σα λδο καπ. "ὰἃ νὰ εσ λπν 
ι κ 


. - ἩἩ 
ὶ . κ . ᾿ πὍ 2 
ώ - Ἡ 
5 δ Ν . - 
 Ἰ .. ".--ο. ---- ------ 
δοςς . . - νι τω -- τπτ  ---- 
ν. ἀ- Φ οκ κ κ 5 κά πο 
» - - Ν . : ς ο - 
.. Ἂ κ 
- . . ὃν ο ντ - δω ο 3 . κ ... . νοδς - 
- ὃἃ Μα πλ ἡ νο ον Ἂ ο . ον « να ὃς - ὃν 
- » 


Ἀ. σένα. οσα νο τὴς πε νεος Ἀισσως 


σὰς Ἑἰδύδων. ΣΣ αν 
ὃ ατηραᾶντκ. κα οἳ κών τοςν ο ον» ετολετυσο-χσ ὃς ἅπῃπ- 
σπα δὲν, ἄλ. ο τὴ λος οκ» δν ο) νε το νο δν κ τας 


ντ δα τινα ιο κ -ᾱ τὴς ντος 5 εως ους. ο" αν ---ὖ 


εκ... 


ΚΔΑΣΜΑΤΑ 1599 


ΘΕΩΡΗΜΑ Δ΄ 
λ926. ᾿Εὰν πο ζαπ.ασιάσωμεν χαὶ τὸν διαιρετέον χαὶ τὸ) δίαι- 
ρέτην ἐφ᾽ ἕνα χαὶ τὸν αὐτὸν ἀριθμόν, τὸ πη.ζίχον δὲν β.ζάπτεται. 
τος 9 8 
Παραδείγματος χάριν, τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τις δὲν βλάπτε- 


ται, ἂν πολλαπλασικσθῶσιν ἀμφότεροι, δικιρετέος κχὶ διαιρέτης, ἐπὶ τὸν 
αὐτὸν ἀριθμὸν ὤχλ«δ᾽ τοτε ὁ διαιρετέος γίνεται 92«68, ὁ δὲ διαιρέτης 
2Χδ8 





Φλ«δ᾽ ἑπομένως τὸ πηλίκον εἶνε 


4 
Ὁμοίως, ἂν ἔχω νὰ διαιρέσω ὃ ΄ 2 5, πολλαπλασιάζω διαιρετέον χαὶ 
΄ , Ἡ π ͵ 9 α 3 ' τ 6 3 1 
διαιρέτην ἐπὶ 2 κχὶ γίνονται θ' Ὁ' ὥστε τὸ πηλίκον εἶνετς ἡ 1 τ 
ΘΕΩΡΗΜΑ Β΄’ 
93. [να διαιρέσωμε γιγόμενον ὃι᾽ ἀριθμοῦ, ἀρκεῖ )ὰ διαιρέ- 
σωμὲν ἔγα τῶν παραγόντων αὐτοῦ διὰ τοῦ ἀριθμοῦ. 
4 φ ν 4 2 4 ρ ο. η 4 -ο 
Αν λογου χάριν έχω να διαιρέσω το γινοµενον δοκς ας δὰ τοῦ 
9 
4. διαιρῶ τὸν παράνοντα ὃ καὶ εὑρίσκω τὸ πηλίχκον Ὕλκποστ: 
5 
Πόριόμα 
Ἡ 6968). Ἵνα διαιρεσωµεν γινόµενον ὃν ἑνὸς τῶν παραγόντων το», 
ἀρκεῖ νὰ ἐξαλείψωμεν τὸν παράγοντα τοῦτον. 


Π ὁ πηλί ν ων διὰ -- εἰ να 

.χ. το πΏλικον -ο: σπ- --- π'- οια -- εινε -- π--, 

χ παν σοη 90 ο δν 
ΘΕΩΡΗΜΑ Γ’ 


169. "!να διαιρέσωµεν ἀριθμὸν διὰ τοῦ γινομένου πο.ζ.ζῶν ἀ.ζ-- 
«ων, ἀρκεῖ νὰ διαιρέσωµεν αὐτὸν «.ζεπα.ὲ.ἱή.ζως διὰ πάντων τῶν πα- 
ραγ όντων τοῦ γινομένου (τουτέστι πρῶτον διὰ τοῦ πρώτου παράγον- 
τος, ἔπειτα τὸ εὑροθὲν πηλίκον διὰ τοῦ δευτέρου, τὸ νέον πηλίκον διὰ 
τοῦ τρίτου, καὶ οὕτω καθεξῆς). 

ΘΕΩΡΗΜΑ Δ΄ 

190. ᾿Αθροισμα διαιρεῖται ὃι ἀριθμοῦ, ἐὰν διαιρεθῇ ἕκαστος τῶν 
προσθετίων διὰ τοῦ ἀοιβμοῦ τούτου χαὶ προστεθῶσι τὰ προκύττοντα 
τη.ζίχα. 

ΣΗΜΒΙΩΣΙΣ. Ἔπε.δὺ } διαίρεσις ἀνάγετα: εἰς τὸν πολλαπλασιασμόν, 





ΚΛΑΣΜΑΤΑ 141 


Ἐκ τῆς ἰδιότητος ταύτης ἔπεται, ὅτι δυνάµεθα νὰ φέρωμεν καὶ τὰ 
σύνθετα κλάσματα εἰς τὸν αὐτὸν παρονομαστῆν ὡς καὶ τὰ ἁπλᾶ (κατὰ 
τοὺς κανόνας 1ον καὶ 2ον). 


Ἂν ὁηλαδὴ ἔχωμεν τὰ κλάσματα τ' θὰ εἶνε 
ο 
α αχὸ Υ ΥΧ6 
6. θ6Χδ᾽ ὃ ὅχό 


λ 96. Ἡ πρόσθεσις καὶ ἡ ἀφαίρεσις τῶν κλασμάτων τούτων γίνε- 
ται ὡς καὶ τῶν ἁπλῶν, ἀφ᾿ οὗ ἀναχθῶσιν εἰς τὸν αὐτὸν παβονομαστήν. 





ο -ᾱ 6 ν. 4-θ-ι-ν .... ι 
Δηλαδη εἶνε τε οτ-- . (κατὰ τὸ θεώρ. τοῦ ἐδ. 190). 
ῤ / 
6 -- 
τς" (κατὰ τὸ ἐδ. 194). 


92. Καὶ ὁ πολλαπλασιασμὸς ἐκτελεῖται χατὰ τὸν γνωστὸν 
κανόνα τῶν ἁπλῶν κλασμάτων. 


φ 9 ιό , α 4 γ 9 ό 
Διότι ἔστωσαν τὰ τυχόντα κλάσματα -- καὶ -τ.. Εὰν ἐκτελέσωμεν 


τὴν διαίρεσιν α:, θὰ εὕρωμεν πηλίχον τι π (ἀχέραιον ἢ κλασματι- 
κόν)΄ ἐπίσης, ἂν ἐκτελέσωμεν τὴν διαίρεσιν Υ: ὃ, θὰ εὕρωμεν ὡς πηλίχον 
ἀριθµόν τινα ρ. Διὰ ταῦτα θὰ εἴνε 

αΞ-ου«π, γ--δ.«ρ, 
ἄρα (ἐδ. 182) α»«ΥΞ-02«πὸΣ«δΣ«ρ--(62«δ)Σ«(πὸ«ο), 


αΧΥ νο, [αλ {1 
χαι ἑπομένως χο 5 ο ( ξ ί 5 ). 
᾽Αφ΄ οὗ ἀπεδειχθη ὁ κανὼν διὰ δύο κλάσματα, ἀποδεικνύεται δι’ 
ὁσαδήποτε (κατὰ τὸν συνήθη τρόπον). 
ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ὑποθέτοντες δ--1{, εὑρίσκομεν 
|- Λ” 
ο σ«Υ--ταὰ (παράθαλε ἐδ. {51). 
8958. Καὶ η διαίρεσις δύο οἰωνδήποτε κλασμάτων ἐκτελεῖται 
κατὰ τὸν κανόνα τῆς διαιρέσεως τῶν ἁπλῶν κλασμάτων (εδ. 154): 
φ , οὰ . , -. , α ΄ 9 Υ 
λέγω δηλαδή, ὃτι τὸ πηλίχον τοῦ κλάσματος τ διαιρεθέντος διὰ Ξ 
ὃ 


. α . μ 4 8 ΄ γ 
θχ εἶνε κ.α διότι τοῦτο πολλαπλασιασθὲν ἐπὶ τὸν διαιρέτην 5 


δίδει οσο 4 Ξ τοι - αχΣΧΥ, η 6) τουτέστι τὸν διαιρετέον. 


δΧΥΧΟ 


. 1 ΗΙΒΛΙΟΝ ) 


, . 4 ὕ ν , 4 ο , 
στοτέρων  π. γ. αντι ΐ τοῦ έτους σχφέστερον και ευχολώτερον εις 


τὸν ἀντίληψιν ημῶν εἶνε ἃ μῆνες (π): καὶ ἀντὶ ὃ Ξ τῆς ὀχᾶς 
σαφέστερον εἶνε ὃ ὀκάδες κχὶ [040 δράμια. 
Προόθλήματα λυόμενα διὰ μιᾶς διαιρέσεως. 
1) Ιὰ µερίσωμεν ἀριβμὸν εἲς ἴσα µέρη. 
ϱ) Νὰ εὕρωμεν τὴν ἀξίαν μιᾶς μογάδος πράγµατός τινος, ὅταν εἰ- 
ἐεύρωμε): τὴν ἀξίαν ὁσωνδήποτε µογάδωγ του᾽ 


ν 1 , , 2 
οἷον νὰ εὕρωμεν τὴν ἀξίαν τῆς ὀκᾶς., ὅταν {ὖ ὸκ. ἀξίζουν 19 τ δραχ. 


ο. 


4 
Ἡ ζητουμένη ἀξία τῆς ὀχᾶς, πολλαπλασιαζομένη ἐπὶ ιδ πρέπεινὰ 


9 9 
δίδῃ γινόµενον τὸν ἀριθμὸν Τὸ---' ἑπομένως εἶνε τὸ πηλίκον τοῦ αι διὰ 
9) 





τα 794 
| οκ πολλαπλασιάζοντες ἀμφοτέρους ἐπὶ 10) εὑρίσκομεν πηλίκον τος 
5 ὄ 
Ὢ})) ΙΥὰ εὑρεθῇ ἀριθμὸς ἐκ Φοθέγτος μέρους αὐτοῦ' 
οἷον νὰ εὑρεθῇ ὁ ἀριθμός, τοῦ ὁποίου τὰ -- εἶνε 60: 
... , , - 9, οὰ υ0 πΠ 9 »” , ο) » 9 , ρ 
τὸ ἓν πέµμπτον αὐτοῦ θὰ εἶνε π Χαὶ τὰ Ὢὶ πέµπτα, Ἴτοι ὅλος ὁ αριθµός, 
8 φ 00 4 κ. ϱ 8 
θα εἶνε ποὺ, τοι 0 κ. 
Ὀ 9 


4) ΙΝὰ τραπῇ ἀριθμὸς συγκεχριµέγος εἰς ἄ-ίον ἀγωτέρας τάξεως' 
1 
οἷον νὰ τραπῶσιν 15 5 υ.Ώνες εἰς ἔτη᾽ 
ὁ ζητούμενος ἀριθμὸς τῶν ἐτῶν, ἐὰν πολλαπλασιάσῃ τὸν 132 (διότι | 


Ι 
ἔτος ἔχει {2 μῆνας), θὰ δώσι, τοὺς 6415 - μῆνας᾽ ὥστε εἶνε τὸ πηλί- 
. ρ- 1 ο ς 4 Π ν ι ὦ, 4 1 - ” ν Π 
κον ϱ | Ὁ .. 19 01 ἔτη καὶ το κχὶ -- τοῦ ἔτους, ἤτοι οἱ ἔτη στ 


τοῦ έτους. 

Τὸ πρέθληµα τοῦτο περιλαμοάνεται εις τὸ ἑξῆς γενικώτερον. 

ὢ) Δοθέγτων δύο ἀριθιῶγ, »ὰ εὑρεθῃ, πῶς ἀποτε.[εῖται ὁ πρῶτος ἐκ 
τοῦ δευτέρου καὶ ἐκ τῶν μερῶλ αὐτοῦ᾽ 


} 
οἵον νὰ εὔοεθῇ.πῶς ἀποτελεῖται ὁ 330 ἐκ τοῦ --- καὶ ἐκτῶν μερῶν αὐτοῦ" 
9) 


ο τρ . 


ΕΛΑΣΜΑΤΑ {4 


Ὁ] 
Ὅγουν ποσάκις πρέπει νὰ λάθωµεν τὸ -- καὶ πόσα µέρη αὐτοῦ, ἵνα ἄπο- 
.) 


τελέσωμεν τὸν 95. 
5 9 1 
Διαιροῦντες τὸν 95 διὰ τοῦ τ- ἑὑρίσκομεν. ὅτι εἶνε ὗ πτοσκ[8 ο) 
) 9) 2 
υ) 
Ἐκ τούτου βλέπομεν, ὅτι τὸ ---, ἄν ληφθῃ 87 φορὰς, χαὶ τὸ ἥμισυ 
πι) 


αὑτοῦ, ἅπαξ ληφθέν, ἀποτελοῦσι τὸν 96) ὥστε ὁ ζητούμενος ἀριθμὸς 
9 


5 


εἶνε τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ ϱΌ διὰ τοῦ 
.) 





Ὁ τοιοῦτος ἀριθμὸς λέγεται: «όγος τοῦ ὁῦ πρὸς τὸ τ (παράθλ.ἰδ.τ4) 
Προύλήματα διάφορα. 
|) Ι8 5 πήχεις ὑφάσματός τινος ἀξίζουσιν 1 δραχµάς' πόσον 
ἀξίζουν 10 πῆχεις καὶ . ἐχ τοῦ αὐτοῦ ὑφάσμκτος; 


ε .ο | τθ 140 ιν -. Νε , 
Λύσις. Ὁ εἷς πῆχυς ἀξίζει «τοι Ἡ τε τῆς ὁραχμῆς καὶ ἑπομένως οἱ 
3 
νο 140 ο ο 140ΧΟ9., 99Χοὀ 
10)---. ἀξίζουν τ ας 0 ) πτοι 
9) ι ) ] 


στ -ᾱπ 





| , . » λ 
9) Μι 13 δραχμὰς ἀγοράζει τις ὃ ὀχάδας ἐξ ἑνὸς πράγµατος' 


η] 1 , 
πόσας ὀκάδας ἀγοράζει μὲ 10 --- δραχµάς; 
) 


ν ᾿ , ὃ 9 | ν 
Λὐύσις. Μὲ μίαν δραγμὴν ἀγοράζει πῃ τῆς ΟΧ..ς καὶ μὶ 4) -- ἀγο: 
"»-- .) 
ο ν ' 
ράλι ὃΧ.  Ἡὃσς--. 


9. 190 
3 
) Τίνος ἀριθμοῦ τὸ τρίτον αὐξηθὲν κατὰ ὃ γίνεται 14: 


! 
Λύσις. Τὸ τ- τοῦ ἀριθμοῦ εἶνε ϱ καὶ ὁ ὅλος ἀριθμὸς εἶνε 18. 


4) Πατήρ τις διέταξεν ἐν τῇ διαθήχῃ του νὰ λάθη ὁ υἱός του τὰ. 
Ν 


8 υ. |] ο 
τῆς περιουσίας του, Ἡ δὲ θυγάτηρ του τὰ τ αὐτῆς καὶ ὅ,τι περισσεύση 
νὰ λάθη Ἡ σύζυγός του. Ἡ σύ ωγός του ἔλαθεν 9000 δραχμάς πὀ- 
σας ἔλαθον τὰ τέκνα καὶ πόση το Ἡ περιουσία ; 


ἵωαχκυν Ν. Χατζιδλκι, ΘΕΗΡΊτίκΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ 1{) 


ι1ὐ ΒΙΒ.ΙΟΝ Γ΄ 


ο 


9 ” ὃ -- ϱ . .] 
ἰέσις. Τὰ δύο τέχνα ἕλαθον ὁμοῦ τα ττς τῆς περιουσίας, Ὥτοι τα 
9 


1! 9 . 

π αὐτῆς ἄρα ἡ σύζυγος ἆλαθε τὰ λείποντα ή ταῦτα δὲ σαν 9000: 
ουυ)λ(10 

ἄρα ἆ περιουσία ἃτ σος ἦτοι 10000 δραχµαί: καὶ ὁ μὲν υἱὸς 


ἔλαθε 5000, ἡ δὲ θυγάτηρ /6,000. 

5) Ἀεξαμινὴ τις πληροῦται ὑπὸ μιᾶς χρήνης εἰς {3 ὥρας καὶ ὑπὸ 
ἄλλες χωριστὰ εἰς Τὸ ὦρᾶς ἐὰν ῥέωσι καὶ αἱ δύο συγχβόνως, εἰς πό- 
σας ὥρας θὰ πλγερὠώσωσι τὸν δεξαµενην : 


.. 
«Ενσις. Βϊς μίαν ὥραν κλεροῖ ὦ πρώτη αρηνν το ος δεξαμενῆς, 


..| ! 
ν - -υ 


Δ 


τᾶς δεξακενᾶς. Ἐτειδὲ δὲ τα σσλβε--- 


πα | ' 
ἄν θνται μιαν ὥς αν. ἵνα πλεσωθῶςσι. τὸ - χρεικτεται φ τες ὥρας. κα ἂξ 


. 


τὰς διξα "στοι τὰ 


Επ ”υ.-ὴ-- ..  δον . 
τὰ--. ἔτοι ἕλν αὶ δεξακενε. χρεικ-ἐτα: τ τες ώρας. Ἔτοι 0 ὥρας κα ἓ 
-- τᾶς σας. ἆ ὃ ὥσας καὶ ἐ) Ἰσττὰ αερῶτα. 


6 Έσττες τις ἔξετελεσε τα --ἔρτ, ττνος εἲς ἃ ἀμέρας ἄλλος 


ἔσνατες ἔξετελετε τὰς αὖτες εἰς Ἓλλλρας, ες τνσας πέρας οἱ δὺο 


οὗτος ἕσνκτα: ἐετὸ δα ἔκτελετωτ τὸ ἔτιλασττι ἔσνον: 
. ..”.”.... κ 
ελ... Ὁν τιῶτις. ἔτετδν ες Άτεεσας Εκτελατ τα -- τος ἔσγο». 6 
ὀ 
ἄστελεστ ες Ἡσλν Το«.Δι τὰ μη αντι. Ἡν δειτεσας. σκκὰς ἔκτελες ες 
Ἀ Ἵαυίας τὰ ο. πας ἔσντα. ἵα ἑνστισττ εἰ: ασδν -α- αὐτὸ. 
σαεςξ ς -.- σι εσαεν ἀ5 


Ἂν ποταν Εξ Ένοντε ἑωςὸς Ἐν ἔετελσων Ε αποἂν ἴσεσαν τὰ 


τα. .- κ δν 
ος τοσα --- τὰ σαι κὰ.εττωσνως τι ΣΗχι ἔσντν εἲς--- 
αἱ δ. αν ι δν 
ἄευας -Ἄς ἙςΥ Ἑωωσωσν σα ξυπως . 


η 
- 


ο. νο 


α ν » -- " [] - ἤ 
ιν «τε δτ ὀντισν ὀκτειεσ τὸ ----- τη ἔτι, ὅτι τὰ τς 
Κιτ. αὐαον. τοις ὀντ εν τε ἑστς ετΏσσκως τὸ Ἆια ὀσγὰ- 


τα. τρικ ον τὰ. ος πες σὲ Ταυςξς 


ΚΛΑΣΜΑΊΑ ..” 


Ἱδ αν 1 
Ἴ) Πεζὸς διανύων 1 7 στάδια εἰς 8 ὥρας, διώκεταιὑπὸ ἱππέως, ὅστις 
᾿εχώρησι 160 ὥρας µεταὐτὸν καὶ διανύει 38 στάδια εἰς ὃ ὥρας μετὰ 
Ι«5ας ὥρας ἀπὸ τῆς ἀναχωρήσεώς του ὁ ἱππεὺς θὰ φθάσῃ τὸν πεζόν : 
«Λύσις. Τὴν στιγμήν, καθ ἣν ἐξεχίνησεν ὁ ἱππεύς, ἡ ἀπόστασις αὖ- 
52 ἀπὸ τοῦ πιζοῦ το 85 στάδια (διότι τόσα διατρέχει ὀπεζὸςείς 10 ὥ- 
ς)' ἐπειδὴ δὲ καθ) ἑχάστην ὥραν Ἡ ἀπόστασις αὕτη ἐλαττοῦται κατὰ 


|] 8 1] 
στ (διότι ὁ μὲν ἱππεὺς διανύει στάδια τὴν ὥραν, ὁ δὲ πεζὀς ον 


ο) ιά 4 ιν 
"ὸι χατα στοῦ ... Οτι τὸσαι .. θὰ περάσουν,οσας φορας 


9 
Ὀρεῖ ὁ-ς εἰς τὸν δο, ἄτοιθδιρὴ νθό σετ τοι Ι7.«6 ἡ 109 ὧραι. 


ὃ 
ϐ) Ελαστική σφαῖρα -- εἰς τὰ Ὢ τοῦ ύψους, ἐξ οὗ πίπτει΄ πι- 


Έσα δὲ ἀπό τινος ύψους καὶ ἀναπηδήσασα τρίς, ὑψώθη κατὰ τὴν τρίτην 


, 9 α” 1 , , ρ [Ἴ Ὁ 
 ᾿απήδησιν εἰς ὕψος Ἔ τοῦ πΏχεως. Ἐκ. πόσου ὄψους ἔπεσετὸ πρῶτον; 


ι 2 9 4 9, 
Λύσις. Τὰ ο τοῦ ύψους, εἰς ὃ ὑψώθη κατὰ τὴν δευτέραν ἀναπήδη- 


! - , 4 ν 9 4 Μ τ ] 9 ν . ο 
ν͵ εἶνε Ὢ τοῦ πήχεως ἄρα τὸ ῥηθὲν ύψος εἶνε Ἕδσσ᾽τὸ δὲ ύψος τοῦτο 


ρετὰο τοῦ ὄψους, εἰς ὃ ὑψώθη χατὰ κ αμ. ἀναπήδησιν' ἄρα 

' ύψος τῆς πρώτης ἀναπηδήσεως εἶνετ- σχ-ς . "τέλος τὸ ὕψος τοῦτο 
Ψ, 

.ε τὰ ῃ τοῦ ύψους, ἐξ οὐ ἔπεσε χατὰ πρῶτον Ἡ σφαῖρα᾿ ἄρα τὸ ἀρ: 


Χὸν ὄψος εἶνε 
. 9 9ο 95 
τσ «σοςφ, τοι {11 η πήχεις. 


3 1 
9) Νὰ εὑρεθῇ ἀριθµός, τοῦ ὁποίου τὰ «χαἰτὸτ αὐξανόμενα κατὰ 


δ 
νὰ δίδωσι τὸν ἀριθμὸν 90. (Απ. 40). 
2 
10) Νὰ εὑρεθῇ ἀριθμός, τοῦ ὁποίου τὰ Ἑ καϊτὸς αὐξανόμενα κατὰ 
δίδουσι τὸ Ἅμισυ τοῦ ἀριθμοῦ. (Απ. Τ9). 


1) Δεξ ζαμενη δύνατλι νὰ πληρωθῇ ὑπὸ τριῶν κρηνῶν καὶ Ἡ μὲν 


σος ----- 


..----- 


18 ΒΙΒΛΙΟΝ. Ι.΄ 


πρώτη μόνη πληροῖ αὐτὴν εἰς 40 ὥρας. Ἡ δὲ δευτέρα μόνη εἰς δ6 
ὥρας, καὶ Ἡ τρίτη εἰς οί)” εἰς πόσας ὥρας καὶ αἱ τρεῖς συγχρόνως 


» : 9 
ῥέουσαι θὰ πληοώσωσι την δεξαμενήν - ( Απ. 0 τε) 


Ι9) Ἐκ πίθου περιέχοντος 104) ὀχάδας οἴνου ἀφαιροῦνται 90 ὁ- 
κάδις καὶ ἀναπληροῦνται δι ὕδατος' ἐκ τοῦ Ἀράματος ἀφαιροῦνται 
πάλιν 20 ὀχάδες χαὶ ἀναπ ζληροῦνται δι ῳδατος᾽ τὸ Σαυτὸ γίνετα: χαὶ | 
τρίτην ή) πότος οἶνος θὰ περιέχγτα: τότε ἐν τῷ]κράματι : 


9 1 ᾳ 20 “ φ 4 
«ἰύσις. Ὠὶς ἐκάστην αθαίρεσιν ἀθχιοοῦνται τὰ ---- Ἡ τὸ--- 
ὃ Φχις [πῦ Ὁ ς του ἐν τῷ 





πιὸῳ ὑπάρχοντος οἴνου διότι ἐχ τῶν Π)() οχάδων τοῦ ἐν κ. πίθῳ ὑ- 
πάρχοντος ὑγροῦ ἀφαιροῦνται αἱ 9/)). ὥστεχατὰ μὲν την πρώτην ἀφαί- 


| 
. ν 9 . κ 
ῥέδιν Ἀτοουτος 00) ὀχαδες κχὶ ἆθΥςεθν τῇ ος τ- ατοῦ. ἄρα ἔμειναν τα 


αὐτοῦ, ὑτο: ἷα αμ εινᾶν 0 Χ εἰς την δε: ὀτέραν ἀφαίρεσιν ἀφχρέθη τὸ 


ἡ 
4 
| 
κ ”.. .ἑἑ- ε ο. 
τος 100 Κο ὥστεέμειναν τας αὐτοῦ. τοι υυχτΧτ ομοίως ἕ- 
.. . ἱ ἱ , ο μι 
αειναν μετα τον τοιστν σαιςεσν 100 κ τὰς Χτιτουτέστιν οκ. δις. 4 
Γ 
ἑπτήιιατα ποὺς ἄσκισιν. 


“ 


νὰ Ἔὰν ὃνς ὃ πεςισσετεξων αλασαχστων τεασθέσωμεν τοῖς ὅμω- 
. 8 
ννασος ἔσστς. ποσκωττει χλασας. ὅτες τες ἰααάνετα: µεταξ, τοῦ 
Ἀθνιστου καὶ το» ἔλαγίστὸυ ἐν αὐτῶν. 


. . κ | 
Ἑστωσαν τὰ πο λσντα αχ λστάατα | 


ἃ : - Ἡ 
Ν΄ πἩ, .. τ- | 
. ον . . ε Σ ' 
κα. ἐν Στ τν «Εν πτον ἀἷι ἕττοω τε κ λα ροστον τὰ τε σσ - 


Ετσι α.ππωωδι στις ἁσιβαστας τῶν ἕνλων. ὥστε να πτνανττν ἴσα 
. κ . μ - 


Ὅν -ᾱ ἐβλς..ΣΓΜων πε Ἑοστεγν τὸ. ἐξ νὰ ο σε1.εξν 


| 


Σ κ. 
". ν . εν συ .-- 
..α - -” 1 ι . δ . ι] 
ν » 





ΚΛΑΣΜΑΤΑ [40 


9) Εὰν προστεθῇ ὁ αὐτὸς ἀριθμὸς εἰς ἀμφοτέρους τοὺς ὄρους τοῦ 
χλάσµατος, τὸ χλάσμα αὐξάνει μέν, ἐὰν εἶνε μικρότερον τῆς μονάδος, 
ἱλαττοῦται δέ, ἐὰν εἶνε µεγαλήτερον αὐτῆς. 

Τοῦτο εἶνε ἄμεσον ἀκολούθημα τοῦ προηγουμένου. 


3) Τὸ ἄθροισμα δύο ἀναγώγων κλασμάτων ς καὶ ὧν οἱ παρον»- 
μασταὶ διαφέρουσι, δὲν δύναται νὰ εἰνε ἀχέραιος αριθµός. 

᾿Εὰν τὸ ἄθροισμα τῶν κλασμάτων καὶς (ἄτινα ὑποτίθενταιανά- 
γωγα) εἶνε ἴσον τῷ ἀκεραίῳ Μ, θὰ εἶνε 
ολ Υ. δ--ἵ (ι) 





6 ὃ 
9 , ν - , 9 , 9 .. » γ ᾿ 
τὸ δεύτερον δὲ τοῦτο κλάσμα ἀποδεικνύεται εὐκόλως, ὅτι εἶνε ἀνάγω- 
γον ἐξ οὗ συνάγεται τὸ ἀδύνατον τῆς ἰσότητος ({ι)΄ διότι 6 καὶ ὃ εἶνε 
διάφορα (ἐδ. 154). 

Καὶ η διαφορὰ δύο αναγώγων κλασμάτων ἐγχόντων διαφόρωυς 
παρονομαστὰς δὲν δύναται νὰ εἶνε ἀχέραιος ἀριθµός. 

4) Τὸ γινόμενον δύο ἀναγώγων κλασμάτων δὲν δύναται νὰ εἶνε 
ἀχέραιος ἀριθµός, ἐκτὸς ἂν ὁ παρονοµαστὴς ἑκατέρου ἐξ αὐτῶν διαιρῇ 
τὸν ἀριθαητὴν τοῦ ἄλλου. 

ϱ) Ἔὰν ἔχωμεν νὰ µοιράσωμεν µίαν δραχωὴν εἰς 9 ἀνθρώπους καὶ 
παραδεχθῶμεν ἀχόμη ἕνα ἄνθρωπον( κατὰ την μέθοδον τῆς σελίδος 9), 


ἔχαστος θἀλάθη τῆς δραχμῆς καὶ θὰ περισσεύσγ καὶ τὸ µερίδιον τοῦ 


ρ . η 1 9 π 4 9 9 . Π ω 
προσθέτου ἀνθρώπο», τοι το: Ὁἂν δὲ καὶ εἰς τὸν νέον μερισμὸν τοῦ 


1 , ά ᾽ 9 ΄ ε ͵ ” θὲ λάο . σα | 
το τουτου χάμωμεν το αυτο, εὑρισχομεν, Οτι ὃα λαὈΥ εκαστος πο! 1ϱ0 


͵ ᾿ , λ ! ᾿ , , 3 » - ο 
καὶ θὰ περισσεύτῃ καὶ [[ῃ πρὸς νέαν διανομήν. ᾿Εξακολουθοῦντες οὗ- 
ν , ε » 4  Ν . , . γ 
τως, ἐφ ὅσον θέλωμεν, εὑρίσκομεν, ὅτι τὸ µερίδιον ἑκάστου ϐὰΧ εἶνε 
1 1 Ι 1 
να ----ἵ--Ἡ-- - -ἰ---- 
10 100  ιυύὴ κ. 09) 
. ΄ . 9 ) Ί 
θὰ πιρισσεύσγ δὲ πρὸς διανομὴν την 
ἨἘντεῦθεν ἔπεται Ἡ ἰσότης 
1 1 | 


Ι | | Ι 
Παπ πα σλμάτκή 


(| ΒΙΒΛΙΟΝ [ν΄ 


φ [ή 


Νά Ἁπγθ δι τοῦ αὐτοῦ τρόπου Ἡ ἰσότης 
α αγ αγ αγ , αγ / 

-ν οτῳ εν τες Ὅο Έτ 
ἐν ῥ καὶ Υ εἶνε ἀχέραιοι ἀριθμοὶ καὶ 62. 

() Νὰ δειγθ, ὅτι τὸ θεώρημα τοῦ ἰδ. 19 ἀληθεύει, καὶ ὅταν αἱ ᾱ { 
Δικιῤέαεις δὲν γίνωνται ἀκριθῶς. 

Ας ὑποθίαωμεν, ὅτι ὁ ἀχέραιος ἀριθμὸς α διαιρούµενος διὰ τοῖ--Ξ5 
γινομένου τῶν ἀκεραίων β»«Υὸ«δ δίδει πηλίκον π καὶ ὑπόλοιπον υ- 
τότε θὰ εἶνι 


χ πιο Ὕσ ὀλυπ-Εν καὶ ν«΄6Σ«ΥΣ«δ. 


Ἵλν τὰς ἱαοτητος ταύτης βλέπομεν. ὅτι, ἂν διαιρέσωµεν τὸν α δωακξι 
νο πρὼτου πὰράγοντος ϐ τὸ πυλίχον θὰ εἶνι φκδκκ ες χαὶ ἃς - 
πλλένως τὸ ἀχερχίον Αέρος του θὰ εἶνευΧὸλκ--ε (ὅςτου εσιμαξ -- 
νι 1ὸν ἐν τῷ κλάσαατις πες ιοχό μενου μέγιστου ἀχέρξιον. ὅστις θα 


εὖνς Αλκῤότερες τοῦ ο Χλ' δστιν «ολυλΧδ. 
ὃλν δὲ χκὸ τὸ ἀνάσδίον τοῦτο τνλυεσν δα.σ6ς ὃς τοῦ δετέρανο 


-- ο ες .. -- 
| αλλ, το. ὴ . τὸ πο τὸν ὰν διὰ τκᾷ-- τα... -Ὁ κχέσατον αυ συ 


. - . - - 
ὃν τῷ νλλσκΑῖν τὰς ο άώσν. στις Ἰα ξαὰ ὥπσστεσας ττᾶ 1 ἆστἜτ 
1 
κ. ολ. Ὀνλος ὅαν λαφράρωνωσν τι ἀαῤσα:γε ττῖτι Ἔπιπασν ἆ--αι 
: 
του 9 λλο λα Ἑλο κο λντης ὸΣ ἵα γιο» Τη σι πι τ-- τ στα. 


Κα ο ἳ κνβα-ὰ. «ασας τι τ λα ὃν}. 





μ... ΗΗΕΛΙΟΝ δ΄ 


ζόμενος δύναται νὰ σχηματισθῇ ἐκ τῶν μονάδων τούτων χαὶ ἐξ ἑχά- 
100 


00Η 





στης νὰ μη ἔχη περισσοτέρας τῶν 9 (ἱδὲ ἐδ. ϐ): π. χ. ὁ ἀριθμὸς 


9 
αναλύεται εἰς -- τοι καὶ -. Ἐὰν δὲ παραδεχθῶμεν χαὶ τὴν ἆθ- 
ιυυυ 100 1) 

χηνι ὅτι τὰ» Ψὴρίο» }ραφόμενον χατόπιν ἄ.ζζου σηµαίνει µονάδας τῆς 
ἁμέσιως ἑπομένης τ.ξεως, δυνᾶµεθα νὰ γράφωυιν τοὺς δεχαδιχοὺς ἀρι- 
θµούς, ὡς χαὶ τοὺς ἀκεραίους. ἱνατὰ τὴν ἀρχὴν ταύτην κατόπιν τοῦ 
ψηφίου τῶν μονάδων γράφομεντὸ ἡηγίον τῶν δεκάτων (τὰ ὁποῖα δὲν 
θὰ εἶνε περισσοτερα τῶν ὁ), ἄλλως 9ὰ ἐσχηματίτετο ἐξ αὐτῶν μία ἆχε- 
δαία µονας], Κατόπιν τουτου γράφομεν τὸ ψηφίον τῶν ἑκατοστῶν (τα 
οκοῖχ ομοίως δὲν θὰ εἰνὶ πέρισσ» οτέρα τῶν ϱ). κατόπιν τὸ δηφίον τῶν 
χιλιοστών, καὶ οὕτω καθεζῆς, 

Εἰνε ὅμως ἀνάγαν νὰ διαχρίνωµεν τὸ φησίον τῶν ἁπλῶν μονάδων καὶ 

πρὸς το του ρα θο μεν ἀμίσως χατέπιν αὐτοῦ ὑποδιαστολην ὥστετ ὁ:-2- 
δικστολὴ χωριςὶ τὸ ἀχέραιον µέρος τοῦ ἀξιθκοῦ ἀπὸ τοῦ δεχαδ.κο” μέ- 
ὰ νυν 
[]αμιιδείνυματα. 

ἘὪ ασίθλοςς στις ἐχοι ἡ δεκάδας Ὁ αονα ας Ὁ ατ ἄχεσαιας ἡ σθ 

ᾱ 


. . . ος ὸ. Ὅ . - ν 


καὶ ὁ δελτα. ο οχοοτλικασὰ τὴ μὴ 
ἑ- ν . υπ 


ὰχ 
Ὁ δὲ ας λος, ὀστιςς ἔχει ετιχαλας Ὁ Ἰδλστα αχ: ὃ Εεστ:στα. 


: ... νν 
σαάφοτα- ὡς ὀνλςς τν φαντι τοσο Ἡ Ὅττ" 


δὲ ασ θκοςς ὀστις ἐχε ὃν ααδσαίας αναἶας αα΄ 5 ἑκσττττα τα: 
- -. -- 
ο. 53 


γι λα ΣΤΧ. νοχδ4σλ. ως «ο ἲς ον Της ο πι ο. 5 
ή. : : .. 0ὐ ΙΤ 


Ἑνσσφαικὸν ϱ δς σνο Ίσσα δα στων, λιττ: 1ήΣ5.λμ.ς δι η ετει 


.)- 





- 


αυ Ν . ͵ . . 
}έλλΤὸΣ αν) εν πνχ ο 1. τ. Σα.» αΣδ. Ξ. .ς πλ "οχατν πυ. δες- 
ας «κρυο ΣΧ: δι ὧν ρ.] Ὑ μμ... λε): Αν. - 


.», νυν το .ς ὧε. αλ Σδξ-λ αν δω ας. σα Σ9231 435 } εἰ ανα, ἂν τν 


Ν ᾽ ' -ο 
μαος ων» «3: εκτ χο ταῦ Ἱετοκεν -Ἡ- πα λνστ-τσε. 


μα) 


- . - ’ 
πρ ς ο ὰλέδα δ. ο ος κ δρ ως . ν Σον ο... 
ο. 
έκχτα Ὁδ. δις ων ήσπς ᾗ σις-- 
. 
ἢ ἒ1.Ἓ. το” --- . 


α-ᾱ --- 


κ. 


ΑΕΝΑΔΙΙΑ ΝΑΛΑΛΣΜΑ ΤΑ [59 


Φεχαδιχὰ ψηφία τοῦ δεκαδικοῦ ἀριθαοῦ λέγονται, ὅσα εἶνε κατόπιν 
τῆς ὑπ; διαστολής. 


Πῶς ἀπαγγέλλεται δεκαδικὸς ἀριθμὸς γεγοαµµένος 
- ὡς ἀκέραιος. 


«20.5. Αεκαδικὸν ἀριθμὸν δυνάµεθα νὰ απαγγείλωµεν κατὰ τοὺς 
ἑξῆς τρόπους, 
γ-υ. ᾽Απαγγέλλομεν χωριστὰ ἕκαστον γηφίον καὶ τὸ ὄνομα τῶν µο- 
νάδων αὐτοῦ" 
οἵον ὅ,82 ἀπαγγέλλεται ὡς ἑξῆς' Ὁ ἀχέραικ ὃ δέκατα καὶ ὁὶ ἑκατοστά. 
7-9) ᾽Απαγγέλλομεν τὰ ψηφία, ὡς ἐὰν ἐσχημάτιζον ένα ἀκέραιον 
ἀριθμὸν (τοι χωρὶς νὰ προσέξωµεν εἰς τὴν ὑποδιαστολήν), προσαρ- 
τῶμεν ὅμως χατόπιν τὸ ὄνομα τῶν μονάδων τοῦ τελευταίου ψηφίου. 
Οἷον ὃ, 132 ἀπαγγέλλετάι ὡς ἑξῆς' 39 ἑκατοστα. ο’ 





Διότι ὁ χριθμὸς ὃ, | σύγκειται ἐκ τῶν ἑξῆς᾽ .ό ..- 
| ο 00. τυ 9 ο... 
ὃ τπτ [πι ᾗ ἵπι Γππι πι  ἀπῑἶ{ .. 
ἐπομένως ἔχει ὁ 1 ὁ ἐκκτοστ1. 
Ὀροίως ό ἀρώμὲς 0.045 απαγελλετ χι ὡς ἑξῆς' 05 χιλιοστά. 
Διέ η) η) -- 00 
Ηλ σος -- τορῦ Ἐ Τη Μωπῃ 


ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Οἱ δύο οὗτοι τροπο: εἶνδ χοΖσιμοι, µονον ὅταν τὰ ψηφία 
εἴνε ὀλίγα᾿ ὅταν δὲ εἶνε πολλά, ἀκολουθοῦμεν τὸν ἑξῆς γενικὸν κανόνα. 
«- ὃ) ᾿Ανα.ζύομεν τὸν ἀριθμὸν εἰς ὅσα θέ.ωμµεν τμήματα καὶ ἆπαγ}6.- 
«ζομεγ αὐτὰ κατὰ σειράν, ἕχαστο» }ωριστά, ὡς ἂν ἦτο ἀχέραιος ἀρι- 
Θμός' προσαρτῶμεν ὅμως χατόπ’ τὸ ὄγομα τῶ» μονάδων τοῦ τε.ζευ- 
ταίου ψηφίου τοῦ τμήματος. 

Οἷον 87, 108549 ἀπαγγέλλεται ὡς ἑξής᾽ 
87 ἠρα 108 χιλιοστὰ καὶ ο 19 ἑκατουμ»ριοστα. 

ϱ) ἆ 9 


--- ο... κχ- 
πε 4 πε 


Διότιος προ ὁ ουν 105 χιλιοστὰ καὶ 
ι οτι κάμνουν χιλιοστ χ κχὺ Ιορ0υθι! 


μνουν το ἱκατομμυριοστά. 

ὍὉ αὐτὸς ἀριθμὸς ἀπαγγέλλεται: καὶ ὡς ἑξῆς᾽ 
87 ἀχέραια, 10 ἑκατοστά, δὲ μυριοστὰ καὶ 49 ἑκατομμνριοστό, Ἡ 
καὶ ὡς ἑξῆς' 81 ἀχέραια καὶ 10983193 ἑκατομυριοστά. 








οὐ ΒΙΒΛΙΟΝ Δ΄ 


κατα). τὰ δὲ ὦ ἑκατοστα Ὕνονται ὢ δέκατα” ὧστε πάντα τὰ μέ-η 


τοῦ ἀριθμοῦ ὃ. τὴ ἐδεκαπλασιατβησαχν ἄξα καὶ ὁ ὅλος ἀριθμὸς ἐδε- 


Ομοίως εἰς τὸν ἀριθμὸν 50,99, ὅταν µετατεθῇ Ἡ ὑποδιαστολὴ 
ς τὰ έμπρος. ἕκαστον “πφίον τοῦ αριθμοῦ ἑκατοντα- 
πλασιχτετα: ἅσα καὶ ὁ ὅλος ἀριθωὸς κατ οντακλασιάζεται. 


Ὅμοι τως ἀποδειχνύεται χχὶ διὰ τυν διαίρεσιν. 


ΣΗΝΕΙΩΣΙΣ. Ὅταν ὁ ἀξιόμος δὲν ἐχγ ἀρχετὰ ψηφία πρὸς µετάβεσιν 
τῆς ὑποδιαστολῆς. Υράφοµεν μγδενικα εἰς τὸ τέλος αὐτοῦ η εἰς τὴ» ἆρ- 
ἄντου, ὅπου χδειάσονται)" τοῦτο δὲδεν ῥλά τει τὸν δεκαδικὸν ἀριθ:κόν. 

[Πας αδειναστος χάςιν. ἂν ἔχωμεν νὰ πολλαπλασ:άσωμεν 9,ὸ ἐπὶ 
1000. πσεπε: νὰ µεταθεσωμµεν την ὑποδιακστολὸν τρεῖς θέσεις Προς τὶ 
ἑωκςός ἆλλα δὲν ὄννάμεθα. διοτι εἶνε ἑμπσὸς ἓν µονον φτοίον (-ὁ 9). 
Ἔαν ὅπως "σαδωμεν τὸν ἀριθμὸν 5.ὃ ὡς ἑξῆς 9.900, µετατιδεται 
Ῥ ὑπτδια στου καὶ ε εΙισχοεν πνομενον ο0. 

Ὅσασιως. ἂν ἔχωαμεν νὰ ὃ. α.:εσωαὲν δν: Γ040). γράφοαεν ς»», δε- 
ααδικν ατιθαὸν ὣς ἐξος: υυἱ ὃς πες «2δ-λως ὀλάπτει αυτόν) 
ἔπειτα αΕταἸετταεν τον ὑτοδιαστολτν ὃνς Όεσεις πεὺς τὰ Οτίσω καὶ 


ε σισες κἒν ο λεκον 


ε[οάξεις τον ὀσκαίκον ἀσίιδα 


Ἡ λλα ελα 


649. ο... νςὸ προστέσν κξ.' ενα αςὲς αρεέµεὺς. σάµ;ομε; πρῶ- 
τος να ἔγοε ὁσυ ἀρι δω κα κος ννριωγ” (χέεται δὲ τοῖτε. ἂν 
Ὑγάδως εν εἰς τὸ τξές το αν ἐς αἴτον ἕν Ἐ πεχεσετεηρα μηάενικα,. 

δτετα πρ δεσ κε) αξξοος ας και σος ἀκεκαίκες ἀρεθκοις εἰς δὲ 
5 δεν οκ δετοκες στ ἔτι αξσι «τε ἄαέσως μετὰ τὸ ψηφέν. 


ὁτιο. πρ αν στα εατος πο ο σσως τω ἀπίοι αὐγαθων τῶν ἀρεὐμῶν. 


κ... : εαν δα ᾱ 


. . . . .”- -ἂ 
. "5 
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49, 9510 
0.003) 
0,9000 


ἄθρισμα 49,049 


--ἲ 


Ἡ ορθότης τοῦ κανόνος τούτου δειχνύεται ὡς καὶ εἰς τὴν πρόσθεσιν τῶν 
ἀκεραίων ἀριθμῶν (ἐδ. 20)’ στηρίζεται δὲ ἐπὶ τούτου, ὅτι δέκα µονάδες 
ἑχάστης τάξεως ἀποτελοῦσι µίαν μονάδα τῆς ἀμέσως προηγουµένης. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἡ γραφὴ τῶν μηδενικῶν εἰς τὸ τέλος τῶν προσθετέων 
ἀριθμῶν εἶνε περιττή΄ διότι ταῦτα εἰς τὴν πρόσθεσιν δὲν λαμθάνονται 
ὑπ ὄψιν. ᾿Αρκεῖ νὰ γράφωμεν τοὺς ἀριθμοὺς οὕτως, ὥστε αἱ μονάδες 
τῆς αὐτῆς τάξεως νὰ εὑρίσχωνται εἰς τὴν αὐτὴν ατήλην ἔπειτα 
προσθέτοµεν ὡς καὶ πρίν. 

Ἡ ἀιάταξις τῆς πράξεως γίνεται τότε ὡς ἑξῆς φαίνεται" 

ο, 408 
0,ὸ 
[5.08 
ϱ.0001 


ἄθροισυα 30,188 
Χ ΑΦΑΙΡΕΣΙΣ 
«2039. Διὰ νὰ ἀφαιρέσωμε) δεχαθδικὸγ ἀριθμὸν ἀπὸ ἄ.ζ-έίου, κάµ»ο- 
μεν πρῶτον γὰ ἔγωσιν ἔσον ἀριθμὸν δεκαδικῶν ψηφίων. ΄ἔπειτα ἀφαιροῦ- 
µεν, ὡς ἂν ἧσαν ἀκέραιοι΄ εἰς δὲ τὸ ὑπό.ζοιπον' θέτοµε» τὴν ὑποδιαστο.ὴν' 
ἀμέσως μετὰ τὸ Ψηφίον., τὸ ὁποῖον δέδει ἡ ἆβαέρεσις τῶν ἁπ.ζῶν μονάδων. 
Παραδείγματα. 


1) Νὰ ἀφχιρεθῇ ὁ ἀριθμὺς ὃ. 1200 απὸ τοῦ 20. Τὸ 
90.το00 
81956 
ὑπόλοιπον {[32.0244 
9) Νὰ ἀφκιριθῇ ὁ ἀριθυὸς 10,96 ἀπὸ το 
ϱἳ 00 
10.90 


ὑπόλοιπον 16001 





μπε 
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µέλλομεν νὰ χωρίσωµεν, γράφοµεν εἰς τὴν ἀρχὴν αὐτοῦ, ὅσα µηδε- 
νικὰ χρειάζονται’ 
οἷον 0.25 

0.05 


0.0084 
Παρατήρπσις. 
Ὁ χανὼν ἐφαρμόζεται προφανῶς, χαὶ ὅταν εἷς ἐκ τῶν παραγόν- 
των εἶνε ἀχέραιος ἀριθμός. 
ΜΗ.” ΔΙΑΙΡΕΣΙΣ 
1) Διαίρεσις δεκαδικοῦ δι’ ἀκεραίου. 


«δ Ε Ἡ. ΄Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἔχομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸν δεχαδι- -- 


κὸν ἀριθμὸν 32,508 διὰ τοῦ ἀκεραίου 13. 

Διὰ νὰ ἐκτελέσωμεν την διαίρεσιν ταύτην, στηριζόµεθα εἰς τὴν γὲ- 
νικὴν ἰδιότητα τῆς διαιρέσεως, καθ) ἣν, ἔχοντες νὰ διαιρέσωµεν ἀρι- 
θµόν, δυνάµεθα νὰ διαιρέσωµεν τὰ µέρη του καὶ νὰ ἑνώσωμεν ἔπειτα 
τὰ πηλίκα (ἐὸ. 190). 

Διαιροῦμεν λοιπον πρῶτον τὸ ἀχέραιον µέρος 92 καὶ εὑρίσχομεν 
πηλίχον ὁ καὶ ὑπόλοιπον 8: 


39,508 { 12 -.. 
24 ΤΙ | ) 
ὶ 85 
) δ4 


/ 16 /.. 
19 


48 


4δ 


0 
Τὸ ἀχέραιον ὑπόλοιπον 8, ὅπερ πλέον δὲν διαιρεῖται διὰ τοῦ 3, 
τρέποµεν εἰς δέκατα (1 ἀχέραιον- 14) δέκατα) καὶ γίνεται 80 δέκατα᾽ 
ταῦτα δὲ ἑνούμενα μετὰ τῶν Ὁ δεκάτων τοῦ διαιρετέου ἀποτελοῦσιν 83 
δέκατα (τὸν ἀριθμὸν τοῦτον τῶν δὺ δεκάτων σχηματίζοµεν ἀμέσως 
καταθιθάζοντες τὸ ψηφίον Ὁ δεξιὰ τοῦ ὑπολοίπου 8). Διαιροῦντες καὶ 
τὰ 80 δέχατα διὰ τοῦ {3 εὑρίόχομεν πηλίκον Ἰ δέκατα καὶ ὑπόλοιπον 


ο. : 


(!) ΒΙΠΛΙΟΝ ἃ’ 


[δικα τον" τοῦτο δὲ (ὅπερ είνε--- | () ἑκατοστά), ἑνούμενον μὲ τὰ ϐ «ξ επτοι 
ατὰ τοῦ διαιρετέου, ἀποτελεῖ { 0 ἑκατοστά᾿ λιαιροῦντες καὶ ταῦτα ὃ ε τοῦ 
{9, εὑρίσκομεν πηλίκον { ἐκχτοστὸν χχὶ ὑπόλοιπον 4 ἑκκτοστὰ (--4ὐι. 
λιοστα)’ ταῦτα δὲ ἑνούμένα τέλος μετὰ τῶν ὃ χιλιοστῶν τοῦ διαιρετέον 
ἁποτίλουσι 1 χιλιοστά. τὰ ἐποῖα διχιρούµενα διὰ 13 δίδουπι πηλί. 
κον ἆ χιλιοστὰ καὶ ὑπολοιπην ()' ὥστε ὦ διαίρεσις ἐτελείωσε καὶ (ὐ- 
εέθη πηλικον ὃ.τ{ 1. 


9» Ἠ 3δ. κ τουτου συναγετχι ο ἐπομενος χανών. 


ἀιὰ ο οαιροώρας ἆρκαικὸν δι ἀκεραέάο, ἐχτε{οῦμεγ τὴν πρᾶξυ, 
ος ο) ὀσήρρε ἡ ὑτο αι στοέην τος ὡς ἂν ἦτο ὁ ἀιαιρετέος ἀχέραιος" 
νας ὅσα μὲ ο σψία τοῦ σ ακους πρεέρλ έσται ἐκ τῆς ια βέσεως τοῦ ᾱ- 
αθνε «εροὺς τοῦ αρετές ξος ἀκέραια. τὰ δὲ «ἐοιπὰ εὖ'ε δεκαδικά. 

ΗΝ ΕΩΝΣ αν ὃ ὄνοις σις χτυγστ πολ: στον. δυνάωεθα να ἐξ - 
κοκ οινσφωςν τὸν δια ίσέσν τοέσσυτες αὖτς εἰς δεκαδικὰς μονάδας 
τὰς Αιελως απο ένλς τασξος ο οπτες ὄπνετα: σαθΆαενου ἑνὸς μνδννε 


. ”. . - - - 
νεα δνν τὸ πο λενον ἀτοιδῶς ὃν «ξωσ οπστ στον ὃς τσ ὃα εὔξωμεν 


Νδὸ εν ο τελος αὐσοο,  Ε σακολτν ὀσουτες ς ἃι τοι. τοτσσπως 


. ν 5 ον 
Ἁν πο ασ ο δν Ἀν ος δλδ τος "ο οσέδς, 
. ν Ν 
.. ν . 9 9 νο 
ν ο ὁ ὁν ο ος ο ὃν ο ο ος 


ι 


. 
ο σι. ς  ὁσὖ ὅπσλο ν ὃν σο στ ωοπσμωδ δ.Σ. σὰ 
ὰς 
.) .. ἀν .» 
ο ο. πην ποστς ὃς σῬασν. στ τι 
δ . ν κ - 
νυν ον "απ γὶ δις ὼνς ο Αα νδ) Ι ΣδἨεοσς 
λν ο μονο σσ δος κσσπ οσον δν δ ΣΣ τω -ἓ5 πο. 
9 Ν ή 2 - 

. » σος .ο ο. ος πὸ σσ λδο Ὅος ππ, ντι 
᾿ Σε ὅ σον νο. Ξ 

Σ αν” ο. « ρη 

. πο - ς ὦὢ σποτ 

5 » υ. ὃν -- Ὁν Ὁ . ] . 

- ο Ὁ ο. -α υ. ὅ ο .. 

... 
. κ .. . κ δν σως ὃς να 
ν 
... ᾽ ο... Ἆν ος ο σον σσ ΠΙΣΤΟ. 
Ν Ν ν ο 

Σι . | » . 9 7 .». πω  δ 
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Ἐελευταίας τάξεως τοῦ πηλίκου. Δυνάμεθα ἑπομένως νὰ εὕρωμεν δε 
Ἀαχδικοὺς ἀριθμοὺς ὃ.αφέροντας ἀπὸ τοῦ ἀκριθοῦς πηλίκου ολιγώτερον 
παντὸς δοβέντος ἀριθαοῦ" ἂν λόγου χάριν προατάζῃ τις νὰ εὕρωμεν 
δικαδικὀν ἀριθμὸν δικφέροντα τοῦ ἀκριθοῦς πηλίκου ὀλιγώτερον ἑνὸς 
ἑκατομμυριοστοῦ, ἀρχεῖ νὰ ἐξακολουθήσωμεν τὴν διαίρεσιν µέχρι τῶν 
ἐκατομμυριοστῶν, ὅτε εὑρίσχομεν 0,129 955. 

Ὁμοίως, ἂν ζητῆται νὰ εὑρεθῇ τὸ πηλίκον ὃ, 12: Ἴ μὲ προσέγγισι 
ένος Χιλιοστοῦ, διαιροῦ μεν, µέγ ρις οὗ εὕρωμεν τα χιλιοστα τοῦ πηλίκου καὶ 

ο) 

εὑρίσχομεν ϐ), 445. (Τὸ ἀκριθὲς πηλίκον εἶνε (),, 445 καὶ τοῦ χιλιοστοῦ.) 


Ὅταν δὲ τὸ κλάσμα, δι᾽ οὗ συμπληροῦται τὸ δεκαδικὀν πηλίκον, 
ὑπερθαίνῃ τὸ ἥμισυ {ὅταν δηλονότι τὸ ὑπόλοιπον εἶνε μεγαλήτερον 
τοῦ ἡμίσεως τοῦ διχιρέτου), ἐὰν κάκωμεν αὐτὸ ἕν, προσεγγίζοµεν 
Τεερισσότερον εἰς τὸ ἀκρ'θὲς πηλίκον. 

Οὕτω π. χ. εἰς τὸ ἀνωτέρω παράδειγµα τὸ ἀκριθὲς πηλίκον εἶνε 


η) 
ϱ, 44ὁ καὶ τ ἑνὸς χιλιοστοῦ: ἐπειδὴ δὲ τὰ Ξ τοῦ χιλιοστοῦ ὑπερθαί- 


1 
, ΤΗ « - « α- 
ου”, τὸ --- αὐτοῦ, γράφομεν ἀντ αὐτῶν ἓν χιλιοστὸν καὶ οὕτως εορι 







εν 0,446, ὅπερ πλησιάζει πρὸς τὴν ἀλήθειαν περισσότερον ἡ τὸ 


5" διότι τὸ 0.446 δικοέρει τοῦ ἀκριθοῦς πηλίκου κατα το τοῦ χιλι: 
Ἱ 


440 εἶνε 


αν ωφ τὸ 0,445 διχφέρει χατὰ --- 7 χιλιοστοῦ, καὶ τὸ μὲν ϱ, 


τοῦ ἀληιθοῦς, τὸ δὲ η. µιχρότερον. 
| Παρατήρπσις. 
αἱ ἀκέρχιος ὃι᾽ ἀκεραίου διαιρεῖται κατὰ τὸν προειρηµέ- 







ότι ὁ ἀκέρχιος δια!ρετέος δύναται νὰ θεωογθή ὡς δεκκ- 
ου τὰ δεκαδικὰ ψηφία εἰνε μηδενικά. 









Παραδείγματα 
κ. ου Γ τὸ ο υ ὐρ0... 


( 20) 


ὁ μὲν πηλίκον τοῦ 95 διὰ 34) ἐχφράζεται ἀκ ριθῶ διΧ δεραδικοῦ καὶ 
ἵνε !,Ἰω, τὸ δὲ πηλίκον τοῦ 3 διὰ ὁ λὲν ἐκφράτετχι ἀ»ριρῶς διὰ δεκα- 
δικοῦ΄ κατὰ προσέγγισιν ἑνὸς χιλιοστοῦ εἶνε ϱ,600 3 μαλλ.» 0.061. 


ΙΟΑΧΧΟΥ Ν. ΧατΖΙΔΑΚΙ, ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ 11 


/ ΄ 


- 


---. 
΄ 


τὸ Β.ΒΛΙΟΝ 4 


κ 


ὃ) Αιαΐρεσις δεκαθικοῦ διὰ δεκαδικοῦ. 


39 Ἡ 4. «ιὰ )ὰἆ δ-αιρέσωµε) δεχαδιχὲν ἀιθμὸν διὰ δεκαδικεῦ, µε- 
τιθέτο. πρῶτον τῇ ὑτοδιαστο.ζη»' καὶ εἰς τὰς Δίο ἴσας θέσεις πρὸς 
τὸ ἐτρὺς. ὥστε Σὰ ΣΠ ὁ διαιρέτης ὀχέμαιες" ἔπειτα διαιροῦμε χατὰ 
το λὰς ἐμέενν) κανόνα. 

Ἐν ὁ διαισετέος δὲν ἔχν ἀρκετὰ δεκαδικὰ φτρία, δια να µετα- 
, ὀποδιαστολή, υράφαμεν αγδεν-κα εἲς τὸ τέλος αὐτοῦ. 


΄ 


. 
μή 
-(: 


τὰ νὰ ἐνν γω αὲν τὸ ὃ θε τος χαντνος τούτου, αρκεῖ να ἐνθ» απθῶ- 


μεν. τι αξταδετοντες συν ὑποδιαστ λνν πτὸς τα ἑμπρὺς ἴσας βέσεςς 


καὶ ὃς τοὺς ισα εἶδασος. π. ᾶ λατ χσιασ' ἓν .ας σατέρους ἔτι ἕναχ χαὶ 
τὸν αντὸν σι νατν ἔτι οὐ. ἄνκατο ἃ-αν εν αστεβετα εν ἐς. τοῦ. ἂν 


ο... 


Χλτὰ ὃς εσεις ἐπί ελ ἐὰν εστα σεεῖς α-ὶ Καστ λεν Ὑεν.χγν 


ς ια σέτεως ἐδ. δὴ σι τν λιχχω τότε ἂῑν ἄλλαττε:. 
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Τροπὴὰ τῶν κοινῶν κλασμάτων εἰς δεκαδικά. 

«» Ἡ ὃ. Ἐπιιδὴ αἱ πράξεις τῶν δεχαδικῶν αριθαῶν γίνονται, ὡς 
καὶ αἱ τῶν ἀκεραίων, ἐνῷ τῶν κοινῶν κλασμάτων αἱ πράζεις εἶνε ὁλι- 
γώτερον ἁπλαῖ, διὰ τοῦτο εἰς τὰς ἐφαρμογὰς τῆς ἀριθμητικῆς προτι; 
μῶνται οἱ δεκαδικοὶ ἀριθμοί' τρέπονται δὲ καὶ τὰ κοινχ χλάπματα 
εἰς δεκαδικὰ εἴτε ἀχριθῶς εἶτε κατὰ προσέγγισιν. 

Ἡ τροπή τῶν χοινῶν κλασμάτων εἰς δεχκδικὰ ἀνάγεται εἰς τὶν 
διαίρεσιν τῶν δεκαδικῶν ἀριθμῶν διότι πᾶν κλάσμα εἶνε τὸ πηλίκο» 
τοῦ ἀριθμητοῦ αὐτοῦ διὰ τοῦ παρονομαστοῦ τον (ἐδ. 141,. Τ, δὶ 
πηλίκον τοῦτο ἐκφράζεται, ὡς εἴδομεν, διὰ δεκαδικοῦ αριθ οῦ ᾗ ἆχοι- 
θῶς ἡ μὲ ὅσην θέλωμεν προσέγγισιν. 


Παραδείγματα. 
. . - ο ᾿. 9 ΄ 
1) Να τραπῇΏ τὸ κλάσμα ςεἷς δεκαδικό. 
2 " . 
30) ϱ 3150 /. 
0 
”ϐ) 
( 


ἐν 


21) κο, τ. 
6 ὐ) 


κ. 


- . . ͵ µ ͵ : . 
ούςε, μὲν ”ν .ἳ 5 5 1 τσ δ., ἐν.) ΤΟ 


ὁ, 


Ανα 1 στον 2 Αν ον γεν ο Αν ν 1/1.” 
ᾱ 11 ”ξ / αν}... Πλ) ν -- 


μα ο 1.ν .» ύ ., πα] , δ. , ...Υ/ ἂν γ σα, 


«» | ῴ- 2. ͵ , “, δν” “ “.. » ., ια. ΄, δε ο, «.Μμη 0: ο ήν 


ο ο 
πως. πιο ο ο πο ο πο ο ο ες ο πο 
ῤ 


[1 ΕΛΠ ΛΙΟΝ 4 


ο λ 9 9 Π . . ν 4 . - ϱ 
Εστω τυγον ανχγωγον κλάσμα το - καὶ ας Ότο οτεθῃ, ὑπάρχει 
5 
--. -- 4 'Ἡ “ 
. ν . ν . 
ον τι ἔσον αὐτῷ.εστς , Ἔτοι ππττπτπκ' 





ο ν ν . - -όὁ - - ο α Φ η 
ἵατα τὸ θεώσχ μα τοῦ ἐδ. {05 οἱ ὅσοι τοῦ κλάσματος τος θὰ εἶνε ἰσο- - 


α ... . , ' | 
πολλαπλάσια τῶν ὄρων τοῦ Ξ (ὔπερ εἶνε ἀνάγωγον)΄ ἄρα ὃ β θὰ διαι- 


βῇ τὸν 105: ἑτομένως ἀὲν θὰ πτεΓιεΥη ι ἐδ. {914) ἄ {ους πρώτους 


παράγοντας π.ζη» τῶν Ὁ) καὶ Ὁ (τουτους μὖνον τ διέχει ὁ 105). 


α 
Τοῦτο δὲ ασχεῖ: διότι ἔστω ττ.χ. το κλάσμα τσ τοῦ Οκοίου ὁ σα- 
ὀ - . -» δΣ9ν. 


ξονλαχκστυς δεν - πεστέχει ἄλλον πεώῶτον πχ» ἆγον-α τολην τῶν ὃὶ καὶ 
ὦ, «ιά νὰ τοαπὸ τοῦτο εἰς δεκαλικὀν. ἀαξχεῖ νὰ πολλασλασια- 
σθῶσιν οἱ ὃν: ἔστι αὐτοῦ ἐπὶ ὢ' δια νὰ ἔχωσιν ἀμφέτεροι οἱ πρῶτοι 
παρά νοντες Ὁ κα: Ὁ ἴσους ἔκθετας :) ὅτοτι τοτε γινεται 
ανν) αν ο) ι αλ οὐ ο 39», 
σης σος ολ ο. τσκ λα γτη 
ἑτεα τν Ἀσιπον τὸ ὅοῦεν χλασαα εἲς δεκαδικον καὶ ἂν ΥΕ42ὲ. ὡς ου- 


ντδως. θὰ ντ ἆ δεκαδικὰ ῥντια , ἔσες εἶνε ὃ µεναλήτερος ἐχθέτης 





τῶν ἃ-: παξα» εντων τοῦ πας ονζμαστοῦ το 


Παγαἀεένωστα. 
{ Τ. «ωατος τοετεται εἰς ῥεχκαλδ.χτν ακ-: οῶς' διότι ὃ σαςονομα- 
ὰ ν . 
στης α τος Εἰιε ὃν) ὄνν να τεστ ὧε εἰς δεκαδ.κ-ν. ἀσχεῖ νὰ πολλα- 
- 9 - ο 2 χΧ5 9 
τιᾶας ας λώσν σὲ ὃς. τος ἁμος τεστ ἔπι τοτε Ὕνεται "πι Ἡ 
τ [600 


δρα κτλ το Ἀ ντε δὲ Εεσισκταξν χα: διαιστέντες τον αΞιθαστὸν ὃὶ διὰ 


τος πταδνξεαα τος  χατὰ τα τοσειςσ μενα. 


ς 
τς τν κατα ος ἂν ἆννατα.νΣσ τεαστ ες Δεκαδικὸν ὰ ἀκς οῶς διότι 
ὁ Ες σνσκΆσπης τε. εε ὄπο ὥστε ἔχει τον τρῶτον Ξασάγοντα 
ὁ δνασεστν τῶν Ὁ κα. ν΄ εποήενώς, ἂν δια ισέζωµεν τὸ ἃ διὰ (5, 
κατα πο εξεστν ο ὃς το Ἀαισεπις το ετοτε ὁα πδν τέοας 
οσο ντος Ἆσις - κ. ' 
41}. «)-εὶ ες ως ον να” δν πταξ νο τοστὸ αχ»ιοῶς εἰς 





οὐ ΒΙΒΛΙΩΝ α΄ 


. | 
Ἄς λαδωμεν. ὡς παραδεγμα. τὸ χλάσμα το. 





τοετοντες αν τὸ εἰς Μεχαδικον. πασαττσσ μεν. ὅτι τὰ ὕπολοιπα τῶν µε: 


ο κῶν διλίσέσέαν δὰ εἶνε παντα µ-ακσττεσα τες οὐδὲν δε ἐξ α τῶν θὰ 


. κα 4 5 ο . Ὁ . 
εἶνε ἳ δνατι τὸ τινσσααστ δρ τοετετσι ακσιτῶς εἰς δεκαδικόν'' ἄρα δὲν 


Ν δα : - μ 
ΝΤ. νὰ «ξἰνω ιν ἃ νὰ οσο λσσς ὅσα σος 5. Ἱ. 3. ὃ. 4. ο. 0. 


πλλωιαξν -- Ὅοα, εξ διαφί- 


μον ὃὰ ὃς ἑδαδενς ἄνδσοσς ἐν οπτεσοτον ααὶ τοι εὐςεθὲν τότε δα 

εν Ἁος «των τὰς Στ σένσωένας ΣΣ αξτες τα: ἐτοπένως θα εὐςί- 
- » . ω. . ον - 

στον ΤΑ ἃ. Τὰ οσα τος πο λδὸς 15. σπα τι α.ΤΕν σᾷ5τν τοῦτο 


ἃς ὃν ο οσσς, «| ο 


ὃ ο. ο ον Ἐν εκὔοε νε Ἕτε- το δστο ἅτε -ᾱ δεχα- 
"νὰ ο ᾶςξ Αποπν ιτ. κο ὅσα 8 επεσᾶης ἔτι σολ. 1 2- 


» νι . α. 
πο δι δς δαν ο ασ ο ὸςοτι "δδ. ὃδδ δες Τι δο ον δν. 


3 - 
.. να νο ο σρο ὃς ες  ὣὢ ιν ὃς ας ακὰ 3 ὃν ο Ὑδεικαῦ με" σνακ. “ορ κς. 
. . . ν . - . 
ος τὸν Σον ο πι ασ ο ὃὅ--  οᾱὓ ο ο σἆρα) συ να λεςως 
ν » 
δν δουν πε ο σος πε ο. μα απ που δαδν δι τὰς ποστ 
ν - ν ν Ν . 
πο ος σος  ὅρς κο ο ο ος ορ ο σος ος ας, ΤοςΕηΣ οἳ- --ἳ-. ἆοο» 
. 
ο ον, «τς 


δι µ - 
: -- σου απ ο - -ᾱ σεσσ τος 
. ν . δ΄ ο δροος ὃς ρω ον Ὁὃ τε» 
᾿ κ ... . . α κ φ 
9 πα” ᾳ . πο - .. - 
ν Ν 5 - ο 
ο ὄ να ω 5 . ν κο σος σ της ο. - Ὁ το, 


μα... νὰ. Για. 


.---. --- νο” 


-- 
τος 


ΔΕΚΑΔΙΚΑ ΙΚΛΑΣΜΑΤΑ 16061 


Καινὸν κλάσμα τρέπηται εἰς δεκαδικὸν ἔχον ἄπειρα ψηφία, τὸ δεχαδι- 
κὸν τοῦτο εἶνε περιοδικόν᾽ καὶ τὸ πλῆθος τῶν ψηφίων τῆς περιόδου 
καὶ τοῦ μὴ περιοδικοῦ µέρους (ἂν ὑπάρχγ) εἶνε µικρότερον τοῦ παρο- 
νομαστοῦ τοῦ κοινοῦ κλάσματος. 


[ 
Παραδείγματος χάριν τὸ κλάσμα τ δίδει περιοδικὀν ἁπλοῦν ἔχον 
περίοδον ἑξαψήφιον τὸ δὲ -- τς δίδει ὅμοιον ἔχον περίοδον διψήφιον. 


Ῥδρεσις τοῦ κοινοῦ κλάσματος, ἐξ οὗ παράγεται 
δοθὲν περιοδικὸν κλάσμα. 


χ. ΑΠΛΑ ΠΕΡΙΟΔΙΚΑ 


«Ὁδ0. "Βστω χατὰ πρῶτον οἱονδήποτε ἁπλοῦν περιοδικὸν κλά- 
σµα ἄνευ ἀκεραίου µέρους' οἷον τὸ ϱ,191219... 

Ας λάθωμεν ἐξ αὐτοῦ περιόδους τινάς, ἔστω τρεῖς' τότε ἔχομιεν 
τὸν δεκαδικὸν ἀριθμὸν 0,1219139" 
τὸν ἀριθμὸν τοῦτον πολλαπλασιάτοµεν ἐπὶ 100, (ὥστε ἡ ὑποδιαστολὴ νὰ 
προχωρΊση χατὰ µίαν περίοδον) καὶ εὑρίσχομεν τὸν ἀριθμὸν το, το τὸ. 

Αν ὁ ἀριθμὸς οὗτος εἶχεν ἀχόμη µίαν περίοδον (ἤτοι ἂν εἶχεν ἀκό- 
μη 13 ἑκατομμυριοστά), Ἡ διαφορὰ αὐτοῦ καὶ τοῦ προηγουμένου θὰ 
ἦτο ἀχριθῶς Τ3 ἀχέραια. Δρα Ἡ διχφορά των θὰ εἶνε µικροτέρα τοῦ 
ἀχερχίου 79 κατὰ 72 ἑκατομμ.ριοστά τουτέστιν ἡ ῥηβεῖσα διαφορὰ 
είνε 


-. -. 
Πλ [δκι 


ο. ο------------αων ------. ------ 


η 9 
ΓΗ θΟυ π, 

Ἁλλ” Ἡ διαφορὰ αὕτη εἶνε 99) φορὰς ὁ δεκαδικὸς ἀριθμὸς 
ϱ, 1919 Τὸ" (διότι ἐλάδομεν αὐτὸν {0 φοοὰς καὶ ἔγινεν Τὸ.1919 
καὶ ἀπὸ τούτου ἀφχρέσαμεν αὐτὸν µίαν φοράν). Ὥπτε, ἂν διαιοεθῇ 
διὰ τοῦ 99, θὰ δώσγ τὸν δεχαδικὸν τοῦτον τοι εἶνε 

ἹἽν ᾗᾖ 1 
ϱ,1013)τὸ-------- 
9 πα σή 

Ἂν ἐλαμθάνουεν ή περιόδους τοῦ δρθέντος περιρδικοῦ. "ὰ εὑὗρί- 
σχοµεν ομοίως 

πο | 
ϱτο19 191 ----υ-Ὅ----Ὅ-ζ.-- 
η] ια 
Ἂν δὲ Ὁ, θὰ εὑρίσκομεν 
τὸ το ἱ . 
ο, 101) Τη ---- ------ -----κζ--- κχὶ οὕτω καθεζης᾽ 
ο 00 9 


Ι0δ ΒΙΒΛΙΟΝ ἀ΄ 
Ἐν τούτων θλέπομεν, ὅτι ὀσαςδη ποτε περιόδους χαὶ ἂν λάθωνιν 


ολ 
9 ν 9 Ν τ - - - εο 
αὐτῶν α»ιθαὸς θὰ ἔἶνε μικρότερος τοῦ κοινοῦ κλάσματος ---. ἸΑλλ Ἡ 


διαδορα των ὄνναται νὰ υπ! µικσοτετα πάσης δεκαδ.χΏς µονάδας 


πτὼ 
διότι, ἐὰν λάδωµεν τέσσαρας περισλο,ς, 7 δια ροςα εἶνε---ο«-----' τοι μἲ- 
ί οί 05 


“ - . - . 9 - Ὁ . ο. 
αοτέρα του το ἂν λάθωωεν Ὁ. 7 διαροςσὰ Ἵνεται αιχροτέρα τοῦ 
ἱ - ν ' » 
ο. ἂν ἐξ. ὁ διαφαςὰ ῶνετα: μικδοτέσα τοῦ----.. κα: οὕτω καθεζῖς᾽ 
ἐν . ) λε, 


ιν ο µε - 
αχὶ ἂν Τσ Φνατὸν νὰ λαζω μεν τάτας τας τες:-δ.υ- ς τοῦ δορίέιτος 





- . ιά 
ς ες.-5- ακἸαδαατος. καὶ οσον Ἀαααανσκξν πὲςασοτεςα 
«Ἴδια τα: δεικδίκςς τοσα, ατα τηστττην τοσε Ύινο σεν Ἄςας τὰ 


: ν ο εξ οὉι 
οι λΙΣΤΑΧ. ἓν - λος ο σας - μ 


5 α ο - - -- - 
"δσ- ὃς αν λλως το φῥσάθι τες δν ο ο σος σαξσ-εσαι 
-ν α 1 
ες . Ἐν α  Άτο - ο.” πν ὃἅ  Σ. -. ο ἂτ 
. λος ὙΝ 3 .. ἃ } . Φ ε 
εσχε σοσπω, πὸ ΕΙΣΤΗΟΣ -- ἐς ζιδδσν 5 1χ ξσὼ ὉΣ ὃ-. 
οἲς ι 
᾿ » αν -) - 
τος -Σ ξεος ΕΣ ο οδ.Σ. ος ον. ΣΣ ὁ δΣ οὗ ση τε ος ὶ.: ἀλλ. νο 
ντ. τὰ ὃ τ.δά Τε οὖν δὸ ὁωσν ον ὃς ο στ επ» ἃ σχ1χ:. Σχ 
τοτε σον ο ο ο ον ὅσα κξςσ δι οτι τὸ πι σσ σσεσσν Ἡν -εσ.- 
- 9 α » - - - 
δτι ες ἃ. Σξ-σεδω τε νν ἃις ο Τᾶ «ωοσπ ο δ σεν στ  Ααειτῶ στις. 
ποσο χσπως στν Ὁ Ἡ νς ὁ σπα Ἑπτιονυς ὁ 55 οπττσο ὸὁ σσ 
απδΗΣ 1. ων πο σσδὸ,. ὂὰδ σ.σ πω στ σε πο Στ ὤποις ' Ὁ 
Ν σος πω πο. 
σσ πο} δε ο. ὃν πο σος}. νο. ο τσ Ἡπ 
ΑΦ . τν ως το σσ ἁοσώς Σο σσοσαι τὸ εσὸς Έδωστες 


ο νο κο λε δν Σπα στο οσο ὃν ἃἩπ ΙΙ ἔντο επε- 
πες. » -ὓνς ν.ς δεν δα -, ε . έ σε ο σεις η). ΡΡΣ τσ’ ας 


ν μ . 
δν» ει Ὁν' κ ή. νο τν οσο ὃν 2... ον ος ρ 


τε ο« Ἔον εἶτπς 





Γι ΒΙΠΛΙΟωΝ 4 


δντεῦθεν συναγεται τὸ ἑξῆς θεώργμκ. 


«0 ταρωομαστὴς τοῦ ἆ)αγώγου κ.άσκατος, ὅτερ παρά- 
επ." περιαδικὀ». δεχαδ,χὸν κ.ζάσµαι δὲν ἔγει οὔτε τὸν παρά- 


9) 


δσα Ὁ οὔτε τῷ" παραγοντα α. 
ΜΗ Τι ΕΗΕΡΙΟΑΙΚΑ ..᾿ 
«δλδ. Ἱαντα ἀνχγοντα! εὐχόλως εἰς ἀἁσλᾶ περιοδικά. 
(κ. .Ἓ.---. 


Ἅιοτν ἔστω, λ. χ.. τὸ μικτὸν περιοδικὀν [8,15 49 τ49 4321... 
Ἴναν µεταθεσωαεν τὴν ῥτοδιαστολὴν δύο θέσεις 


ν 


πρὸς τὰ ἑἐμπρὸς 
. . . . . Ν μ - . . , ϱ 
διὰ νά ΧςχιΦ Υ περίοδος αμεζως μετα την ὺτ ποδικστολήν], λαμθά- 
νοεν τὸ ἁπλοῦν περιςδικὸν [ντο ενα 49 τ 
431 , 


Ἶς περι δικὸν τοῦτο παρα έτα: ἐκ τν ας ομοῦ | 





τες ὁ, εἰ τὰ ἂν τὰ να. τὸ ποσο οσσίας ἀπ ἓν τὸ ἔπτιῳ Ὁ ἑτεοδια- 

σπσνπ α ενὔνέτας δος ετεις ποον σα τοσευτττ τοσσανῶς ἐκ τὸς ὃ-- 
----- .. ' "του. 

πο ξεως τν . τς δν λαο πο, ἓν ποτ το χσαατος 


με 


τν ος 5 
{ . - .. . » . νο οι .» 4 4 - --.ο - 
- (ες . 4 .» , } . η 5 ἃν - ἃ ἅτα 5. 5. . ὁ τέ- 
ν , . . μα ω- |. 
... μον λο ας. μι α κ πο ορ 5 ώς νο αι δὲ σα κα- 
. - α» - . 
... . μμ. μα .. | . κα κ. -- . .α ή μψα 7 ε [{ 
» φ λά 
.- πε τς κι κι Ἡ- εν Ἑ αι ον Σὸ ο ασ δε} υστε- 
- -, ο... . : .” ἵτυ κ. σεσσς 
ΙΝ 4) . . .. . 
Ν -ὰ ᾱ ὁ Αλ ο ο σσ αν νους δν ος ο ὁ ξ ο τς ο «τον 
α η - - 
ο τον ας νο σἃς ο ο πα ος Ἐν νο ος 
μ αν . . . Ν «. 
Ν Ἡ - - . 
κ λ. 9 Γ . ο" Γ π . κ. 5 . α παν . - μνν ως . ᾽ . μα που ὃς - 
- - . ι ὦ - 
. - . . . π [] Ν ” - ἄ ον κ- . . Ἂ, ο ο ο. ..- 5 ξν - 53 
Ν 8 κ 
ον ΝΔ Ἆ ι Ε....-- 
μυ. 
- . - --α - -- 
ολλ .---- ο ντ καστ ετας αἲ- 
-- 
-- 
-” 
λ . 


ον 


κ ανω 


ων. 


Ες ὼ ΒΙΒΛΙΟΝ 4) 


κτον. ὁ παρθνοακατγς του θὰ περιεῖχεν ἕνα το. λαγίστου ἐκ τῶν τα- 
λα ὃν ο δ. 998). 

. ὴ} Κὰν ὁ: ὁ παρορεαστὴς κοιν τὃ ἀναχώλεε κἶασματες περιέγη τὸν ἕ- 
σερ)" τον παρα των ὃ ὃ ᾧ ἡ ααὶ ἀμφοτέεις. περιέγη δὲ απ.ζὴν αὐτῶν 
ααξ ἀ.ένὲς σαραλολτας, Τὸ α.ζχσμα τοῦτο παρανει μιαεόν περιοδικέν. 

Τὲ αλασωα τοῦτο. ὥς αὖ τεεπόμενον ακς:δῶς εἰς δεχαδιχὸν [ἐδ. 
δ10λ. θα πασαοτ τεσιοδικί ὃν Αλεκα δτε έν τατάνε: Ἆξ αικτόν" διότι, 
ἂν πασθιαεν ἆσλονν. ὲν ὃα πεσιεῖχεν 5 ταςονοααστγς τον Οὓτε τὸν 
τα-ανσντα Ὁ εὖτες τὸν τασα:Ἔντα ὃ ολ. 99 ἆ 
ε, ος πει κ ὠκα δαν α.ἑασωι πορατεται ἔκ τινος κουεὸ 
αξτο ετος. ἅτε ἀπιτκές ννν ἅπασαι αἱ μένα ες αξτεῖ ἑμοξ .αμέα- 
. «έν αι ἐξα ο ντα. α σον ἑαδνα. οὐ παζτα τὰ πειοδισὰ ψηφία εἶγε 
ν. Ανς ταῖσα Ξ ομλενος απισος αἑαζκατς παρώντεται παὶ [δςτωγ 
ἄλλες ἂν οὐ να δες ὁκασα. «ετολεῖσαι. οενατ.τεέ δα ἀρεβαςς. ἁχι- 
Ὁρ ον ο) τὰ ὅσα ὃς ἃκρ κοιν ὃς τω ἀ-ατωο. 


τησ σος ἄστησο, / 


πο 


χο ες ωστε τινα ὃς τινος Ἔαντα τα οταυς Ετνς Ὁ. ἔτοι 


εοος ὅτε τὰς ας ἕωι ἃ ωτ ἔστων τον πάσα τντα Ὁ αν 
ἀα - 


ν . ὲ - σ α ει .: ε η ων ῃ 
ΔΑ οι Ἀννδων τω τος ο ἃδ ο ασαοςε ας α.τῆς α-ᾱ απνάς. 


ὄ οι Ἆς εν Ἑδζων τῶν ὸ τωταν ὃ «ξξων στ πια Εν σὺν 


. 
--- - 


αντ οὔπτν, ᾱ «νλκττς ε. τᾶς ἐς ενιξ τι τι πίης τῶν «ταασι 


. - - - 
ο αν. ο δε Ὁ δα. τὃ ὃν εδ” πε ἙἝξδςσδνις ξωιμ ξε το, ποστ απ 


ο σ ς  Ὅδοπος κωδ στο τ δλδ απ. 
ι εν 


α κ 
- ο» Ἕλο ς ον 


ρ., 


ιτ 
ν Ν α α - . - - . 
διν δλ.ς ξ ἃις Ἑπσουσλον Ὁδ ο λα ων ο ο σοι 
ιν . 3 ι - 
οσον σσ σον Αδσοσις πτυ αθώο. ο σστςσπ στ πι τεσαπα-ι ἐκ 


-... . κα 
δες ὃν ον ὃν λοεοορ ο τε. 


Ν Νο σ ο” Ὁ ὁᾱ 
κο ον πο 
ε.α ὃ. 
α 
Ν . 
. ιν .. - κ» πο ο πο ν ο θπης -- - κ. ολη σος ο ο ἆς 
λα. 


ί 
να. 


/) 





μη) ΒιΏλιον Ε΄ 


Ἑτίοης διὰ νὰ ἀποφύγωσι τοὺς λίαν μεγάλους ἀριθμούς, οἵτινες 
προκύπτουσιν, ὅταν τὸ ποσὸν εἶνε λίαν µέγα ὡς πρὸς την ἀρχιχὴν µο- - 
νάδα, ἔλαθον ὠρισμένα τινὰ πολλαπλάσι« αὐτῆς ὡς νέας µονάδας:;» 
καὶ ἴδωχαν εἰς αὐτὰ ἴδια ονόματα. Ἐν, παραδείγματος χάριν, πρό--- 
χειται νὰ µετρήσωμεν τὸ µΏχος ἑνὸς τοίχου, ἀρκεῖ ὁ πῆχυς. Αλλ.« 
ἐὰν ἔχωμιν νὰ µετρήσωμεν τὴν ἀπόστασιν τῶν ᾽Αθηνῶν ἀπὸ τῖςς-- 
Κωνσταντινουπόλεως, λααθχνομεν {000 κπήχεις ὡς μίαν µονάδα, τ-- | 


ὁποίαν ὀνομάζοι 


οµεν στά», καὶ δι αὐτῆς ἐκφρἆζομεν «ὖν ἀπόσταδιυ». 
Κατὰ τὸν τρόπον τοῦτον ὄνναται ποσόν τι νὰ παριστᾶται δι ἀρε- 
[] 
θιμοῦ συγκειικένου ἐκ πολλὠν ἄλλων, ὁμοειδῶν μὲν. ἀλλ ἐγόντων ὃ-κχ- 
ν ὐ | Ἱ [] [] 4 
φέρους μονάδας καὶ διαφορα ὀνοματα. Ὁ τοιοῦτος ἀριθμὸς λέγιτα: 
εν μαενς αρι. σον 
«3» Ἐκ τούτων ὀδτγούκεθα εἰς τὸν ἑξης :ομεν. 


αμ κεὸς ἂν «ὅ ὃς εὖνε ᾱι ι”μὲς συν ὔετες ἐξ ἀζζων. τῶν ἁπτοίων αἱ 


ὠ.:. 


αζλλέδες ἐὼε πο ζἑατέζασα μιᾶς ἂργικῆς µεγαᾶες η µέρη αἰτῆς, ἔ- 
λες. Γον ὄνομα ἔκασο. 
Οἷςν ὃ καλες και ὃ ΜΗ Ἄσακωτα εἶνε 5ο: μ.. τς ας μες. 


ΣΗΝΣ.ΟΣΙΣ οἱ συ αἲν εἷς ἄσιδας. ἔινξ σσντοτ 5ο πεακσταεν»:. 
. Ἐν .. ΙἩ ν - 
Μονάδες οιάδσς ος καὶ ὀνοωατα αὐτῶν. 


Τα ὀναςεσα ἔθιν Δεν Ἱπαδανσυοςι ἂν ἑκαστον πόσον ουτε τὸν αὺ- 
την δΕγΙνὸν μοναδα σοτὲ τας αυ τὰς πι δναίσετεῖς α..τὸς (σνον διὰ 
την αξτοσον τες }5ενς- Χα πτς ες σέςε-ἃς τὸ Χ.κὸςυ ἔξες-αττσαν 
ᾱ. Άν τὰ αἲν λες ες παντα τα πετοιτ. αι ἔξι-  ἃἎις τοῦτο ἔχθι- 
--ε..εν ἓν ος επόώξλος τα Χως-α "ές ελ” ωλ σα ασ ων. αχρῖστα δε 


ἔδα συ ακὶς εξ ο τα κα. ενα. 


-. 9 .- »- - 
ν- λαθος κα κ. .» κ 
νι μ 


ἓν δυικὸν εν ἃ ρα νσινος Ἑᾶσις- 


ο ο ο. ϱ.”-... Ἱ µσνας αὖτι 

»  Ἆνι-ς σος 3 δα ὧν ον "ος Στ - ͵ λος νο σωις ὥστε ντ σε 

ὁ Εξ οτ.  τὸ  ος λντος ὃς ον ὃν ὅΑ οὖσ ο ὄνος .. δΙ  µεσςδᾶ. 
ας » . 3 ὃν, ο ο ος ον ὃ ες" ο. .) κα . γα», - 


ΣΥΝΝΜΙΓΕΙΣ ΑΡΙΘΜΟΙ ΜΗ 
Μέτρον ἦ βασι.ἐιχὸς πῆγυς, ἀρχικὴ μονάς᾽ 


ατα. άμη η τοῦ πῄγεως. δτίδιο:ΞΞ 1000 µέτρα 
«άκτυ.ζος---- τς τῆς παλάμης) 


)ραμμὴ --τοτοῦ δακτύλον. 
Κατὰ ταῦτα εἶνε 
ἱπήγ. --- Ι0παλ. --- {00δακτ. ---- 10001ε. 
1παλ. --ὺ- [(δαχτ.--- 100γο. 
1δα»τ. --- 101. 

Τὸ ἀπέναντι σχῆμα παριστᾶ παλάμην διηρηµένην εἰς ὃα- 
κτύλους. 

Καθὼς βλέπομεν αἱ ὑποδιαιρέσεις τοῦ μέτρου εἶνε δεκαδι- 
ιαί τοῦτο δὲ ἐγένετο δ.ὰ τὴν εὐχολίαν τῶν πράξεων᾽ διότι 
κᾶς αριθμὸς παριστῶν μῖκος, τοι συγκείµενος ἐκ µέτρων, 
ταλαμῶν, δαχτύλων καὶ γραμμῶν, παρίσταται καὶ ὡς δεχα- 
δικὸς ἀριθμὸς ἔχων ἀχέραιον µέρος τους πήχεις, δέχατα δὲ -. 
ρὸν ἀριθμὸν τῶν παλαμῶν, ἐἑκατοστὰ τὸν ἀριθμὸν τῶν δα- 
ιτύλων καὶ γιλιοστὰ τὸν ἀριθμὸν τῶν γραμμῶν' 
ἷον {Ὀπήχ. 9παλ. ὁδακτ. Ὀγραμ. πήχκ. εἶνε--1δ,}9ῦ. 

Ἑπομένως αἱ πράξεις ἐπὶ τῶν συμμιγῶν τούτων ἀριθμῶν 





ενάγονται εἰς τὰς πράξεις τῶν δεχαδικῶν ἀριθμῶν. 

Ὁ δεχαδικὸς ἀριθμὲς 15π , 250 ἀπαγγέλλεται χατὰ τὰ περὶ 
ἁπαγγελίας τῶν δεκαδικῶν ἀριθμῶν εἰρημένα (ἐδ. 9/9) καὶ ὡς ἑξῆς' 
1532 παλάµαι καὶ δῦ γραμμαί, ἢ 15355 γραμµαί, ἡ 19599 δάκτυλοι 
καὶ ὃ γραμμµαίἰ, κτλ. 


ο) Τεκτογικὲς πῆχυς. 


Ὁ τικτονικὸς πῆχυς εἶνε τὰ Ἰῶ ἑκατοστὰ τοῦ μέτρου µεταχειρί- 
ζονται ὃ) αὐτὸν εἰς τὰς οἰχοδομὰς καὶ εἰς τὰ οἰκόπεδα. 


Ὁ ) Πήγεις τοῦ ἐμπορίου. 


Εἰς τὸ ἐμπόριον διὰ τὴν µέτρησιν τῶν ὑφασμάτων µεταχειρίζονται 
τὸν μικρὸν πῆχων τῆς Κωνσταντινουπόλεως, ὅστις λέγεται ὁ δεζὲ καὶ 


ΙΤ ΒΙΒΑΙΟΝ Ε΄ 


εἶνε ),πήϱ 048 (τοι θ48 χιλιοστὰ τοῦ γαλλικοῦ μέτρου) καὶ τὸν 


με αλητερον, θστις 
ὃ ῥούτια. 


1) 


ἔχχττος τούτων εἰς 
Ο,γυά. 


ἃ 


Ἡ τουνιὰ εἶνε παλκαιοτέρα άβΥΙΧΥ αλνὰς 


Ὀρνυιά, ἀθχικὴ αονᾶς 


ποὺ. - 





Δΐώτε ἐς------ 


- 


ι. 





αγ τοῦ ὄκκτυλςυ. 


Ἡ νοέσις τὸς 


ο κά 


Ὀσυνιᾶς Καὶ 


-οῦ 


- -”-. 


λέγεται ἁρσίν. χαὶ εἶνε 0. 669: διαιρεῖται δὲ 


΄ - Μ 9 9 
αὔχους" ἔχει δὲ τὰς 


. . -» κ ν 
χίσεσέων Σ)Της ΤΟΥ:σεν ὥδη 


ο ὃν 


πα 9 - . ἱ 4 υ 
νὰ ονσταὶ σπανιωτεςΣ. Η χεσις α»τᾶς τοις τὸ αέτρον εἴνε τι ἐξης 
. ν - « ... -ὖ ος 
ἐκδ τῇ οτ. 919) ναι: [ως τος. Επ. [[τοαμ.-..-- 
000 
σος ας μἲτ. Αάδα. 
Ἂν . 
Μονοςὸ ἐπιδανείας. 
- - κ - 1 - . 3 
ἡ τινας τσάδο δις λλξις χο ἄν δίὸ ο τετ -ᾱ  ωνον. ο οτουυ 
ν ιο . - Ὁ Ἀ - 
Ψ τὶς ζὰ ἑίιε σο αξ τὸν ὄσνα ὃς τος ἄτες.ς. 


κ. 


ἔτ.ισΣισιΣ ἔσιτε 





αὉ κα ω - ν 5 ά 
Ενα δε τὸ τὲτο Σων ἃγς τεσπελε-σαένν ὑπὸ τες- 
- ν » - - κ " κ 
δδδων ὃν ἐν σεν. ἂν οπσοοας πο Ἀτοφτον οσοᾶς Ἵωνιας 
. - ᾳ 
ὃς, Ν η Σο, . Ν 
ο αμ κ... ο. ΕἕταεὉο ε.α. 
- ν ” ουςσ....... 
σα Ἀσ δνοος ος ἀπ ον πο πο σδ τν ὃ 
5 - ο π ο ”---υ-ᾱ--- 
δω... «ςΛ ο πλ -ὃ- 
«ὶ - π- 
9 αν» ..) 7 κ ” . ας } ες" Σ.δ. μις 
. τσ: - ππ... ὅσα. 
τὰ ς ο ο ὃς ως απ ος ο πᾶξ.ςσΣ ἃς ᾱ 
ο πττα Ἱτσκὰὼς εις ὃὲ -- ----“---- 
. 1 
στ Ασ Νο κ τον κασσοτο τος τες ει... 
Ῥο δν ν.  Ἑλο δν ὁ νὰ στ ντ ος. | 
δαν... ΕΣΑΣ δλδ ο δν ἂν νο νο ο ος 
.. δν ὔ ς δν απ δν ος ο ὃς κα. ο ος ὃν 
κ ' 
ὔλς Ελ ΑΣ ασ τσ ον ο στ σὸ ὄσπο ον πότιν κα; ούαςτς 
ου ὃς . -α ο -- ὃ ο δω Νο λος Ἆ - 
λ «σσ ο ο Νιλ ΤΝ -- σε ποπ σςῖασωνα Ἔσφοο- 
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ἁρμόσωμιν (χκτὰ τὰς µεγχλητέρας πλευράς των), θ᾽ἀποτελεσθῇ ὁ τε- 
τραγωνικὸς πῆχυς' ὥστε ὁ τετραγωνικὸς πῆχυς περιέχει 10Σ«10 ἤτοι 
{100 τετραγωνικὰς παλάμας. | 
Τετραγωγικὸς δάκτυ.ζος λέγεται τὸ τετράγωνον, τοῦ ὁποίου Ἡ πλευρὰ 
4 


4 
εἶνε εἷς Δάχτυλος (--- {0 τῆς παλάμης [ῃῃ τοῦ μέτρου): εἶναι δὲ ὁ 


1 
τετραγωνικὸς Δάκτυλος τὸ (00 τῆς τετραγωνικῆς παλάμης καὶ τὸ 
1 


πιἩ τοῦ τετραγωνικοῦ πῄῆχεως. 


Καὶ ἐνταῦθα αἱ ὑποδιαιρέσεις εἶνε δεκαδικαἰ, ὥστε πᾶς ἀριθμὸς 
παριστῶν ἐπιφάνειαν, τοι συγκείµενος ἐκ τετρ. πἠχέων, τετρ. παλα- 
μῶν, τετρ. δακτύλων, γράφεται καὶ ὡς δεκκδικὸς ἀριθμός' 

οἷον ὧτ. πήκ. {0τ.πλ. ὁτ. δαχτ, γράφεται ὃτ. πήχ. 19039 
ἀπαγγέλλεται δὲ (συαφώνως πρὸς τὰ ἐν τῷ ἐδ. 219 εἰρημένα) κατὰ 
πολλοὺς τρόπους" π.χ. ὃ τ. πῆχεις, 10 τ. παλάµαι καὶ 3 τ. δάκτυ- 
λοι, ἢ 95 τ. παλάμαι ναὶ 2 τ. δάχτυλοι, ἡ 91509 τ. δάκτυλοι. 

1 εκτονικὸς τετραγωγικὸς πῆγυς εἶνε τὸ τετράγωνον, τοῦ ὁποίου ἡ 
πλευρὰ εἶνε εἷς τεκτονικὸς πῆχυς᾽ εἶνε δὲ ἐν χρήσει διχ τὴν μέτρησιν 
τῶν οἰχοπέδων. Ἡ σγέσις αὐτοῦ πρὸς τὸ τετοχγωνικὸν ψέτρον εἶνε ἡ ἑξής 


9 
| τετρ. τεχ. πῆχυς---τς τοῦ τετρ. υέτρου 
4 φ [ό Γὸ 16 ο , 
καὶ ἑπομένως | τετραγων. µέτρ.---τ τοῦ τεχτ. τετρ. πῆχεως. 


Διὰ τὰς µεγἆλας ἐπιφανείας μεταχειρίπονται παρ᾽ ἡμῖν τὸ βασι.1ι- 
κὸ' στρέμμαξξΞ 1000. τετρ. μέτρα. 

Εὰν νοηθᾷ τὸ βασιλικὸν στρέµµα ὡς τετράγωνον, Ἡ πλευρά του 
θὰ εἶνε ὡς ἔγγιστα «1μέτρ. 063 (κατὰ προσέγγισιν πρ) 

Τὸ πα.ζαιὸν στρέµµα εἶνε τετράγωνον ἔχον πλευρὰν Ὁῦ μικροὺς πη» 
χεις τῆς Ικωνσταντινουπόλεως. 

Εἶνε δὲ τὸ παλαιὲν στρέμμα ἴσον μὲ {1,21 βασιλικὰἁ οτρέµαατα. 

Ἡπουμένως τὸ βασιλικὀν στρέµµα εἶνε ἴσον μὲ 0,181 τοῦ παλαιοῦ 
στρένματος. 

Μονάδες ὄγκου ἵι χωρητικότητος. 
ἉΤονχς τῶν ὄγχων λαμθάνεται ὁ χύθος, τοῦ ὁποίου }; πλευρὰ εἶνε 


ΙΩΑΝΝΟΥ Ν. Ἀλτύίσακι, ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΡΙΘΗΗΤΙΚΗ 12 
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μμάς τινας τῆς ἐπιφανείας ἢ τοῦ ὄγκου καὶ ἐξ αὐτῶν εὑρίσκομεν 
τοῦ λογαριασμοῦ, πόσας μονάδας ἔχει Ἡ ἐπιφάνεια ἢ ὁ ὄγκος (τὰ 
ἱὶ τούτων διδάσκει λεπτομερῶς η Γεωυετρία). 

Μονάδες βάρους. 
λι Γάλλοι παραδεχθέντες τὸ µέτρον ὡς ἀργικὴν μονάδα τοῦ ψήχους 
έτισαν πρὸς ταύιην καὶ τὰς λοιπὰς µονάδας ὅθεν καὶ τὰς µονά- 
τοῦ βάρους. Διὰ τοῦτο παρεδέχθησαν τὰς ἑξῆς μονάδας βάρους. 
Γραμμάριο», ἡ δραχμὴ ((6γαπηπιθ). 
7το εἶνε τὸ βάρος ὕδατος, ὅσον χωρεῖ εἰς ἕνα κυθικὸν δάκτυλον (τὸ 
ὑρ πρέπει νὰ εἶνε καθαρὸν καὶ ἀπεσταγμένον καὶ εἰς θερμοχρασίαν 
Ι βαθμῶν τοῦ κοινοῦ θερμομέτρο»). 
Χ,.ιόγραµμµον (ΚΙ]οσγαπιπ]θ)--- 100 γραμ ωάρια. 
Τὸ χιλιόγραμμον εἶνε τὸ βάρος τοῦ ὕδατος. ὅσον χωρεῖ µία χυθικη 
λάµμη, τοι τὸ βάρος μιᾶς λίτρας ὕδατος. 
Τόγγος λέγεται τὸ βάρος χιλίων γιλιογράωµον, Ὠτοι τὸ βάρος τοῦ 
ετος. ὅσον χωρεῖ εἰς ἓν χυθικὸν µέτρον. 
Τὰς µονάδας ταύτας τοῦ βάρους παρεδέχθησαν καὶ οἱ Βέλγοι καὶ 
Ὀλλανδοὶ καὶ οἱ Γερμανοί, πλὴν τοῦ ὅτι ἀντὶ τοῦ χιλιογράμμου 
ταχειρίζονται οἱ Γερκανοὶ τὸ φούντιον (Γ/[ιης]), ὅπερ ἔχει βάρος 
0 γραμμαρίων. 
Παρ ἡμῖν καὶ παρὰ τοῖς Γούρχοις μονάδες βάρους ἐν χρήσει εἶνεαί ἑξῆς' 
᾿Οχᾶ ἀρχικὴ μονὰς Στατὴρ--/ 4 ὀχάδες 
Δράμιουτ τῆς οκᾶς. 
Ἡ σχέσις τῆς οκᾶς πρὸς τὸ χιλιόγραμμον εἶνε ἡ ἑξῆς) 
Ι οχᾶ-- Ι 268) γραμμάρια. 
Ι δρἀµ.ΞΞὰ -- γβαμμάρια. 


| 
Τὸ δὲ Γιλιόγραμμον εἴνε ο) --. 5’ δράµια---θ), 1. ων τῆς Οχκᾶς' 


λίτρα ὑδχτος εἶνε λοιπὸν 3ἱ 9 δρωμα 


Μονάδες νομισμάτων 
(Ελ λπνικα{). 
Δραγμὴ αρχική µονάς. πε,τάὑραγμονῦ δραχμαὶ, 


! 
«ζεπτὸν τη τῆς δοαχυῆς. εἰχασάδρα] μοΞΞ 20 δραχµαἰ. 


150 ΒΙΒΛΙΟΝ Ε 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Περὶ τῶν νομισματικῶν μονάδων τῶν διαφόρων ἔθι--- 
ἰδὲ µιχκράν µου ἀριθαητικήν. 

Μονάδες χοόνου 
(ἐν χρήόει παρὰ πᾶδι τοῖς πεπολιτιὀμένοώἈἔθνεδιν). 

Ημέρα ἢ }υ]όήμερογ ἀρχικη µονάς. ΜὴγΞ-ὸ( ἡμέραι. 

σ 1 -. « ΄ ” -ο  - 

Ώρα---ος τῆς Πυψέρας. ΕτοςΞ 12 μῆνες-Ξ 9θὸ ἡμε ρει 

ϊ 


4 
Λεπτὸν πρῶτο-ξ 0 τῆς ὥρας. 


{δεπτὸγ δεύτερογΞ-- π τοῦ πρώτου λεπτοῦ. 
) 








Παρατήρισις. 


Οἱ μ.ῆνες ἔχουσιν ἄλλοι μὲν 0, ἄλλοι δὲ 51 ἡμέρας: ὁ δὲ Φι- 
θρουάριος ἔχει 28 διὰ τὰ κοινὰ ἔτη, 29 δὲ διὰ τὰ ἐμθόλιμα ἢ δΐ: 
δεχτα, ἅτινα ἔχουσι 306 ημέρας, ἐν ᾧ τὰ κοινὰ ἔχουσι ὀθ5. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Τὰ πρῶτα λεπτὰ σημειοῦνται διὰ μιᾶς ὀξείας. οἶν 
90’: τὰ δὲ δεύτερα διὰ δύο' οἷον 10. 

Κατὰ τὰ προηγούμενα εἶνε 

{1μ.ς--) ἀὥρ.---144101---δ0 400” 
]ώρ.-- θ0:-- ἀθ00” 
Ἱ--ὺ- ο” 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἡ ἐργάσιμος Ἡμέρα θεωρεῖται ἴση μὲ 132 ὥρας, ἐκ 

ἂν εἰς τὸ πρόθληυα ὀρίζηται ἄλλως. 


Διαίρεσις τῆς περιφερείας. 
(παραδεδεγµένιι ὑπὸ πάντων τῶν πεπολιτιόµένων ἐθνῶν). 


[Πᾶσα περιφέρεια κύκλου διαιρεῖται εἰς 960 αέρη ἴσα, τὰ ὁποῖα 
λέγονται μοῖραι. Ἑκάστη μοῖρα διαιρεῖται εἰς 00 .επτιὰ πρῶτα καὶ 
ἕκαστον λεπτὸν πρῶτον εἰς 00 .Δεπτὰ δεύτερα. 

ΣΙΙΜΒΙΩΣΙΣ. Αἱ μοῖραι σημειοῦνται δι᾽ ἑνὸς μηδενικοῦ, ὅπερ γρά” 
Φεται ὀλίγον ὑπεράνω καὶ δεξιὰ τοῦ ἀριθμοῦ, οἷον 190: τὰ πρῶτα 
λεπτὰ δι’ ἑνὸς τόνου καὶ τὰ δεύτερα διὰ δύο: οἷον 940 48’ 39”. 





18.2 : ΒΙΒΛΙΟΝ ε᾿ 
Διάταξις τῆς πράξεως. 


Πρὸς εὐχολίαν διατάσσεται ἡ πρᾶξις ὡς ἑξῆς᾽ 
/8στ. 9 9ὀκ. 9 50δρ. 


"ρ9θ0ῦ5ρ. 
200 
"Ἀρθββθδρ.---βα. «9. 9808ρ. 
«5.216. Γὰν ὁ συμμιγὴς τεραπῇ εἰς µονάδας ἄ-λζης τάξεως (ἄνω- | 
τέρας τῆς τελευταίας), γέγεται κ.ζασματικὸς ἀριθμὸς ἢ χαὶ µικτός. | 
Ἔϊστω ὡς παράδειγµα ὁ συμμιγὴς ' 
Δημ. 10ὁρ. 18᾽ 39’. | 
ὅστις πρόχειται νὰ τραπῇ εἰς ἀριθμὸν ὡρῶν. | 
Δἱ μὲν ἡμέραι χαὶ αἱ ὦραι Ὑίνονται ἀχέραιος ἀριθμὸς ὡρῶν, ὡς | 
ἀνωτέρω διελάθοµεν, εἶνε δὲ 4ἡμ. 1 θὦρ.---(945«4) -{- 10Ξ-- 106 ὧραι' | 
τὸ δὲ ἄλλο µέρος τοῦ συμμιγοῦς (ἤτοι τὰ 48᾽ 99’) τρέποµεν πρῶ- , 
τον εἰς δεύτδρα λεπτά, ὡς ἀνωτέρω διελάδοµεν, | 
48’ 99’ '--(600/’«48)-|-92’Ξ-2880”"-1- 9253-2912’. | 
Μένει ἀκόμη νὰ τρέψωμεν τὰ 32913’ εἰς ὥρας (Ἠ εἰς µέρη τῆς 
ὥρας)' πρὸς τοῦτο ἀρκεῖ νὰ µάθωμεν, πόσον µέρος τῆς ὥρας εἶνε τὸ 
1’: δηλαδη πότα δεύτερα λεπτὰ ἔχει µία ὥρα, 
μμ Ρ͵.ᾷᾧᾷ--. 


᾽ ι λ 1 μ- 9 .. Σ 2912 
Επειδη λοιπὸν τὸ {΄΄ εἶνε τὸ :--- τῆς ὥρας, τὰ 2919 ᾿ εἶνε στ 


τη 
τῆς ὥρας. 
Αρα ὁ δοβεὶς συαμιγῆς ἐτράπη εἰς ἀριθμὸν ὡρῶν 
9913 798. - 185 
106 ορ ἤ 106 600 Ἡ 100 ρα 


πλ}. [κ τούτων συνάγεται ὁ ἑξῆς κανών. 


τν 
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Διὰ νὰ τρέψωµεν συμμιγῆ ἀριθμὸν εἰς ἀριθμὸν μιᾶς µογάδος του, 
τρέποµεγ τὰ µέρη, ὧν αἱ µογάδες εὖνε με)α.λήτεραι τῆς δοθείσης, εἰς 
ὄγα ἀχέραιο» ἀριθμὸν τῆς µογάδος ταύτης τὰ δὲ µέρη, ὧν αἱ µογά- 
δες εἶγε µικρύτεραι, τρέποµεν εἰς κ.άσμα τῆς αὐτῆς µογάδος. 

Πρὸς εὕρεσι»' δὲ τοῦ κ.ἱάσματος τούτου, τρέπομεν πρῶτον τὰ ῥηδέντα 
µέρη εἰς τὸ τεζευταζον ἐξ αὐτῶν καὶ ἔπειτα ὑπὸ τὸν προκύπτοντα ἁἀρι- 
ϐμὸγ γράφοµε» παρογομαστὴν τὸν ἀριθμόν, ὅστις δεικγύει, πόσαι µο- 
}άδες τῆς τε.ζευταίας τάξεως ἀποτε.ζοῦσι τὴ» ὁρισθεῖσαν μονάδα. 


Παραδείγματα. 

Ι Ὀὁν 9 205ο ρ οᾳ Ἱὰ τος ὀκᾶ 

) 9Ἠ. θ.Ξ-- τοῦ Ἡ ο 5σᾳ τῆς οκᾶς. 

Ὁ αὐτὸ .. 9990 1 
αυτὸς συμμιγΏς εἶνε  Ἁπριτοῦ στατῆρος ση 
: 908 121 

9) 30ρΥ. ὃπ. ϐθδ. Ὥ4]ρ. -- ἁπτὰ, » Φ1ῷ τῆς οργυιᾶς' 

, ν 9 9 φ Τ6 γι 

ὁ αυτος συµµιγης εἴνό --- Ι5 ης [ο σς Ἡ τοῦ ποδός' 

ὁ αὐτὸς συμμιγῆς εἶνε «---Ι8δθ ς Ὥ (86 - Ὢ τοῦ δακτύλου. 


ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἐν τοῖς προηγουµένοις ὑποτίθεται, ὅτι ὁ συμμιγῆς 
σύγκειται ἐξ ἀκθραίων ἀριθμῶν. Ἐνίοτε δυνατὸν νὰ ἔχη καὶ κλάσμα 
τι τῆς χατωτάτης ὑποδιαιρέσεως, ὡς π. χ. ό μη 


Ωστ. { 5οκ. 9θδ5ρ.3 -- 
Διὰ νὰ τρέφωµεν τοῦτον εἰς ἀριθμὸν ὀκάδων, αρα τηροδμεν, Ότι 


: : 5 , 
ὃσε. [δὸκ. θὰ, 96δδρ.--{[ᾷ τῆς ὀκᾶς' 


4 .ο ὃ ῃ -- -. μμκ.α 1 - , ως 
3 τοῦ ὁραμιου υ.ς τοῦ Ίδῃ Ὢ {ορ τῆς οκᾶς 
900 ! , 
ὥστι ὁ δοθεὶς συμαιγΏς εἶνε {929 ορ Ἔ προ της Οχας 
του 
ἶ 106 τοσῃ πι 


Τροπὶι κλασματικοῦ ἀριθμοῦ είς συμμιγῇ. 
«29169. Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ποόχειται κλασματικός τις συγχεχρι" 


φ Ἱ |] 9 Π 9 ΄ 
μένος αριθµός, οἷον ὁ τς τῆς οκᾶς, νὰ τραπῇ εἰς συμμιγῆ ἀριθμόν. 
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Παραδείγματα. 
στατ. ---θὀκ. 1θ0ὸς. 
ὥρας --- 1ώρ. 20’ 


ημέρας --ὸούρ. δ΄ ἃ 


-ᾱ[οοο| ωο- ο 9) 


Πράξεις συμμιγῶν ἀριθμῶν. 
ΠΡΟΣΘΕΣΙΣ 


«δ 440. ᾿Η πρόσθεσις τῶν συμμιγῶν Ἠγεται ὡς χαὶ ἡ πρόσθεσις 
τῶν ἀχεραίων δη.ζαδὴ προσθέτ,µεν Τωριστὰ τοὺς ἀριθμοὺς ἑκάστης τά- 
ξεως ἀργίζοντες ἀπὸ τῶν μονάδων τῆς τε-ευταίας. Καὶ ὅταν μὲν τὸ 
ἄθροισμα τῶν μονάδων μιᾶς τάξεως δὲν ἀποτείῇ µίαν µονάδα τῆς 
ἀμέσως ἀγωτέρας, }ράφομεν αὐτὸ ὁ,όχ.ηρογ, ὅταν ὅμως ἀποτε-ῇ, 
τότε διαιροῦμε) αὐτὸ διὰ τοῦ ἀριθμοῦ, ὅστις δεικγύει, πόσαι µογάδες 
τῆς τάξεως ταύτης ἀποτεοῦσι μίαν τῆς ἀμέσως ἀγωτέρας, καὶ τὸ μὲν 
ὑπό όιπο» ἠράφοµεν εἰς τὴν θέσιν τοῦ ἀθροίσματος, τὸ δὲ πη.{ἐχογ 
ἐγοῦμεν μὲ τὰς µογάδας τῆς ἀμέσως ἀγωτέρας τάξεως. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Πρὸς εὐχολίαν γράφοµεν τοὺς προαθετέους τὸν ἕνα ὑπὸ 
τὸν ἄλλον οὕτως, ὥστε οἱ ἀριθμοὶ τῆς αὐτῆς µονάδος νὰ εὑρίσχωνται 
εις τήν αὐτὴν κατακόρυφον στήλην. 

Ὅτι δὶ πρέπει νὰ εἶνε ὀμοειδεῖς οἱ προσθετέοι, ἐννοεῖται ἀφ᾽ ἑαυτοῦ. 


Παραδείγματα. 
ἱοώρ Ὁρ' 40’ 
θ 0’ 38” ΙΜατ. ἠθ9κ. 4508ρ. 
[ο᾿ 198 9] ο 
Ί 10’ 43 2 20 
ϱ) δώρ. απ) ϱ΄ ϐϱ[στ. 20οχ. 19202Ρ. 
ΑΦΑΙΡΕΣΙΣ 


«δ4Ἡ. Καὶ ἡ ἀφαίρεσις τῶν συμμι}ῶγ ἢέγεται ὡς χαὶ ἡ τῶν ἀχε- 
»αίωγ᾽ δη.ἐαδὴ ἀφαιροῦμεν ἕκαστολ ἀριθμὸν τοῦ ἀφαιρετέου ἀπὸ τοῦ 


Ἰντιστοί]ου ἀριθμοῦ τοῦ µειωτέου, ἀρ]όμεγοι ἀπὸ τῶν ἀριβμῶν τῆς 
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Διάταξις τῖς πράξεως. 


Ισ. ἡ{[5ζόκ. 958βδρ. 
ο... 1 Κατάταξις 
19στ. 180οκ. 9000δρ. 
80005Ρ. ---Ἰόκ. 39005ρ. 
1θστ. 11. 900δρ. [8 1όκ. ---ᾖστ. Ι 1ὸκ 


ὥστε τὸ Ὑινόμενον εἶνε 1θστ. ή11ὀκ. 32005Ρ. 


9) Διὰ νὰ διατρέξητις ἓν στάδιον, χρειάζεται {ῶρ 10’ 15” 
πόσας ὥρας χρειάζεται, ἵνα διατρέξη 325 στάδια ; 


ὧν. ο’ 1” 
20 Κ ατάτσξις 
Ὡδώρ. 950 ορ 
915”---6' 15” 
Ωοῶρ Τδ τ” | 956' ---Δὦρ 18’ 


9) Διαίρεσις συμμιγοῦς δι ἀκεραίου. 

).43). Διὰ γὰ διαιρέσωµεν συμμιγῆ δι ᾽ἀκεραίου (ῆτοι διὰ νὰ µε- 
ῥίσωμεν συμμιγῆ εἰς ἴσα µέρη), διαιροῦμεν γωριστὰ ἕχαστον τῶν μερῶν 
του διὰ τοῦ ἀχεραίου (κατὰ τὴν γενιχὴν ἰδιότητα τῆς διαιρέσεως,ἐδ. { 90). 

Ὅταν δὲ ἡ διαίρεσις ἀριθμοῦ τινος τοῦ συμμιγοῦς ἀφῆσγ ὑπόλοιπον, 
τρέποµεν αὐτὸ εἰς µονάδας τῆς ἀμέσως χατωτέρας τάξεως χαὶ ἑνοῦ- 
μεν αὐτὰς μὲ τὰς ὁμοίας µονάδας τοῦ συμμιχοῦς, πρὶν διαιρέσωµεν 
αὐτάς. Διὰ τοῦτο ἀρχίζομεν τὴν διαίρεσιν ἀπὸ τῶν μονάδων τῆς ἄνω- 
τάτης τάξεως χαὶ προχωροῦμεν πρὸς τὰς μονάδας τῶν χατωτέρων. 


Παράδειγμα. 

Ας ὑποθέσωμεν. ὅτι πρόκειται νὰ µοιράσωµεν 200στ. Ι8ὸκ. 3505Ρ. 
ἑνὸς πράγματος εἰς 1ῦ ἀνθρώπους' τουτέστι νὰ µερίσωμεν τὸν συµ- 
μιγΏ εἰς 15 ἴσα µέρη. 

Κατὰ πρῶτον µοιράζοµεν τοὺς 2500 στατῆρας καὶ εὑρίσχομεν, ὅτι 
λαμθάνει ἕχαστος {6 στατῆρας καὶ περισσεύουν 10 στατῆρες. Τοὺς 
10 τούτους στατῆρας τρέπουεν εἰς ὀχάδας χαὶ εὑρίσκομεν 4410 ὀχάδας, 
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Ι2ώρ.ὸ«2δ80---δοθθώρ. 
45 σ«28ῦ-- 2106. 
ο0’’ Σ«280-- οαώρ. σ΄ 907’ 
ἄρα τὸ γινόμενον εἷνε ᾽ δὺ1]δώρ. ο / 20’ 
Διάταξις τῖις πράξεως. 
Πρὸς συντοµίαν διατάσσεται ἡ πρᾶξις ὡς ἑξῆς᾽ 


{26ρ. μα σ΄ 





950 
9θ/)ωρ. 
94 
5. 346’ δίδουσιν 140 
15 δίδουσιν 10 (1 δίδει Δώρ. 03 
ρρ' ) 30’΄ δίδουσιν ν, ϱ0᾿ 
ἱ  90’΄ δίδουσιν Ἱ.  ἃὃὙὃοδ ο 
γινόµενον 35 Τ94ὦρ. ϱ3᾽ 20" 
Παραδείγματα. 
1) Όστ. 9]ὸκ. 300δρ. 
320 
10600. 
φ Ι 
99όκ.---σ στατ. | 160 
. 
ὃς ὀχ. Ξξ τῶν ὁὲ οκ. 44) 
(14κ. δίδει 99 0ὁκ. ----Ἴσι. {9ὀκ.) 
1 ’ 
1005ρ. ---ι τῆς ὀκᾶς | Ι Ἀθόκ. 
γινόµενον 15) /στ. 9θὀκ. 
9) Πδρ. θθλε.. 
419 
9000 
πλ. οσο δρ. | 9υθ 
1()λ. ---- τῶν ο | 41 20 
ϱ δ() Τορ. ρ01. 


ΣΗΜ. Περισσότερα παραδείγµατα ἰδὲ ἐν τῇ πρακτικῇ ἀριθμητικῇ. 
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ϐ) Πολλαπλασιασμὸς συμμιγοῦς ἐπὶ κλασματικὸν 
καὶ ἐπὶ µικτόν. 


«δ460. 4ιὰ γὰ πονἑαπ.ασιάσωμεν συμμιγῆ ἐπὶ κ.άομα, πο.ζνζα- 
«ζασιάζομεν αὐτὸν ἐπὶ τὸ» ἀριθμητὴν τοῦ κ.ζάοματος καὶ ἔπειτα διαι- 
οὓμεν τὸ γιγόμµενογ διὰ τοῦ παρονγομαστοῦ. 

Παραδείγματος χάριν, διὰ νὰ πολλαπλασιάσω τὸν συμαιγή 


5 
μώρ. 10’ 90’ ἐπὶ τὸ χλάσωα εν 
) καὶ εὑρίσχω 1 δῶρ. 50 100’. 


πιιτα Γδιαιρῶ τὸ γινόµενον τοῦτο διὰ τοῦ δ καὶ εὑρίσκω 


1 ὦρ. ος οἹ' 4 ἃ 


|) , - «ο 9 
Τοῦτο δὲ εἶνε τὸ ζητούμενον γινόμενον τοῦ συμμιγοῦς ἐπίς 


πολλαπλασιάζω αὐτὸν πρῶτον ἐπὶ 


Διότι κατὰ τὸν ὁριαμὸν τοῦ πολλαπλασιασμοῦ (ἐδ. 109), διὰ νὰ 


] ! 
τολλαπλασιάσω οἰονδήποτε ἀριθμὸν ἐπὶ τ ἀρχεῖ νὰ λάθω τὸς κὺ- 


εοῦ πεντάχις, τὸς τοῦ πινταπλασίου αὐτοῦ. 


ΣΗΝΕΙΩΣΙΣ. Ἐνίοτε δύναται νὰ γίνη ὁ πολλαπλασιασμὸς οὗτος καὶ 
(ατὰ τὴν µέθοδον τῶν ἁπλῶν μερῶν. 

Ἐάν, παραδείγματος χάριν, «ἔχωμεν νὰ πολλαπλασιάσωμιν ἐπὶ 
2 το 
τ Ἑ καὶ πολλαπλασιάζοµεν ἐφ ἕ- 
χαστον τούτων χωριστὰ (κατὰ τὸ ἐδ. {740). 


5 ἀναλύομεν αὐτὸ εἰς δν καὶ 


ἀ .. 
Διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἐπὶ-σ, λαμθάνομεν τὸ ἥμισυ τοῦ πολ- 


2 
λαπλασιαστέου διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἐπὶ-ο, λαμθάνομεν τὸ ἡ- 
συ τοῦ πρώὠτου γινομένου χαὶ τέλος. διὰ νὰ 7 ιά εν ἐπὶ 
ισυ τοῦ πρώτου γινομ καὶ τέλος. διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμ 
Ἔ' λαμθάνοµεν τὸ ἦμισυ τοῦ δευτέρου γινομένου. 


94.9’. 4 :ὰ νὰ πρ. ζαπάασιάσωµεν συμμιγῆ ἐπὶ µιχτόν, πο. ἑαπ.ζα- 
σιάζοµε» αὐτὲγ πρῶτον ἐπὲ τὸν ἀχέραιον τοῦ μικτοῦ, ἔπειτα καὶ ἐπὶ τὸ 
κάσμα αὐτοῦ καὶ πρυσθέτοµεν τὰ δύο }ιγόµενα (κατὰ τὸ ἐδ. 174). 


4) Διαίρεσις συμμιγοῦς διὰ κλάσματος. 
«469. Διὰ }ὰ διαιρέοωµεν ουμμιγὴ διὰ κ-άσματος, ἀγτιστρέφο- 
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σας φοράς, ὅσα πρῶτα λεπτὰ ἔχει ὁ συμμιγὴς {5ώρ. 94’, τοι 93240 
Φοράς πολλαπλασιαστῆς ἄρα εἶν ὁ ἀχέραιος 9 90. 

Διὰ νὰ ἐκτελέσωμεν τὸν πολλαπλασιασμὸν συμμιγοῦς ἐπὶ ἄλλον 
τρέπομεν τὸν πολλαπλασιαστὴν εἰς ἀριθμὸν μιᾶς µονάδος (ἐκείνης, ἣν 
ὀρίζει τὸ πρόθληωα, δι ὃν λαμθάνεται ὁλόχληρος ὁ πολλαπλασια- 
στέος) χαὶ ἔπειτα πολλαπλασιάζοµεν τὸν συμμιγῆ ἐπὶ τὸν ἀριθμὸν 
τοῦτον, ἢ μεταχειριζόµεθα τὴν μέθοδον τῶν ἁπλῶν μερῶν ὡς ἑξῆς 
Φαίνεται. 

Ἡ ὀχᾶ ἑγὸς πράγματος ἀξίζει Οτὰ3. δρ. Ώ01επ. πόσον ἀξίζουν 
«9ῷόκ. Αδ0ὁρ. τοῦ αὐτοῦ πράγκατος : 

Πολλαπλασιαστέος εἶνε ὁ συμμιγὴς 2τάλ. 9δρ. Όθλεπ., πολλαπλα- 
σιαστὴς δὲ ὁ συμμιγὴς Ἀδοκ. 350δρ. ς μᾶλλον ὁ ἁριθμὸς 956 η] 


Ἐλὰν παραστήσωωεν τὰ μέρη τοῦ συμμιγοῦς πολλαπλασιαστοῦ ὡς 
αριθμοὺς ὀχάδων, {διότι τῆς οκᾶς ἡ ἀξία ἐδόθη), θὰ ἕ χωμων νὰ πολλα" 


πλασιάσωμεν τὸν συμαιγῆ 2τ- 95δρ. 60). ἐπὶ τὸν μικτὸν 55 τν ἡ 9ὗ Ξ 


Κατὰ τὴν µέθοδον τῶν ἁπλῶν μερῶν ἐκτελοῦμεν τὸν πολλαπλα- 
πιασμὸν τοῦτον ὡς ἑξῆς. 
Οτάλ. δρ. Ὀθλ. 
35οκ, αρ δραμ. 


πρὸς 2τάλ.,., νι εν ννενς Τθτάλ 
α ο4 5 Ελ. 
οἱ Σία τῶν ΑΡόκάδ. πρὸς ὃ--. δρ σταλ 17 20ρ 0 
πρὸς | δρ. -. τχλ. Ἰ 
|τῶν 900--- | το 
πηνία τῶν δο0 4Η) αν 100... οο νι ο α  ἃτ 
κ ο μμ” ””... ) | 08 5 ἳ 


Οθταλ. Αρ. μ.ο. : 
Ἱζατὰ πρῶτον εὑρίσκομεν τὴν ἀξίαν τῶν 90 ὀκ. πολλαπλασιάζοντες 
ὅτι ῦ (κατὰ τὸ ἐδ. 945)’ ἔπειτα, ἵνα πολλαπλασιάσωκμεν ἐπὶ 00 2µ4µ. 
«ναλύομεν αὐτὰ εἰς 200 ι---ὰ τῆς ὀκᾶς) καὶ 100 (---; τῶν 204) καὶ 00) 
(---ξ τῶν { 00) καὶ πολλαπλατιάζομεν ἐφ᾽ ἕχαστον τῶν μερῶν τούτων 
2 ωρισοτά, ἤτοι εὑρίσκομεν τὴν ἁξίαν αὐτῶν ἐκ τῆς ἁξίκε τῆς υ.ᾶς ὀκᾶς. 
"Ἔστω προσέτι τὸ ἑξῆς πρόθληµα. 


.“”. 
ἵΩαΝΝποΥ Ν. Χατζιδακι, ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΡΙΘΝΗΤΙΚΗ Γ. 
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ἐπὶ συμμιγὴ᾽ διότι ὁ συγκεκριμένος ἀχέραιος δύναται νὰ θεωρηθῃ ὡς 
συμμιγῆς ἔχων µίαν µόνην τάξιν μονάδων. 

Τοιοῦτον εἶνο τὸ ἑξῆς πρόθληµα. 

᾿Βργάτης λαμθάνει δι᾽ ἑκάστην ὥραν ἐργασίας Ὁ δραχµάς' πόσον 
θὰ λάθη, ἂν ἐργασθῇ ἸΤώρ. 40. 





ρδρ. 
πώρ. 4’ 
διὰ τὰς Ἱώ.  ΄΄ύ.νὶ -- -- 905Ρ. 
ο} δὰ β0ίτος ὄριιιι. Ἠλ. 60λ 
διὰ τὰ 0 | διὰ θα τῶν 30’ ϐ 88 3 





Τὸ ὅλον  9δδρ. ὃδὂὓςξ 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Υπάρχουτι προθλήματα, ἐν οἷς ζητεῖται νὰ πολλα- 
πλασιασθῇ συμµιγΏης τις (ἐν γένει συγκεκριμένος ἀριθυὸς) ἀλλεπαλλή- 
λως ἐπὶ δύο ἢ περισσοτέρους ἄλλους' ἕκαστος τῶν μερικῶν τούτων 
πολλαπλασιασμῶν ἐκτελεῖται τοτε χατὰ τὰ ἤδη εἰρημένα" τοιοῦτον 
εἶνε λόγου χάριν τὸ ἑξῆς πρόθληµα. 

'Η διὰ τοῦ σιδηροδρόμου μεταφορὰ ἑγὸς στατῆρος εἰς ἀπόστασω' ἑλὸς 
σταδίου. στοιγέζει ὃ «ζεπτὰ (ἢ 1 «ᾖεπτὸν) τῆς δρα μῆς' πὀσογ θὰ στοι- 
Υέσῃ ἡ μεταφορὰ ο0σε. 9. εἰς ἁπόστασι 19 σταδίων καὶ 900 
µέτρων ; 

Πρὸς εὕρεσιν τοῦ ζητουμένου εὑρίσκομεν πρῶτον,πόσον θὰ στοιχίση 
ο) μεταφορᾶ τῶν 905στ. 399κ. εις ἀπόστασιν ένος σταδίου καὶ ἔπειτα, 
πόσον (ὰ στοιχίση Ἡ μεταφορὰ αὐτῶν εἰς ἁπόστασιν | στὸ. χαὶ ο00μ. 
χαὶ τὸ μὲν πρῶτον θὰ εὑρεθῃ.ᾶν πολλαπλασιάσωμεν τὸν συγκεχριµέ- 
νον ἀριθμὸν ολ. ᾷ 1λ.) ἐπὶ τὸν συμυιγῆ 90στ. 9.όκ., ὅτε εὑρίσκομεν 


γινόμενον (001. τ( 90 τ). τὸ δὲ δεύτέρον εὑρίσκομεν, ἂν πολ- 


λαπλασιάτωμεν τὸ γινόµενον «οὔτο ἐπὶ τὸν συμμιγΏ 195τδ. 20θμέτ. 


6 
ϱὸ 


ὅτε εὑρίσκουεν γινόμενον [92ο. 90λ. τον ος) 5): Ἔνχομεν 


9, Π - , ο , ” ΄ 
λοιπον ἐντχῦθα Ὑινόμενον τοιών παραγόντων, ες ὧν πολλαπλασιχστέος 
9 , , ἲ .- ἃ Λ , . Ν. “ 
εἶνε ὁ συγκεκριμένος ἀριθυὸς ϱ3/η 1), οἱ δὲ δύο ἄλλοι εἶνε πολλα- 

πλασιασταίο 


Γ 
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ἀριθμὸν μιᾶς μονάδος (Ἡν ὁρίζει τὸ πρόθλημα) καὶ διὰ τούτου νὰ 
Διαιρέσωμεν τὸν διαιρετέον. | 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἡ πρᾶξις γίνεται κατὰ τὸν αὐτὸν τρόπον, καὶ ὅταν ὁ 
διαιρετέος εἶνε ἀχέραιος ἀριθμὸς, ἤτοι ἔχη µόνον µίαν τάξιν μονάδων. 
Ὅταν δὲ ὁ διαιρέτης εἶνε ἀχέραιος ἀριθμός. ἡ πρᾶξις καταντῷᾷ µερι- 
αμὸς τοῦ συμμιγοῦς εἰς ἴσα µέρη (ἐδ. 949), διὰ τοῦτο τὰ προθλή- 
µατα τοῦ πρώτου εἴδους λέγω προθλήµατα μερισμοῦ. 


σππροθλήµ.ατα τοῦ δευτέρου εἴδους (µέτρησις). 


Ἐν τοῖς προθλήµασι τοῦ δευτέρου εἴδους ζητεῖται ἀ(ιθμός, ὅστις 
πο 2. α π.ασιάζων τὸν ἕνα ἐκ τῶν δοθέγτω» ἀριθμῶν γὰ παράγη 
τὸν ἄ.2ᾖον. ΕἘνταῦθα ὁ διαιρετέος γίνεται ἐκ τοῦ διαιρέτου᾿ ἑπομένως 
εἶνε ὁμοειδὴς πρὸς αὐτόν. 

Παράδειγµα προθλήµατος τοῦ δευτέρου εἴδους ἔστω τὸ ἑξῆς. 

᾿Εργάτης τις «ἑαμόώει καθ) ἡμέμαν 4δρ. ὕ/-Ι. εἰς πόσας ἡμέρας 
ἑρ)αζόμεγος θὰ «ἰάδη ὦ δρ. 194. 

Ὁ ζητούμενος ἀριθμός, ἐὰν πολλαπλασιάση τὸν συμμιγή 4δρ. 90λ., 
πρέπει νὰ δίδῃ γινόμενον τὸν 9849δρ. {5λ. 

Ἐαν τρέψωμµεν ἀμφοτέρους τοὺς δοθέντας ἀριθμοὺς εἰς λεπτά, τὸ 
πρόθληµα καταντᾶᾷ εἷς τὸ ἑξῆς. 

Ἐργάτης λαμθοάνει χαθ᾽ ημέραν Ἰλθλεπ., εἰς πόσας Ἡμέρας θὰ 
λάδῃ 980 [0λεπ. : 


Φανερὸν εἶνε, ὅτι τόσας Ἡμέρας πρέπει νὰ ἑργασθῇ, ὅσας φορὰς χω- 


ρεῖ ὁ ἀριθμὸς 3δ9 15 τὸν 400, ἡ πρᾶξις ἄρα εἶνε µέτρησις καὶ τὸ 
: , ...ἑἁ. , : ο οδ1ς. .- 
ἐξαγόμενον αὐτῆς εἶνε ὁ ἀφηρημένος ἀριθμὸς τα. ὅστις ἐνταῦθα, 





καθ) ἃ ὀρίζει τὸ πρόθληµα, πρέπει νὰ παριστᾷ ἡμέρας' ἐὰν δὲ τρέ- 
Ψωμεν τὸ ἐξαγόμενον τοῦτο εἰς Ἠμέρας χαὶ µέρος αὐτῆς εὑρίσχομεν, ὅτι 
πρέπει νὰ ἐργασθῇ 90Ἠμ. καὶ θώΡ. 

Ἐκ τούτων, βλέπομεν. ὅτι 

Διὰ νγὰ διαιρέσωµε» συμμι}ῇ ὃν ἄ.ζου, όταν εὖνε ὁμωειδεῖς, τρέ- 
«τοµεν αὐτοὺς εἰς ἀριθμοὺς τῆς ἐ-ζαιίστης ἐκ τῶν µογδων των [ὅτε 
γίνονται ἀκέραιοι ἀριθμοί). καὶ ἔπειτα διαιροῦμεν τοὺς ἀκεραίωυς τού: 
τους τὸ δὲ εἶδος τοῦ πη.ξίκου προσδιορίζεται ἐχ τοῦ πρού.ἑήματος. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Μερικαὶ περιπτώσεις τῆς δι κιοέσεως ταύτης εἶνε Ἡ 


ΠΕΡΙ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗΣ ΡΙΖΗΣ 903 


Διὰ νὰ διακρίνωμεν δέ, ἂν Χλάσμα τι εἶνδ τετράγωνον Ἡ ὄγι, ἔχο- 


μεν τὸ ἑξῆς θεώρημα. 
| . - ων. -Ἱ. . 
1892. Κ.Ἰάσμα ἀγά}ωγον δὲν δύναται γὰ εἶγε τεζεράγωγογ, ἐκτὸς 
.. , ον κ” , 
ἀν ἑκάτερος τῶν ὅρων του εἶγε τετράγωγογ. 
3 ρα ν ) 4 α νι ν .. 
Απόὂδειξις. Εστω κλάσμα ἀνάγωγον τὸ Ἔ΄ ἂν τὸ κλάσμα τοῦτο 
εἴνε τετράγωνον, θὰ εἶνε τετράγωνον κλάσματος χαὶ ὄχι ἀκεραίου, 
διότι τὸ τετράγωνον παντὸς ἀχεραίου εἶνδ ἀχέραιος ἀριθμός' ἂς ὑπο- 


α 
θέσωµεν λοιπόν, ὅτι τὸ δοθὲν χλάσµα -Ἔ εἶνε τετράγωνον χλάσµατός 


µ ” ε θέ |] ’ 0) κκ 
τινος. ὅπερ ὑπούετω ἀνάγωγον, τὸτε Όα εἴνε 


μ 
Ἐπειδὴ δὲ τὸ κλάσμα ι εἶνε ἀνάγωγον, καὶ τὸ -- θὰ εἶνε ἀνάγω- 


Ύον (ἐὃ, 128)’ ἀλλὰ καὶ τὸ-ς εἶνε ἀνάγωγον' ὅταν ὃ δύο ἀνάγωγα 


κλάσματα εἶνε ἴσα, καὶ οἱ ἀριθμηταὶ αὐτῶν εἶνε χωριστὰ ἴσοι χαὶ οἱ 
παρονομασταὶ ἴσοι (ἐδ. | 54): ἐντεῦθεν συνάγοµεν, ὅτι θὰ εἶνε 

α--- μὲ καὶ θ---νῖ. Τοῦτο δὲ ἐπρόκειτο νὰ δείξωµεν. 
[ΣΗΝειωΣιΣ. Κλάσμα μη ἀνάγωγον δύναται νὰ εἶνε τετράγωνον 
χωρὶς νὰ εἶνε οἱ ὅροι του. ΠΠ]. χ. τὸ κλάσμα 


οί) αἰὸπ()σ(ς) 
τίστ -τ) καὶ τὸ σσ λσις) 
Οἱ{αριθµοί, οἵτινες εἶνε τετράγωνα ἄλλων, λέγονται τέέεια τετρά- 


5 Ἱ 1 3 10 Τ , 
}ωγα οἷον οἱ ἀριθμοὶ 49 (Ξ7”), τ.(τ) ος, εἰνετέλειατ ετράγωνα. 


Ορισμοί. 


«56. Τετραγωνικὴ ῥίζα ἀριθμοῦ λέγεται ὁ ἀρύμός, όστις ἔχει 
αὐτὸν τετράγωνον. 


Παραδείγματος χάριν, ἡ τετραγωνικὴ ῥίζα τοῦ 8 εἶνε ὁ 9' διότι 
5] 5 
τὸ τετράγωνον τοῦ 9 εἴνε 8 ἡ τετραγωνικὴ ῥίζα τοῦ ας εἶνε τὸ πα 
η) 


διότι τὸ τετράγωνον τοῦ--- εἶνε 


σ πρι χτλ. 





ΠΕΡΙ ΤΕΊΡΑΓω«., 


τοῦ Πυθαγορείου πίνακος ἐνθυμούμαός αμ... 
των τῶν µονοψηοσίων ἀριθμῶν. 

Παραδείγματος χάριν, Ἡ τετραγωνιεν ο”, ., 
Ἱὸ«Ἱ--4θ. Ἡ τετραγωνική ῥίζα τοῦ οὗ, ο, 
εἶνε ὁ ο διότι τὸ τετράγωνον αὐτοῦ (ἦτωι ς, ”. . 
θέντα ἀριθμὸν χαὶ µένει καὶ ὑπόλοιπον 14’ αλ23 --. 
ἁμέσως μεγαλητέρου ἀκεραίου (τοῦ ϐ) δὲν χωρέ 

Ἐὰν δὲ ὁ δοθεὶς ἀκέραιος εἶνε µεγαλήτερος τν, 
ῥίζα αὐτοῦ (ἡ ἀκριθῆς ἡ ἡ προσεγγίζουσα), θα κο ο». ο». 
τοῦ 14: ῆτοι θὰ ἔχῃ δεκάδας. Διὰ νὰ εὕρωμεν τὴν ού» 


'-” 


.”.” 


” 
9 φ ΄ “΄- 
ἔχομεν ἀνάγκην τοῦ ἑξῆς θεωρήματος. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


«Ρ(65.. Τὸ τετρά}ωγο» τοῦ ἀθροίσματος δύο ἀριθμῶν σύγκω»ν. .,, 
τῶν τετραγώνων αὐτῶν καὶ ἐκ τοῦ διπ.ἑασίου γιγοµέγου αὐτῶν. 
Απόδειξις. Ἔστωσαν δύο τυχόντες ἀριθμοὶ α καὶθ᾽ τὸ ἄθ:. ο. 
αὐτῶν θὰ εἶνο α-]-θ' τὸ δὲ τετράγωνον τούτου θὰ εἶνε τὸ γινόμε,», 
(α -Ἰ-6)}λ«(«-6), ἢ (α-]-θ):. 
το γινόμενον τοῦτο, κατὰ τὸ θεώρημα τοῦ ἐδαφίου 20, σύγχειται ἐν 
τῶν ἑξῆς τεσσάρων μερικῶν γινοµένων 
αλα. αἲ-ο οσα, ον «ὐ 
΄ α. αἌο αρ 6: 
καὶ τὸ ἄθροισμα αὐτῶν εἰνε 
α---- ὁλ«αχ«0-]-0ἳ 
Εδείχθη λοιπόν ο ισότυς 
(κ--ο) Ἔτα" -{ἰ-Σ«α.«θ--6' 


Παραδείγματα. 


Ἐν |! 1 εἶνε ἄθροισμα τῶν δύο ἀριθμῶν 10 καὶ {" τὸ δὶ τετράγωνον 
τοῦ [1 σύγκειται ἔν τοῦ τετραγώνου τοῦ 1() (ὅπερ εἴνε 00) καὶ ἐκ 
τοῦ τετραγώνου τοῦ [ (ητοι { ) καὶ ἐκ τοῦ διπλασίου Υινομένου τῶν 
δύο μερῶν (ἡ ΑΣ{10)- 11" ὧστε ΗΕ ο 10:) -ἵ- Ι--ὖ0 21. 

ὩὉμοίως τὸ τετράγωνον τοῦ 1ὲ (ἡ 10-{-3) σύγκειται ἐκ τοῦ 1040 


. . -- 4 9 » ον 3 ο. : - 
κΧ) ἐκ τοῦ ἆ καὶ ἐκ τοῦ δ,πλασίιο» τοῦ ὁ{, Ὥτοι εἶνε | τ]1. 


. πρ. 


208 | ΒΙΒΛΙΟΝ ς᾿'. 


Διάταξις τῖις πράξεως. 


385: | 69 
36 πωρ ο 
ορἡ 9 

4 4 ἡ 
στο 


Ὁμοίως ἐξάγομεν τὴν τετραγωνικὴν ῥίζαν οἰουδήποτε ἀκεραίου. 
Διότι ἔστω, ὡς παράδειγµα, ὁ ἀριθμὸς 


581439 
Κατὰ τὰ προηγούμενα αἱ δεκάδες τῆς ῥίζης του θὰ εὑρεθῶσιν, 


ἐξαγθῇ Ἡ τετραγωνικὴ ῥίζα τῶν Ό8 1 ἑκατοντάδων του ἡ δὲ ῥὶ 
τοῦ οδἼ7 εὐρίσκεται χκχτὰ τὰ ἀνωτέρω 





Ὦ ὃ τ Φ/ 
( 44 
15Ἱ 3 





καὶ εἶνε 94: ὥστε αἱ δεχάδε- τῆς ῥίζης τοῦ οδτ43 εἶνε 24" μένει ἀκόι 
πρὸς εὕρεσιν τὸ ψηφίον τῶν µονάδων΄ τοῦτο δὲ (κατὰ τὰ προαποδι 
γθέντα) δὲν δύναται νὰ εἶνε μεγαλήτερον τοῦ ψηφίου, ὅπερ εὑρίσχου 
διαιοοῦντες διὰ τοῦ διπλασίου τῶν δεκάδων (τοι διὰ τοῦ 18) τὰς δεκι 


-ο 


ὃχς τοῦ ὑπολοίπου, τὸ ὁποῖον ποοκύπτει ἐχ τοῦ δοθέντος αριθμοῦ ας’ 
τὴν ἀφαίοεσιν τοῦ τετραγώνου τῶν 3 { δεκάδων᾽ τὸ ὑπόλοιπον τοῦτο εἰ 
{1 ἑκατοντάδες (αἵτινες ἔμειναν ἐκ τῶν ὁδτ ἑχατοντάδων. ἀφ ὧν αο 
ρέσαμεν τὸ τετράγωνον τῶν ή δεχἆδων) ναὶ 3 μονάδες, ὧτοι εἰ 
ΕΙ 19. Διαιροῦντες τὰς 1 δεχδχς τοῦ ὑπολοίπου τούτου διὰ - 
τδ. εὑρίσχομεν τὸ ψηφίου ὃ, ὃπερ γράφομεν δεξιὰ τοῦ 8 καὶ ὑτοκά: 
αὐτοῦ χαὶ : πολλαπλασιάζοµεν᾿ ἐπειδὰ δὲ τὸ τροχύτετον γινόμενον 9ἱ 
περιέχεται εἰς τὸ ὑπόλοιπον ! 1 13, συμπεραίνομἒν, ὅτι τὸ ψηγίον τι 


μονάδων ε ἔνε | αφαιροῦντες τέλος τὸ Υόµενο ον 90 1 απὸ τοῦ ὑπολοί-- 


{εν εὐρίσχομεν τὸ ὑπόλοιπον της πράξεως Γ8. 


ΠΕΡΙ ΤΕΤΡΑΙΏΝΙΚΗΣ ΡΙΖΗΣ 909 


Διάταξις τῖις πράξεως. 


0817/49 2419 





, 


3 η λος 4189 
Ιδ᾽Ἴ 4 2 
116 ΤΤρ φβ4 
Ην, 

904 

118 


Ὥρττε ἐξήχθη Ὦ τετραγωνικη ῥιζα τοῦ ὔδ142 κατὰ προσέγγισιν 
µονάδος' εἶνε δὲ ὁ 249. 

«966. Ἐκ τῶν προηγουμένων συνάγεται ὁ ἑξῆς κανὼν τῆς ἕξα- 
γωγῆς τῆς τετραγωνικῆς ῥίζης. 

Διὰ νὰ ἔξα) ἄγωμεν τὴν τετρα}ωγικὴν ῥίζαν ἀκεραίου ἀριθμοῦ (ἀχρι- 
θῶς, ἂν εἶνε τετράγωνος, εἰ δὲ µή, κατὰ προσέγγισιν µονάδος), γωρί- 
ζομεν αὐτὸ» εἰς τμήατα διψήφια, ἀργόμενοι ἀπὸ τῶν ἁπ.ῶν μονάδων" 
ἐξάγομεν τὴν τεεραγωνικὴν ῥίζαν τοῦ πρώτου τμήματος, ὅπερ εὑρίοκε- 
ζαι εές τὴ»: ἀρχὴν τοῦ ἀριθμοῦ χαὶ ὀύγαται νὰ εὖλε διψήφιον ἢ µογοψή- 
φιον ἡ τετραγωγνιχὴ ῥίζα τοῦ τµήαατος τούτου θὰ εὖνε τὸ πρῶτον ψη- 
φίον τῆς ζήτουμένης ῥέζης. ᾿Αφαιροῦμεν τὸ τετρά}ωγον τοῦ πρώτου ψη- 
φίου τῆς ῥίζης ἀπὸ τοῦ εµήµατος, ἐξ οὗ εὑρέδη. καὶ δεξιὰ τοῦ μένολτος 
ὑπο-ζοέπου καταδιδάζοµεν τὸ ἑτόμεο» τμῆμα, ὅτε σγηματίζεται ἀριθμ ός 
τις τοῦ ἀριθμοῦ τούτου γωρίέζοµεν τὰς ἁπ.ζᾶς µονάδας χαὶ διαιροῦμεν 
τὰς δεκάδας του διὰ τοῦ θιπ.ασίου τοῦ εὑρεθέγτος ψηφίου τῆς ῥίζης. 

Τὸ τη.2ίκον τῆς δ’αιρέσεως ταύτης γράφομεν' πρὸς τὰ δεξιὰ τοῦ διαερέ- 
του αὐτῆς καὶ τὸν οὕτω προκύπτοντα ἀριθμὸν πο.ζ.απ.ἰασιάζομεν ἐπ αὐτὸ 
τὸ πη.2ίΧογ' καὶ ἂν μὲν τὸ }ιγόµενον ἀφαιρῆται ἀπὸ τοῦ σγηµατισόέντος 
ἀριθμοῦ (οὗ τὰς δεκάλας διηρέσαμεν), τὸ ἐὐρεθὲν πη {ίκον εὖνε τὸ δεύτε- 
ρο» ψηφίον τῆς ζητουµέγης ῥίζης καὶ )ράφομεν αὐτὸ Φεξιὰ τοῦ πρώτου’ 
εἰ δὲ (ή, δοχιμάζομεν χατὰ τὸ» αὐτὸ» τρήπτον τὸ κατὰ κογάδα [ικρότε- 
ρο» ψηφίο», καὶ οὕτω χαθεξῆς, με]ρις οὗ εὕρωμεν ψηφίο», οὗ τὸ γό- 
ιε)ο» »ὰ ἀφαιρῆται' τὸ ψηφίο» τοῦτο θὰ εὖνε τὸ δεύτερον ψηφίον τῆς 
ῥίζης' καὶ ἂν ἐκτε{ζέσωμε» τὴν ἀφαίρεσω' καὶ δεξιὰ τοῦ ὑπο.ζοίτου κα- 
ζαθιδάσωµεν τὸ ἀκό.ζουθο» τμῆμα. σγηματίζεται δεύτερός τις ἀριδιός. 


[οαλχου Ν. ἉἈλατζιδακι. ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ι4 








ΠΕΡΙ ΤΕΤΡΑΡΓΩΝΙΚΗΣ ΡΙΖΗΣ αν. 


κ 

σ 9 9 ἀδ 4 4 τ . Ν΄ ο». - φ 94 
φὐρισκόμενος αριβμος ρᾷ Ὕπ ξ εινξ η τετραγωνικγ ῥίζα του 3 Χ2ΤΧ προ» 
. ) 9 


᾿σάνγγΎγισιν 
ὙΥ π 


. ! 
3Αν τέλος ζητῆται Ἡ τετραγ.ρίζα τοῦ ὃ, { κατὰ προσέγγισιν το, πολ- 


λα πλασιάζυομεν: ὃ, 12« 19 καὶ εὑρίσχομεν ὅλ« [44-]- ρσκιάά-- Ξ-Ἱ ο} () 


-ἰ- 4, 4 η 194,4: τοῦ Υυοµένου τούτου λαμθάνοµεν τὸ ἀκέραιον μέρος 
(ἐδ. 917) τὸ Ἴ04 καὶ τούτου ἐξάγομεν τὴν τετρ. ῥίζαν κατὰ προσέγ- 
'γισιν µονάδος, ὅ ὅτε εὑρίσχομεν 3 "ὥστε ζητουμένη ῥίζα τοῦ ὃ, { κατὰ 

1 5] ι 

Ἱεροσέγγισιν το εἶνε το, Ἡ ἡ ὁτ 
Συνήθως τὸ κλάσμα της προσεγγίσεως ἔχει παρονομαστήν δύναμίν 
τινα τοῦ 1460: ζητεῖται δηλονότι νὰ ἐξαχθῇ Ἡ τετραγωνικὴ ῥίζα τοῦ 
τε τότε Ὦ ἔφαρμογη τοῦ προη- 
Υουμένου κχνόνος Ὑίνεται εὐχολωτέρα διότι ὁ πολλαπ τλασιασμὸς τοῦ 
ἀριθ»οῦ Α ἐπὶ τὸ τετράγωνον τοῦ παρονομαστοῦ 14", τοι ἐπὶ τὸ 

ἐ 1θεν« 1405 ὦ Ι()ὲσ γίνεται εὐχολώτατα. 





κ ᾗ--. πιυσινο νυν σι 


δοθέντος ἀριθμοῦ Α κατὰ προσέγγισιν 


/]αραδείγκατα. 
| 


0000) 
ύσις. Πολλαπλασιάζω τὸν 3) ἐπὶ το τετράγωνον τοῦ [00060 ἦτοι 

ῥάφω δεξιὰ τοῦ 9 οκτὼ μηδενυκὰ καὶ τοῦ προκύπτοντος αριθμοῦ 

2000000098 ἐξάγω τὸν τετραγωνικῆν | ῥιζαν κατὰ προσέγγισιν µονάδος, 


4 . κ, 

|) Νὰ ἐξαχθῇ ἡ τετραγωνικη ῥίζα τοῦ 3 κατὰ προπέγγισιν -τστη 
| 

Ἡ ὅτε εὑρίσχω 14143: την ῥίζαν ταύτην διαιρῶ διὰ 0000 καὶ ἔχω 


ΓΙ. 4149, ὃτις εἶνε  τετραγωνικὴ έίζα τοῦ ὃὶ κατὰ προτέγγισιν -ππηγ σσ, 


9) Νὰ ἐξαχθῇ Ἡ τετραγωνικὴ ῥίζα τοῦ κλασματικοῦ ἀοιβμοῦ 
Ι 
0007 


κν 
Τ 
χατὰ προσέγγισιν πως 


|. .) 
Λύσις. [Ἰολλαπλασιάζωτὸ τ΄ ἐπὶ [0002 χαὶ τοῦ γινουμε' υησ« (000: 


λαμθάνω τὸ ἀχέρπιον μέρος, ὄπερ εἶνε [7149853 καὶ ἐξάγω τὺν τετραγω 
νιχὴν αὐτοῦ ῥίζαν κατὰ προσέγγισιν { υηνάδος' ὅτε εὑρίσχω 1909: διαιρῶ 


ἔπειτα τὺν ῥίζαν ταύτην διὰ 100 υχὶ ὁ ποηκύττων αρι)μὸς |, 09) 
ἵνε ὁ ο 

5 ( 5 ." ὅτι 0 4ο ..:. 
ινε πἔτραγωνική, ῥεζα του κχτκ ασε Υνισ ΑΗ πῃ 


ο πα εις 





910 ΒΙΒΑΛΙΟΝ ο. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΠΠ. 


ΠΒΡΙ ΚΥΒΙΚΗΣ ΡΙΖΗΣ 


Ορισμοί. 


«Ὁὸ} λ. Κὐύδος ἀριθμοῦ, Ἡ τρίη ὀύγαμις αὐτοῦ, λέγεται τὸ γινό- 
μενον τριῶν παραγόντων ἴσων μὲ τὸν ἀριθμὸν τοῦτον. 

Παρχδείγματος χάριν, ὁ κῴθος τοῦ Ὁ εἶνε «ο. «5, ἅτοι 1950, 
χαὶ ὁ κύθος τοῦ 1,9 εἶνε 1.2 «1 91, ἤτοι 1,198. 

Οἱ κύθοι τῶν ἀκεραίων ἀριθαῶν (απὸ τοῦ Ί µέχρι τοῦ 1) εἷνε 
χχτὰ σειρὰν οἱ ἑξῆς᾽ 
ἀριθμοὶ , ὁὃ, οὉὃ, ᾱ, Ὁ, ϐὂ, ἩἹ, ὃ, 09, 10: 
χύθοι .,. 86, 21, 61, 1395, 910, 948, 519, 12ο, 000. 

Ἐκ τούτων βλέπομεν, ὅτι οἱ χύθοι τῶν ἀκεραίων ἀριθμῶν δύνανται 


νχ λήγωσιν εἰς οἰονδήποτε ψηφίον. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


«9: Γὰν ἀχέραιος ἀριθμὸς δὲν εἶγε χύδος ἀκεραίου τιγός, δὲν 
εἶγε οὐδὲ κ.άσματος χύδος. 

Τὸ θεώρημα τοῦτο ἀληθεύει γενικῶς περὶ πάσης δυνάμεως ἀποδειχνύε- 
ταιδὲ ἀπαραλλάκτως, ὡς ἀπεδείχθη διὰ τὴν δευτέραν δύναμιν (ἐδ. 200). 


Παρατήρπσις. 

«92 3}. Ελν ἀναλύσωμεν δοθέντα ἀχέραιον ἀριθμὸν εἰς τοὺς πρὠ- 
τους αὐτοῦ παράγοντας, διακρίνοµεν ἀμέσως, ἂν εἶνε κύθος ἡ ὄχι(ἑδ. 
33). ᾽Αλλὰ καὶ ἐξ ἄλλων τινῶν Ὑνωρισμάτων δυνάµεθα ἑνίοτε νᾶ 
διακρίνωµεν, ὅτι ἀριθμός τις δὲν εἶνε κύθος᾽ τοιοῦτον εἶνε τὸ ἑξῆς' 

Ἐὰν ἀκέραιος ἀριθμὸς λήγη εἰς μηδενικά, τῶν ὁποίων τὸ πλῆθος 
δὲν διαιρεῖται δια ὃ, ὁ ἀριθμὸς οὗτος δὲν εἶνε χύθος. 

Διότι, ἂν ὁ τοιοῦτος ἀριθμὲς εἰνε χύθος ἄλλου, ὁ ἄλλος οὗτοςθὰ ληγ 


εἰς (): ἀλλ) ὅταν ἀριθμὸς λήγη εἰς ἓν μηδενικὸν (ὡς 60,10), ὁ χύθος. 


του λήγει εἰς τρία μηδενικά ᾿ ὅταν ὁ ἁριθμὸς λήγη εἰς δύο μηδενικά, ά 
χύθος του λήγει εἰς ἕξ μηδενικά, κτλ. ὥστε πᾶς ἀριθμός, ὅστις λήγει εἰς 
πλήθος μη,δενικῶν μη διαιοούμ.ενον διὰ 3}, δὲν δύνατα: νὰ εἶνε χύθος. 


-- 


δα Ἀον 28... ιδ,” ὃ ὃι. αἱ... 


4--, 


... 


μι σι τν 


ΠΕΡΙ ΚΙ βΙΚΗΣ ΡΙΖΗΣ νὰ 


Διὰ νὰ διακρίνωµεν δέ, ἂν δοθέν τι κλάσμα εἶνε κύθος ἡ ὅχι, ἔχο- 
μεν τὸ ἑξῆς θεώρημα. 


ΘΒΡΩΡΗΜΑ 
«34. Κ.ἰίσμα ἀγάγω)γον δὲ. δύγαται }ὰ εὖε χὐόος, ἐκτὸς ἐὰν 
ἑκάτερος τῶν ὅρων του εἶνε κύδος. 
Τὸ θεώρημα ἀληθεύει γενιχῶς περὶ πάσης δυνάμεως καὶ ἀποδειχνύε- 
ται ἀπαράλλακτα, ὡς ἀπεδείχθη διὰ τὴν δευτέραν δύναμιν (ἐδ. 9571). 
ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἰἑλάσμα μἩ ἀνάγωγον δύναται νὰ εἶνε χύθος, χωρὶς 


ὀ 1 
] ελ ο. 9 , -. 4 
νὰ εἶνε οἱ ὅροιτου.π. χ. τὸ κλάσμα Τς εἶνε κύθος τοῦ -, τὸ τη εἶνε 


, | 
χύοος τοῦ τ χτλ. 
Ὁρισιιοί. 
Οἱ ἀριθμοί, οἵτινες εἶνε χύθοι ἄλλων, λέγονται τε.ἐδιοι κύδοι. 
«1. Μυδιχὴ ῥίζα ἀριθμοῦ λέγεται ὁ ἀριθμός, ὃστις ἔχει αὐτὸν 
κύθον. Παραδείγματος χάριν, Ἡ χυθιχη ῥίζα τοῦ 9] εἶνε ὁ ὁ' διότι 
ο. 


ϱ]---δ' η κυθικὴ ῥίζα τοῦ {90 εἶνε ὁ Ὁ' διότι 190---:53: καὶ η κυ- 


Οιχη ῥίζα τοῦ 0,008. εἶνε 0,3: διότι 0,008--(0,9)5. 
ντ... 

Τὴν κυθικὴν ῥίζαν παριστῶμεν διὰ τοῦ σημείου οἷον νὁἹ ση- 
μ.αίνει τὴν χυθοικὴν ῥίζαν τοῦ 9), ἦτοι τὸν 3, καὶ ντο σηµαίνει την 
πυθικὴν ῥίζαν τοῦ {00060, τοι τον /0. 

«9326. Κυδικὴ ῥίζα ἀριθμοῦ κατὰ προσέγγισι’ μογάδος λέγεται ὁ 
Μέγιστος ἀχέραιος, τοῦ ὁποίου τὸν κύθον χωρεῖ ὁ ἀριθμὸς οὗτος. 

Οἷον τοῦ 49 κυθικὴ ῥίζα κατὰ προσέγγισιν µονάδος εἶνε ὁ ὃ' διότι 
ὁ 42 χωρεῖ μὲν τὸν κύθον τοῦ 3 (ἤτοι τὸν 7), ἀλλὰ δὲν χωρεῖ τὸν 
κὐ 6ον τοῦ ἠ (ὅστις εἶνε ϐ4). Ομοίως Ἡ κυθικἡ ῥίζα τοῦ Τ()/) κατὰ 
προσέγγισιν µονάδος εἶνε ὁ 3, καὶ τοῦ {20 ἡ κυθική ῥίζα κατὰ προσ- 
έγγισιν µονάδος εἶνε ὁ ὅ (ἤτοι ὦ ἀκριθὴς αὐτοῦ κυθικὴ ῥίζα). 

«» 2}. Γυθιχὴ δὲ ῥίζα ἀριθμοῦ κατὰ προσέγγισιν . λέγεται ἐκ 
τῶν κλασμάτων, τὰ ὁποῖα ἔχουσι παρονομαστὴν ν. τὸ µέγιστον. τοῦ 
ὁπ οίου τὸν κύθον χωρεῖ ὁ ἀριθμὸς οὗτος. 


μι μα ϱ , 4 Φά μα 9) 9 .. μ λα .. 1 
Παραδείγματος χάριν ἡ κυθικὴ ῥίζα τοῦ ὃὶ κατὰ πο οπέγγισιν Τρ εἶνε 

























ΒΙΒΛΙΟΝ σς’.. 


ϐ) Ἐκ τοῦ τριπλασίου γινομένου τῶν δεκάδων 
ν μονάδων, (τοι ἐκ τοῦ ὃδος102ςμ3. 
καὶ 4) Ἑκ τοῦ κύθου τῶν µονάδων' (ἤτοι ἐκ τοῦ ͵ 
ῥα ὁ δοθεὶς ἀριθμὸς 41679. ὡς περιέχων τὸν κύθον 
ὰ σύγκειται ἐκ τῶν τεσσάρων τούτων μερῶν καὶ ἔκτι 
(ἂν δὲν εἶνε τέλειος κύθος)΄ τουτέστιν εἶνε 
1) 41679-- Ι000Σςδ'-- Ι00Σςὰδ'ο«μ-- 1023 
Ἐκ τῶν μερῶν τούτων αἱ δὲ χιλιάδες δὲν δύνανται 
ται ἡ εἰς τὰς {1 χιλιάδας τοῦ ἀριθμοῦ. ᾽Αλλ᾽ ὁ µέγι 
ὁποῖον χωρεῖ ὁ {1, εἶνε ὁ 97: ὥστε ὁ κύθος τοῦ ψηφίου 
ὃ θὰ εἶνε ὃτ καὶ ἑπομένως Ἀ- (δὲν δύναται νὰ εἶνε 
κύθος τῶν ἡ δεκάδων εἶνε 04 χιλιάδες, ὥτοι µεγαλήτε 
τος ἀριθμοῦ). Ἐκ τούτου βλέπομεν ὅτι 
Αὲ δεκάδες τῆς κυδ. ῥίζης παντὸς ἀριθμοῦ εὑρισκογται, 
ἡ κυδ. ῥίζα τῶν γλιάδων αὐτοῦ. 
Ἀφοῦ εὑρήκαμεν τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων (5-3), 
ὃς τοῦτο ἀφαιροῦμεν ἅπ᾽ ἆμη/ 









εὔρωμεν τὰς μονάδας ω. Ἡ]. 
















μελῶν τῆς | ς (1) τὰς ὖτ χιλιάδας καὶ εὑρίτκομεν 
υὰ Ι ο σνα μ)ν, 
Ἐκ τῶν 

ἐκατονταδες ο) λα ἑκατονταδες) ἂς 





3 µονον εἰς τὰς 140 ἑκατονταδας" ἀλλ᾽ οἱ 






ταδας 


ελ δ δ τομ 


ε) εἴχκσαεμεν κἆ 


Εκδιὸ 





νὰ. ΒΙΒΑΙΟΝ Ἔ᾿. 


ῥίσκοµεν, ὅτι τὸ ζητούμενον ψηφίον δὲν εἶνε µεγαλήτερον τοῦ 6’ ὑφοῦν- 

τες δὲ πρὸς δοκιμὴν τὸν 06 εἰς τὸν χύθον, εὑρίσκομεν 184 951 496: 

ὥστε ἡ κ θικὴ ῥιζα τοῦ δοθέντος ἀριθμοῦ 181 659 48Ί εἶνε 506, τὸ 
ἑ ὑπόλοιπον τῆς πράξεως εἶνε 931991. 


Διάταξις τῆς πράξεως. 


υ00 






ον ος ΥΕ ο02-- 115616 


{8 {θνὰ 
η ἐ σὺ Ι ὑ 
ὑὐἡ τὰ δν 


ἀχκου-ξ10δ 50062-- ΙδΙ25 {4060 


νὰ 


Εν 1 
{οὐ 


ΝΔ 19υ/ 


1 
Ι5 


398891. Ἐκ τῶν κςονγουμένων Ξαντων συνᾶχεται ὁ ἑξῆς απνὠν. 
Αιὰ νὰ ἐανανώμεν τὴν αεθικὴν ϱζαν ἄκεραιες ἀριθαοξ (ακοιθῶς, 
ἄν εἶνε χυδςςς εἰ δὲ μγ. κατὰ αςοσέγνισιν µοναδος'. Γωρέζομεν αὐτὸν 
ερ νο 4 τα "καἵα ἂχύκεν. ἀπὲ τῶν ἀπτ.ζαν µεναλων. ᾿Εξάγομεν 
ὃν κεὔαὖν ο αν τοῦ πγωσες τωπκατις. ὅτε εἰγέσκεται εἰς τὴν ἁρ- 
αν τες ἐριζκοῦ καὶ ἄσνταται νὰ εὗτε τριύεφεεν  ἀιύήριον Ἡ καὶ 
κοντα των Ὁ κεξ κ) ρα τοῦ πρκατος πιτες δὰ εὔε τὸ πρώτον ὑη- 
φον τς οστά κεσης («οχς- 
δουν ο ο ον τν αν σε πρωσες «τους σος ο ος απὲ σὲ τκή- 
κά τς. οὐ ος εινο ἔτι αο. ἆλςὁ τοῖ ἐσοεωτεσ ας τα ιδαζιωεν τὰ - πρώτον 
όγοτι τὸ ἁσσθια τάτασαςς σον ἂς εὔτω Γστε ας ο ἵαενι ἀραδωὸν ὅιαι- 
Φ εδω: Λα το στ σερ ποτ τὰ ττρε ωον τὰ σησις. ο Ῥσωςς τῆς ρἳζας- 
ἕκ στο αμ τῆς ὃ «ο οξως κ έσοης "ν βρια εν σος τὰ τὰ Αριὰ τη πρώσες 
ασε ο των οὓς σκετς σισα ρα στελτα Αγ δα. ἐπεταεν εες τν κι ός»-. 
ἁκι «1. Ἆν τὰ θώκο ἶσα. οτι τὰ ἕακ τς ὃν πγώκςῶν ταν κατω» 
ον ασ ν. εοσνὰ αν κι ῖ. εἰγεατ πω δν τή Ἀεισεχως ἑτυφάον 
τς το το δης ο δ δξ αν Ἀακακςο έν αασὰ υἱν αὐσέν εμάς.» ο 





ΒΙΒΛΙΟΝ . 


9 
, φ 
μον 


Ἐξαγωγὰ τῆς κυθικῆς ῥίῶις οἱουδήσοτε ἀριθμοί 
κατὰ προσέγγισιν --. 


«55935. Ἡ εὗρισις τῆς χυθικῆς ῥίζης οἰουδήκοτε ἀριθμοῦ 
. Ι 9 ν 8 . “ο - συ. 9 
προσέγγισιν -- ἀνάγεται εἰς τὴν εὕρεσιν τῆς χυθικῆς ῥίζης ἄχι 


χα τὰ ποοδέγγισιν μονάδος᾽ γίνεται δὲ τοῦτο ὡς ἑξῆς. 
Ἂς ὑποθεσωμεν, ὅτι πρόκειται νὰ ἐζαγάγωμεν τὴν κυθιχὴν 


! 
τοῦ ἀριβμοῦ Α κατὰ προσέγγισιν --. τουτέστ. νὰ εὕρωμεν ἐκ 
κλασαάτων. ἄτινα ἔχουτι παρονοµαστην ν. τὸ μέγιστον τοῦ ὁ 


τὸν χὺῦον χωρεῖ ὁ δοθεὶς αειθαὸς Α. Ἔστω τοιοῦτο τὸ τι ῆτοι 


|] 
.5χὸ -.. κα 
) νο Ἀ ΣΣ. ασ 
ν 


κ. Αι νό αλλα :5-ἰ- 1 Αν” 





Ἂν 








τάστιν 5 5 εἰνε σα. δις ἕνα τος Αν" κατα το σέ γισιν μ6Ν 
96. ἔκ τουτὸυ σόνχΥετα: 5 εστς χχνωνι. 
3. νὰ ἐς ωλέν τὲν ακούσια σγάσπεσε ἀριθμοῖῦ κατὰ 1 
ι 
εν πι ο ζξατζασα ος ἐν αὐτο ἐπ. τὺν αχ:όεν τεξ γ καὶ ἅ 
αξθτον κ. πεσε τη σος οννναένηστ αν ς κατὰ προσένγισυ 
σστηνα Μαν τασστ ατα δν. 


Ἓλν πας λε κδτος }αδινο στητεο τε ὔνὸ ἕνα τοῦ 00: 


ο ὶ "σου ο. - «ιν ο . - κα .α --- μα, κ μα . 93” 
οσο σον ποτά Ἆςσαξν Σοστν ἔπι ὃς στο ἐπ. 195 
.. .- να ω - . 
. - ν .. . -.. νου ω..- 
ο ο σα. ο -- Ὡιά ολα «.ὀ ἃ πο ν .. . 1 . ας αν ο-- λλες κ. 


. . » 
ἄν στο τοσο σΣ ας να δις, ἐτε ξνδις Ἔςσ.κδν ο ο ΕΞξΣσλ πο τὰ 


! 
Π 
”. 
-” 
Πι 
΄ 
Ψ 
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κ τ΄ δε ειν ττυδιαή ᾗ 


” 


ΠΕΡΙ ΚΥΒΡΙΚΗΣ ΡΙΖΗΣ 29 

α τοῦ 140: ζητεῖται δηλονότι νὰ ἐξαγθῇ Ἡ κυθικὴ ῥίζα τοῦ δοβέντος 
1 

θμοῦ ΑΛ χατὰ προσέγγισιν της τρ: τότε Ἡ ἐφαρμογη τοῦ προγγουµένου 


όνος γίνεται εὐχολωτέρα. 


Παραδείγματα 


1 
1000’ 


ἀύυιο. Πολλαπλασιάζω τὸν 3 ἐπὶ τὸν χύθον τοῦ 1000, ὕτοι ἐπὶ 


) Νὰ ἐξαχθῇ η κυθική ῥίζα τοῦ ὁ μὲ προσέγγισιν απ; 


). (ἤτοι γράφω δεξιὰ τοῦ 2 ἐννέα μηδενικὰ) καὶ τοῦ προχύπτοντος 

θαοῦ Ὁ 000 000 00υ ἐξάγω τὴν κυθιχκην ῥίζαν κατὰ προσέγγισιν 

όδος, ὅτε εὑρίσχω 1209: τὴν ῥίζαν ταύτην διαιρῶ διὰ 1000 καὶ 
4 


) 1.909: τοῦτο δὲ εἶνε ἡ κυθικὴ ῥίζα τοῦ 2 μὲ προσέγγισιν τω ππὰ 


9) 


9) Νὰ ἐξαχθῇ Ἡ κυθικὴ ῥζα τοῦ κλασματικοῦ ἀριθμοῦ ᾳ μὲ προ” 


] 
Υισιν Τῃῃ: 
1] 
ας. Πολλαπλασιάζω τὸ κλάσμα η ἐπὶ 1005 κχὶ τοῦ γινομένου 


ιοάνω τὸ ἀχέραιον µέρος, ὅπερ εἶνε ὠυδ55ῦ, καὶ τούτου ἐξάγω 
κυθικὴν ἐίζαν μὲ προπέγγισιν µονάδος, ὅτε εὑρίσκω 83" διαιρῶ 

(τα τὴν ῥίζαν ταύτην δὲ διὰ [00 γαὶ εὑρίσχω ϱ,83: τοῦτο δὲ εἶνε 
6 ν ς 1 

4 αι - τά Υ. πι 

υοικη ῥίρα τοῦ η μὲ προσέγγισι της 

3) Νὰ ἐξαγθῇ Ἡ κυθικη ῥίζα τοῦ δεκαδικοῦ ἀριθμοῦ Ὁ,99 911 μὲ 

Ι 

σεγγισιν -- π 

ετὗσις. Εἰολλαπλασιάζω αὐτὸν ἐπὶ 100, ἧτοι ἐπὶ 006. καὶ τοῦ 
΄ - , . ’ ΄ ΄ -» 1 ϱ , » 

θμένου λαμράνω το ἀχέραιον µέρος. ὅπερ εἶνε Ὁ9) 99)" τούτου ἐξάγω 
χυθικην ἐίζαν μὲ προσέγγισιν μονάδος καὶ εὑρίσκω [8᾽ διαιρώ 

ην διὰ 10 καὶ εὑρίσχω {, ὃ- τοῦτο δὲ εἶνε Ἡ κνθική ῥίζα τοῦ δᾳ. 

: 1 

ς αριθμοῦ μὲ π ροσέγγισιν η. 

ἑ«οίως εὑρίσχετα:, ὅτι ἡ κυθική ῥίζα τοῦ ἀριθμοῦ ϐ,0000υ 198 

“ερ οσέγγισιν (), 00) { είνε 0,010. 


[ω ΑΝΝων Ν. ΧατΖζίδακί, ΘΡΩΡΙΤΙΚΗ ΛΡΙΘΝΗΤΙΚΗ απ 


2326 ΒΙΒΛΙΟΝ Ἔ᾿᾿ 


Παρατήρποις. 


«582. Εὰν συµθῇ νὰ εἶνε άμφότεοοι οἱ ὅροι χλάσματός τινος τί- 
λειοι κύθοι, ἡ χυθ. ῥίζα αὐτοῦ εὑρίσκεται ἀκριθῶς' ἀρχεῖ νὰ ἐξαχθῇ ἡ 
κυθ. ῥίζα τοῦ ἀριθμητοῦ καὶ ἡ τοῦ παρονομαστοῦ' π.χ. Ἡ κυθ. ῥίζα 


ο --υ-υ-----π-υ-υ---- 
τοῦ ττπῃ εἶνετς, ἡ χυθ. ῥίζα τοῦ [000000 εἶνε τοῦ Ἀ τοῦ τος εἶνε 5, ατλ. 


Ζητήματα πρὸς ἄσκπσιν. 


1) ᾽Αχέραιας ἀριθμὸς δὲν δύναται νὰ εἶνε χύθος, ἑάν, τοῦ ψηφίου 
τῶν μονάδων ὄντος ὁὶ ἢ ϐ, τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων εἶνε ἄρτιον᾽ 
ἆ, ἐάν, τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων ὄντος ἆ ἢ 8, τὸ ψηφίον τῶν δεχά- 


µια... 


δων εἶνε περιττόν. 

2) ᾿Αχέραιος ἀριθμὸς λήγων εἰς ὃ δὲν δύναται νὰ εἶνο χύθος, ἐὰν. 
τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων του δὲν εἶνε µῆτε ὃ μήτε Ἱ. 

9) Ἡ διαφορὰ τῶν χύθων δύο ἐφεξῆς ἀκεραίων εἶνδ πολλαπλάσιόν 
τι τοῦ ϐ ηὐξημένον κατὰ µονάδα. 


«Φ9«Φῇ/4θνιφ. 


ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ 


ΒΙΒΛΙΟΝ 7. 


ΜΕΘΟΔΟΙ 


Περὶ ποσῶν ἀναλόγων. 

«26898. Πολλάκις ποσόν τι ἐξαρτᾶται ἀπὸ ἄλλου Ἡ ἀπὸ πολλῶν 
ἄλλων. Παραδείγματος χάριν, τὰ χρήματα, τὰ ὁποῖα θὰ δώσῃ τις, 
διὰ νὰ ἀγοράσηῃ ἐξ ἑνὸς ὑφάσματος, ἐξαρτῶνται ἐκ τοῦ ἀριθμοῦ τῶν 
πήχεων, τοὺς ὁποίους θὰ ἀγοράσῃ' διότι εἶνε φανερόν, ὅτι διὰ περισ- 
σοτέρους πῆχεις θὰ δώσῃ περισσότερα χρήματα. Ὁμοίως ὁ ἀριθμὸς 
τῶν ἐργατῶν, οἵτινες χρειάζονται διὰ νὰ κτίσωσι τοϊχόν τινα, έξαρ- 
τᾶται ἐχ τοῦ ύψους τοῦ τοίχου χαὶ ἐκ τοῦ µηκους αὐτοῦ καὶ ἐχ τοῦ 
πλάτους αὐτοῦ" ἔτι δὲ χαὶ ἐχ τοῦ ἀριθμοῦ τῶν Ἡμερῶν, ἐν αἷς θὰ 
κτισθῇ ὁ τοῖχος, χαὶ ἐχ τοῦ ἀριθυοῦ τῶν ὡρῶν τῆς Ἡμερησίας ἐργασίας. 

«Ο8Ώ. Δύο ποσὰ λέγονται ἀγάκίογα. ἐὰν ὁ πολλαπλασιασμὸς τοῦ 
ἑνὸς ἐπὶ τὸν τυχόντα ἀριθμὸν προξενῇ πολλαπλασιασμὸν τοῦ ἄλλου 
ἐπὶ τὸν αὐτὸν αριθμόν. 

Παραδείγματα. 

Αν δύο ὀκάδες ἐξ ἑνὸς πράγματος ἀξίζουν Ὁ δραχµάς, 

ὸ«ὃ ὀχάδες τοῦ αὐτοῦ πράγματος ἀξιζουν ὦχλ«ὰὸ δραχµάς' καὶ 
1 


4 
ον -- Ῥ » ὴ λ σς.-- λ 
στ στ 


καὶ οὕτω καθεξῆς' 
” , » Ὁ ν ο» ' - [] γ » 
ὥστε Ἡ ἀζία ἑνὸς πράγματος καὶ ὁ αριθμὸς τῶν ὀχάδων του εἶνε ἀνά- 


λογα. 

Αν ἐργάτης τις λαμθάνγῃ Ὡμερομίσθιον Ί δραχµάς, 
διὰ 2 ημέρας θὰ λάθη 4ὸ«ὃ δραχµάς, 
διὰ ὃ ἡμέρας θὰ λάθη ἀσ«ῦ δραχµάς, 

| 1 
διὰ 0.--- ημέρας θὰ λάθη ἀσςθ--- δραχμάς' 
9) η) 


ἐχ τούτου βλέπομιν, ὅτι ὀεμισθὸς τοῦ ἐργάτου καὶ αἱ Ἰμέραι τῆς ἑρ- 
Υασίας του εἶνε ἀνάλογα. 


, 


δὸς ΒΙΒΛΙΟΝ 7 


φ ο ΄ ν ο -- ] / 
Ἂν ὁδοιπόρος τις διανύγι εἰς { ὥραν ι-- στάδια. 
9 [ῃ |] Ρ Γ μα] 4 
θὰ διανύσγ, εἰς ἆ ὥρας τις Ἂ«ή στάδια 
4 ν | 
χαὶ εἰς 


Ἂν εἰς ὃ ἀνβοώπους 
δισνεμχθῶσιν ἐξ 


ἴπου «300 δρ.. θὰ λάθγ, ἕκαστος 50’ 
ἂν διχνεαγθῶπι αὐ0»«3 δρ. » Ῥ σ0.ς2; 


ἂν ὃ χνεμγθῶς. 00ος» δο : .. » ὄθσς-- 


4 , δν». . Λ” α - 9 , . 9 9 . 
καὶ οὕτω χαθεςτς (6 αριθαὸς τῶν ανθρώπων μένει ὁ αὐτός)" 


. Ν « ' ϱ 9 9 , 
ὥττε τὸ ποσον, τὸ ὅποῖον διανέμεται. καὶ τὸ µερίδιον ἑκάστου ανθρώ- 


που εἷιε ἀνάλογα :ὁ ἀξισαος τῶν ἀνθρώπων πρέπει νὰ μένγ, ἀμετά- 
Όλυτοςλ. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. ἀὲν πεέπει νὰ νοµί-ωμεν. ὅτι, ὅταν δύο ποσὰ συναυ- 
Ἐχνωσιν. εἶνε καὶ ἄν άλονα) διότι: λόγου χάριν. τὸ ἁνάστημα τοῦ πα:- 
δίου γαὶ τὰ ἔτγ αὖτ.Ὀ πυνα Σάνουσι καὶ ομως δεν εἷνε ανάλογα. 

Ποσὰ ἀντίστοοφα. 


«9 )6). ἂν: ποσα λέγονται ἀλτίστροφα ἢ ἀρτιστρόφως ἀνά.-ζογα, 


ὅταν ὁ πολλαπλα τιχτωος τοῦ ἑνὸς ἐπὶ τὸν τυχόντα ἀριθμὸν προξενί 
- ὃν Ν -- . - 9 - 
διαιρετνν τοῦ ἆλλον ὅνα τοῦ αὐτοῦ ας:θαρῦ. 
Παραδείγματο. 


ἕαν { ἑσνστης τε λξιώωνχ ἔσνον τι εἰς Τὸ τμερας. 
τα η] .. 


-.- - ν νυν δν. 
Ὢ ο σται να σενεώσωσιν ανσο ες -γμεςα 
.. μ.] 9 |] χ 
δις ο 
.ὸ. ο ἕσσ"ασσα Ἆ δ εἰς --Ύμερας- 
3 


καὶ εὕτω καπεσῖς ὥστε ὁ ασίαςσς τῶν ἑσγατῶν καὶ 5 αριθαὸὺς τῶν 


"μες Ἆνν ἓν ἂνς ἐκτέλος ὃν σοτος ἑσσον τι, Εἰνξ τ.σα αντιστοῦφα. 
θον - . Ν α κ. αν] . 
ἑ αν ἂν σαρποι ο οισα ῶσιν ἐν σου ὃ-.. 
κ απο Ὁ ενλ σσ ος αι) δο. 
υ 


Σο ν 8 . . κ . ο νο ν φ . 
ἑ ἂν εὉ πο  ἀν ὀσωπτῖς ο ισα σηῶσν ἐς ἶδον το αὖσὸ Φοσον. 


πα λεν ἕναττος Ξ ἃρ. 





, 


938 ΒΙΒΛΙΟΝ 7 
' ΄ ΄ |] κ - | 
Ἂν ὁδοιπόρος τις διανύη εἰς 1 ὥραν ἴ--- στάδια. 
9 ” 4 1 4 
θὰ διανύση εἰς ἆ ὥρας τος )}2«4 στάδια 


καὶ εἰς --- ὤρ. 


5) 
Το) κε στάδια᾿ 


ἄρα οἱ ὡραι τῆς ὁδοιπορίας χχὶ τὰ διανυόµενα στάδια εἶνε άλογα, 


οο| .- 
σο 


Ἂν εἰς ὃ ἀνβρώπους 
διανευηβῶσιν ἐξ ἴσου 400 δρ., θὰ λάθη ἕκαστος 560: 


ἂν διχνεμηθῶσι 4005«32 ὁρ. » ». οθσς»' 
ἂν διονεμτθῶσι 4θ0σ«. δρ. » » δρσς- 
) ) 


καὶ οὕτω καβεξῆς' (ὁ ἀριθυὸς τῶν ἀνθρώπων μένει ὁ αὐτός): 

ὥστε τὸ ποσόν, τὸ ὁποῖον διανέμεται, καὶ τὸ µερίδιον ἑκάστου ἀνθρώ- 
που εἶνε ἀνάλογα (ὁ ἀριθμος τῶν ἀνθρώπων πρέπει νὰ µένγ ἀμετά- 
6λητο:]. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Δὲν πρέπει νὰ νοµίζωµεν, ὅτι, ὅταν δύο ποσὰ συναυ- 
ξάνωσιν, εἶνε καὶ ανάλογα διότι, λόγου χάριν, τὸ ἄνάστημα τοῦ παι- 
δίου ναὶ τὰ ἔτη αὐτοῦ συναυξάνουσι καὶ όμως δὲν εἶνε ἀνάλογα. 

Ποσὰ ἀντίστροδα. 

«Φ4)6). Δύο ποσὰ λέγονται ἀγτίστροφα ἢ ἀντιστρόφως ἀνά.ζογα, 
ὅταν ὁ πολλαπλασιασμὸς τοῦ ἑνὸς ἐπὶ τὸν τυχόντα ἀριθμὸν προξενῇ 
διαίρεσιν τοῦ ἄλλου διΧ τοῦ αὐτοῦ αἀριθμοῦ. 

Παραδείγματα. 
Εν 1 ἐργάτης τελειώνῃ ἔργον τι εἰς 1ὁ Ἠμέρας, 


ρ 3 μα 0; -- λ , ρ , 45 ϱ / Α΄ 
ἐργάται θὰ τελειώσωσιν αντὸ εις -- Ἡμέρας 


ο] 
κοὶ ὃ ἐργάται » » εἰς Ἕ ἡμέρας. 


καὶ οὕτω καθεξΏς' ὥστε ὁ ἀριθμὸς τῶν ἐργατῶν καὶ ὁ ἀριθμὸς τῶν 

ἡμερῶν, ἐν αἷς ἐκτελοῦσιν οὗτοι ἔργον τι, εἶνε ποσὰ ἀντίστροφαᾳ. 
Ἰὸχν 19 άνθρωπο: μοιρασθῶσιν ἐξ ἴσου θ00 δρ., 

θὰ 246, έκαστος 90 δρ. 
αν 1928 ἄνθοωποι μοιρασθῶσιν ἐξ ἴσου τὸ αὐτὸ ποσόν, 


0 λάθη, ἕ ἔνασ 50 δρ. 
ὃ 





ή) ΠΙηΛλιων 


Μέθοδοι. 


ΑΡ}. «)/έβοῦὔος λέγεται τρόπος τις γενικός, διὰ τοῦ ὁποίου λύο- 
μ.εν εἰδός τι προθλημ.άτων. 

αυ) ΚιιώΙΤΗ προθλήµατα λέγω ἐκεῖνα, εἰς τὰ ὁποῖα δίδονται δύο 
ἀριθμοὶ καὶ ζητεῖται τρίτος, ὅστις εὑρίσχεται ἐκ τῶν δοθέντων διὰ 
Ἀολλαπλασικαμοῦ Ἡ διὰ διαιρέσεως' τοιαῦτα, λόγου χάριν, εἶνε τὰ 
ἑξής δυο γενικὰ προθλήµατα . 

ἱ) δα εὑρεθῇ ἡ ἀξία µοναδων τινῶν (ἑνὸς πράγματος). ὅταν εἶνε 
ὼ1νδατὴ ν ἅξια τὰς μιας μονάδας. 

δὲ δὰ εὐριθί ὰ ὰ ἀξία τῆς μιᾶς μονᾶδος (ἐξ ἑνὸς πράγματος], ὅταν 
εἶνε ονωστὸ ὰ δια κονχδων τινῶν τοῦ αὐτοῦ πράγματος. 

Αιοτι τὸ μὲν ποῶτον ὄνεται ἂν ἑνὸς πελλαπλασιακσμοῦ. τὸ δὲ δεύ- 
δεδὸν διὰ αιᾶς Ἀλλίδεσεας. 


εν τοὼὰ ὰ- νο Ὃ ο στον 


Να α 4 ο -- «ἆας 


ουδ. ὁ «ολο ου στ Ἐνες τὰ Ἑσσσιταστα. ες τα εξ 
τε δι νὰ εἰ σεδὺς τι ο νετ. ἐν Ἕσσον, ὅταν ακτα ξινώς δαν. τοσο 
ΔνΑ οσον Όρι σὰ. Ὁ ἀνστιστοσατι 

Ανν λαο δα λες τῶν σδὼν στ ες Στον Άδσντα τεεξς ασι- 
ἄθὲι ΝΑ ες Α.σὼν Ἑσδλοιτα. νὰ ο Σ ἕλωστας. 

Ἆιὸ νν πὼν Ἀεΐντων ας μῶν τασυττὼς τε τα. Σττᾶῖς σεν 


τν ὁ δν ιξ, δν Τὰ “γε κο δν με πε εν χάος ντι»: δὲ 


Νο Αν οσο ὃς στα πλ ο οΣ. σος 
." ' -- ο. » ” 
νὰ ο ο δ ὅο ν ΝΣΤΣ ΔΝ ὖπδ ὡς Ἠς στ -- αεκιζ”γ χα. ὲ--- 
... Ν 
.' ὉὮ δν ο Ὁ |-- 5 αὺ απο ο ὃς αν το πν αν ἃν 3 
Ἑπ Ε Ἑδςιε 
. ο. ὔνη 
ος λα. ο ο .-”-- .ἃ πο ον Όσες ννν ο» 
κά ον - δε ... 
: Εναν πλ ὁ . τα σος πι πο 5. κ τα 
το Ὁ Ε . . .- . ψ - ” ο. σον Ὅδσαυ κ. η 
ὃν .. Δ α κ φΦ ο . - νο ὃν 9 γιού τ----ᾱ α 
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Διὰ νὰ λύσωμεν τὸ πρόθληµα τοῦτο, σκεπτόµεθα ὡς ἑξῆς. 


ος 
᾿Αφοῦ οἱ 19 πήχεις ἀξίζουν θύ δραχ..ὸ εἷς πῆχυς ἀξίζει - δρχ. 


05 65 
καὶ ἀφοῦ ὁ εἷς πῆχυς ἀξίζει - δρ.,οί 90 πῆχεις ἀξίζουν - 35 ἑρ. 


Ἐκ τούτων βλέπομεν, ὅτι τὸ δοθὲν πρόθληµα ἀνελύθη εἰς τὰ ἑξῆς 
δύο στοιχειώδη. 
1) Οἱ 139 πῆχεις ἀξίζουν 65 δραχµάς' πόσον ἀξίζει ὁ εἷς πῆχυς : 


05 
2) Ὁ εἷς πῆχυς ἀξίζει τς δραχ . πόσον ἀξίζουν οἱ 55 πήχεις ; 


ΠπροΡρι ΗημΑα 


᾿Εργάται τιγὲς ἐργαζόμενοι 7 ὥρας καθ᾽ ἡμέρα», ἐἑτεζείωσαν ἄργον 
τι εἰς 10 ἡμέρας' ἂν εἰργάζογτο 9 ὥρας καθ’ ἡμέραν, δὲς πόσας ἡμέ- 
ρας ἠθε-ζον εεζειώσῃ τὸ ἔργον; 

Εἰς τὸ πρόθληµα τοῦτο ἔχομεν δύο πησὰ ἀντίστροφα) τὰς ὥρας 
τῆς καθημερινῆς ἐργασίας καὶ τὰς Ἡμέρας, εἰς τὰς ὁποίας οἱ ἐργάται 
τελειώνουσι τὸ ἔργον' κατὰ πρῶτον σαν αἱ ὧραι ἽἹ καὶ αἱ ἡμέραι 
10. τώρα αἱ ὥραι ἔγειναν 9, πόσαι θὰ γίνωσιω αἱ ἡμέραι ; 

Πρῶτον θὰ εὕρωμεν, πόσαι θὰ Ὑίνωσιν αἱ ἡμέραι, ὅταν αἱ ὧραι 
ἀπὸ Ἴ γίνωσιν {, (ὅταν δηλαδη ὁ ἀριθμὸς τῶν ὡρῶν διαιρεθῇ διὰ 7) 
καὶ πρὸς τοῦτο σχεπτόµεθα ὡς ἑξσς. 

Ὅταν εἰργάζοντο Ἵ ὥρας χαθ᾽ ἡμέραν, ἐχοειάσθησαν {0 ημέρας 
διὰ νὰ τελειώσωσι τὸ ἔργον' ἂν λοιπὸν εἰργάζοντο µόνον { ὥραν καθ᾽ 
ἡμέραν, θὰ ἐχρειάζοντο ἡμέρας Ι0ὸΣ«1 (ὁ ἀριθμὸς τῶν ἡμερῶν ἐπολ- 
λαπλασιάσθη ἐπὶ Ἰ: διότι ὁ ἀριθμὸς τῶν ὡρῶν διμρέθη διὰ Ἰ, εἶνε δὲ 
ταῦτα ἀντίστροφα ποσά). Αφϕ΄ οὗ δὲ χρειάζονται 10Σ«Τ Ἠμέρας, 
ὅταν ἐργάζωνται µίαν ὥραν καθ Ἡμέραν, ἂν εἰργάζοντο 9 ὥρας κα 
ημέραν, θὰ ἐχρειάζοντο ημέρας -ᾱ-- (ὁ ἀριθαὸς τῶν ἡμερῶν διηρέθη 
δι 9’ διότι ὁ ἀριθμὸς τῶν ὡρῶν ἐπολλαπλασιάσθη ἐπὶ 9). 

Ἐκτελοῦντες τὰς πράξεις, εὑρίσκομεν, ὅτι ὁ ζητούμενος ἀριθμὸς 
τῶν ἠμερῶν εἶνό μας ἤτοι Ἰἡμ. καὶ Τώρ. 


Κανών γενικός. 
«ΡὉἳΡ. Εκ τῶν προηγουμένων συνάγοµεν τὸν ἑξῆς κανόνα τῆς µι- 


θόδου τῶν τριῶν. 


99 ΒΙΒΛΙΟΝ 7’ 


ΙἹράφομεν εἰς ἕνα στίχον τὰς πρώτας τιμὰς τῶν δύο ποσῶν, ἔπειτα 
εἰ» δεύτερον στίχον τν νέαν τιμήν τοῦ ἑνὸς καὶ τὴν ζητουμένην νέαν 
τιμὴν τοῦ ἄλλου, τὴν ὁποίαν παριστῶμεν διὰ τοῦ γράµµατος χ' 
φροντίζοµεν δέ, ὥστε οἱ ὁμοειδεῖς ἀριθμοὶ νὰ εἶνε εἰς την αὐτὴν στή- 
λην καὶ χωρίζομεν αὐτοὺς διὰ γραμμῆς ὁριζοντίας. Τούτων Υενοµέ- 
νων, ἕνα εὕρωμεν τὸν ἄγλωστον ἀριθμὸν 1, πο.ἰαπ.ζασιάζομεν τὸν 
ὑτεράγω αὐτοῦ ἀριθμὸν (τὸν ὁμοειδῆ αὐτοῦ ) ἐπὶ τὸ χ.ὰάσμα, ὅπερ ἁποτε- 
εζεῖται ἐκ τῶν δύο ἀ.ζ ζων ὡς εὖε }εγραμμέγνοι, ἐὰν τὰ ποσὰ εἶνε ἀἁγτέστρο- 
φα, ἢ ἐπὶ τὸ αὐξὸ χ.άσμα ἀγτεστραμμένο», ἐὰν τὰ ποσὰ εὖνε ἀγά.ζογα. 

Παραδείγματος χάριν, διὰ νὰ λύσωμεν τὸ [ο πρόθληµα., γράφομεν 
τὰ δεδοµένα καὶ τὸ ζπτούμενον ὡς ἑξῆς᾽ 


πήγ. δρα. 
ι. 60 
η] γ΄ 


καὶ ἐφαρμοζομεν τὸν χανόνα (πολλαπλασια-ομεν δηλαδη τὸν ὁμοειδὴ 
Ι. Ὠ] 
τοῦ χ. ἴτοι τὸν θ0, ἐπὶ τὸ χλάσμα ς- ἀντεστραμμένον᾽ διότι τὰ ποσᾶ 


δε) 


εἶνε ἀνάλογα) καὶ εὑρίσομν 


ὃ 
μας χαὶ ἐκτελοῦντες τὰς πράξεις. χΞ-189.- 
Ἕ 


θλημα, γράφοµεν πάλιν τοὺς δοθέν- 


9 Ν ϱ ο ο κά 9. ω.. 
τας α θμοὺς ὡς ἑξης ο ΌὉρ ερ μερα: 
Π 1 
9 
τ 
χαὶ ἑφαςαότοντες τὸν Χανόνα εὑρίσχομεν γΞΞ0 υδέπ--ο- 


Ἐνταῦθα ἐπολλαπλασιάσαμεν τὸν ὀμοειδή τοῦ γ ἐπὶ τὸ χλάσμα, 
ὅπες ἀποτελοῦσιν οἱ ὅνο ἄλλοι ἀξιθμοί ὡς εἶνε γεγραμμµένοι" διότι τὰ 
ποσὰ εἶνε ἀντίστοο»κ. 


. α. . 9 ο. αν 
Ὁμοίως. διὰ νὰ λνσωαεν τὸ ἔσγς τς ΟΛΥ αχ 
{ . 
Ταγιζςόμος Ἰακζώ. ὃπ σἩ ας Χα περα» διανύει ἁπόστασίν 
. - ο .. Φα .. --. . ον κους κ. - ο . ε 
ει. εες 1ὸ 1έ( ας ο σας ωρας 5 { εστὲ. ρτϊ πας τὴ χαθ ἡμέρα»., να 
εαν σὴ τὸν αὐτοὶ ασ. ο ασιν εἰς ἆν ο ερας ο 


γβάφομεν τους ας ατος ὡς ἑσγς᾽ 


ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΤΡΙΩΝ 959 


ὅθεν, ἐπειδὴ τὰ δύο ποσὰ εἶνε ἀντίστροφα, 
18 0 
γΞςὺ Φ» «15-15. τοι χΞξδώρ. τ. 


.. 


Ὁμοίως, διὰ νὰ λύσωμεν τὸ πρόθληµα : 
4 
Μὲ ὃὃ ὁραγμὰς χαὶ 60 ἀεπιὰ ἀγοράζει τις 6 5 ὀκάδας βουτύρου᾽ 


στόσον ἀγοράζει μὲ 198 ὁραγμὰς χαὶ 90 «επτά : 
γράφομεν τοὺς ἀριθμοὺς ὡς ἔπεται 


δρα. υχάδ. 

35.60 ὔ 

198,90 μα 
. 198 ος 19 13Χ1983 
ὅθεν αμ πα στ 


χαὶ ἐχτελοῦντες τὰς πράξεις εὑρίσκοιμεν 
χ--αθόκ ης Ἡ 38ό. ΙΠθδᾶς 
Πρὸς ἄσκησιν προτείνοµεν εἰς λύσιν καὶ τὰ ἑξῆς προθλήµατα. 
1) ᾽Ατμόπλοιόν τι διήνυσεν Ἴ60 μίλια εἰς 95 ὥρας: εἰς πόσας ὥρας 


θὰ διανύσῃ 135 μίλια; (Απ 1θώρ. οτ΄ τ): 


ν ” 


1 
9) Διὰ νὰ γίνν ἔνδυμά τι ἐχρειάσθησαν ὃ 5 πήχεις ἐς ἑνὸς ὑφάσματος 
9 , . 4 ) ν η] 
ἔχοντος πλάτος 1πκ. ᾳ᾽ πόσοι πήχεις χρειάζονται διὰ τὸ αὐτὸ ἔν- 


| 
ϱ ϐ ε -”. ὃὉ / 9 1 ο ῃ 
δυμα ἐξ ἑνὸς ὑφάαματος, τοῦ ὁποίου τὸ πλάτος εἶνε β τοῦ πήχεως; 


(η: ντ). 


2 
) Πόσοι πήχεις ὑφάσματος ἔχοντος πλάτος 1ς τοῦ πήχεως γρειά- 


ζονται διὰ νὰ καλυφθῇ τὸ πάτωμα ἑνὸς δωματίου, ὅπερ ἔχει μήκος 

μὲν Ὁ πΏχεις, πλάτος δὲ 4: (Ἂπ. 10). 
4) Εἰς τιφρούριον ὑπάρχουσιτροφαὶ διὰ 45 ἡμέρας ἐὰν γίνῃ ἀνάγκη 

νὰ ἐξαρχέσωσιν αἱ τροφαὶ θ60 Ἠμέρας, πόσον µέρος τοῦ ἀρχικοῦ σιτηρε- 


, 9 , σ ν ν |. - 9 9 
σ ου πρέπει νὰ λαμθάνη ἕκαστος ἄνθρωπος ἐν αὐτῷ; ( Απ. τ) 


ϱ) ές πολεμικόν τι πλοῖον. ὅπερ ἔχει πλήρωμα Ἴ00 ἄνδρας, ὑπάρ- 
χουσι τροφαἱ διὰ Ό0 ημέρας το πλοῖον τοῦτο ἀπαντῆσαν διέσωσε δ0 
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ὅθεν, ἐπειδὴ τὰ δύο ποσὰ εἶνε ἀντίστροφα, 
. 18 09. -- 
γΞὺ σ2 «10-15. τοι χΞζδώρ. τ. 
Ὁμοίως, διὰ νὰ λύσωμεν τὸ πρόθληµα : 


4 
Μὲ 9 ὃ ὁραγμὰς χαὶ 00 «ἐεπτὰ ἀγοράζει τις 6 5 ὀκάδας βουτύρου᾽ 
σιόσογ ἀγοράζει μὲ 198 ὁραγμὰς καὶ 90 «ἰεπτά : 
γράφομεν τοὺς ἀριθμοὺς ὡς ἔπεται 


δρα. υχάδ. 
30.600 5 
198,0 ο. | 


ΙΙ Ιον ΙΧ 193 
Ιώ ο πε 
χαὶ ἐκτελοῦντες τὰς πράξεις εὑρίσκοιμεν 

μμ. 90 
χΞ-- 299Χ. πο ᾖὮ 9 99λ. 170δρ..ς. 


Πρὸς ἄσκησιν προτείνοµεν εἰς λύαιν καὶ τὰ ἑξῆς προθλήματα. 


ὅθεν 


1 
|) ᾽Ατμόπλοιόν τι διήνυσεν Ἴ0 μίλια εἰς »φ ὥρας᾽ εἰς πόσας ὥρας 


θὰ διανύσῃ {25 μίλια; (Απ 1θώρ. οτ/ τ) 


9 , , 1 , φ 4 , 
9) Διὰ νὰ γίνηἔνδυμάτι ἐχρειάσθησαν ὃ 5 πῆχεις ἐξ ἑνὸς ὑφάσματος 
φ 9 ΄ . 4 4 | . 
ἔχοντος πλάτος 1π1χ. β πόσοι πΏχεις χρειάζονται διὰ τὸ αὐτὸ ἔν- 


ο π 
φ 4 ἑ - Ὁ , " Ἱτ ο , 
δυµα ἐξ ἑνὸς ὑφάσματος, τοῦ ὁποίου τὸ πλάτος εἶνε α τοῦ πήχεως; 


(η τ). 


ὃ) Πόσοι πῆχεις ὑφάσματος ἔχοντος πλάτος 1 ᾳ τοῦ πήχεως χρειά- 


ζονται διὰ νὰ καλυφθῇ τὸ πάτωμα ἑνὸς δωματίου, ὅπερ ἔχει μῆκος 

μὲν ὦ πήχεις, πλάτος δὲ 4: (Ἂπ. 10). 
4) Εἰς τιφρούριον ὑπάρχουσιτροφαὶ διὰ 4ὖ ημέρας. ἐὰν γίνη ἀνάγκη 

νὰ ἐξαρχέσωσιν αἱ τροφαὶ θ0 Ἠμέρας, πόσον µέρος τοῦ ἀρχικοῦ σιτηρε- 


 ἡ 9 |; ὃ) 
σ ου πρέπει νὰ λαμθάνη ἕκαστος ἄνθρωπος ἐν αὐτῷ; ( Απ. τ) . 


ὦ) Εἰς πολεμικόν τι πλοῖον. ὅπερ ἔχει πλήρωμα Ἴ540 ἄνδρας, ὑπάρ- 
χουσι τροφαἱ διὰ 50 ημέρας το πλοῖον τοῦτο ἀπαντῆσαν διέσωσε 0 
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ΠΡΟΒΛΗΝΜΑ 
1δ ἐργάται ἐργαζόμενοι 7 ὥρας καθ ἡμέραν ἐτεζείωσω, {., ,, 
αἰς 95 ἡμέρας' πόσας ὥρας καθ ἡμέραν πρέπει γὰ ἐργάζωριω, / 
}άται, ἂν θ4ᾷωσι νὰ τεἐειώσωσι τὸ αὐτὸ ἔργο» εἰς 1: ἡμέμω, 
Διὰ νὰ λύσω τὸ πρόθληµα τοῦτο, κατατάσσω τὰ δεδέ, νι 


προηγουμένως ἡ . 
εργ. μ. ὠρ. 
18 ἵ! 95 
59 } [η 


ἔπειτα σκέπτομαι ὡς ἑξῆς. 

Αν µόνον οἱ ἐργάται μεταθληθῶσι καὶ ἀπὸ {8 γίνωσι ϱὁ, (όλλ’ νι 
Ὡημέραι, εἰς τὰς ὁποίας θὰ τελιιώσωσι τὸ ἔργον, νὰ µείνωσιν αἱ σύτφι 
90), αἱ ὧραι θὰ γίνωσι (κατὰ τὸν Χανόνα τῆς μεθόδου τών τριών] 







τι ὁ αριθμὸς τῶν ἐργατῶν χαὶ ὁ αοιθμὸς τῶν ὡ 
ς ἐργασίας εἶνε ποσὰ ἀντίστροφα). 


ὢν τῆς χαβηµι- 


Αν δὲ ἔπειτα μεταθληθῶσιν αἱ ἡμέραι καὶ ἀπὸ 3Ὀ γίνωσι {9, 
{αλλ᾽ ὁ ἀριθμὸς τῶν ἐργατῶν νὰ μείνη ὡς εἶνε. ἤτοι ὅ2), αἱ ὧραι 
θὰ γίνωσι (κατὰ τὸν Χχνόνκ τῆς µεθὀδου τῶν τριῶν) 


20 


(διότι αἱ ὡραι τῆς καθημερινῆς ἐργασίας καὶ αἱ ἡμέραι, καθ᾽ ἃς διαρ 
κεῖ ἡ ἐργασία, εἶνε ποσὰ ἀντίστροφα). 


ορ , 
Ίσκκρσκ]ς ἡ Ἱσκροκς Ὁ Ἰσκ ρκὃ 


᾿βὰν ἐκτελέσωμεν τὰς πράξεις, εὑρίσχομεν. ὅτι ὁ ζητούμενος ἀρι- 
θμὸς τῶν ὡρῶν εἰνε οι Ὥτοι ώρ. 91. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Δυνάμεθα νὰ λύσωμεν τὸ πρόθληωα τοῦτο χαὶ ὡς ἑξῆς: 
εὑρίσχομεν, πόσας ὥρας ἐργασίας ἀπαιτεῖ τὸ ἔργον δι) ένα ἄνθρωπον' 
Επειδη οἱ 18 ἐργάται ἐργάζονται Ἴ ὥρας καθ ἑκάστην ἐπὶ 2 Ἡμέρας, 
τὸ ἔργον χρειάζεται δι᾽ ἕνα ἄνθρωπον ὥρας ἐργασίας 2ύΣ«ΊΣ«8: καὶ 
ΦΡΧΤΧ18. 


ο 





ἐπειδή εἶνε 539 οἱ ἐργάται, πρέπει ἕχαστος νὰ ἐργασθῇ ὦ ώρας --τ. 


καὶ ἐπειδῆ πρέπει νὰ τελειώσωσι τὸ ἔργον εἰς {ῦ ἡμέρας, πρέπε' νὰ 


γ ν ὁ ἁμέραν ΦΧΤΧΙ8 
ἑργά:ηται ἕκαστος καῦθ Ὑμέραν πσχῖς 


ώρας. 





πιο 
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ἁπὶ 500 (διότι τὸ μῆκος τῆς τάφρου κχὶ αἱ Ἠμέραι εἶνε ἀνάλογα) καὶ 
θὰ υίνῃ 
δ0 
ο 
Ἂν ἔπειτα μεταθληθῇ τὸ πλάτος τῆς τάφρου καὶ ἀπὸ Ἰ γίνῃ 8, 


--- 
ὁρέπρο9”- 


ὃ 
ὁ ἀριθιὸς τῶν Παερῶν 4ὰ πολλαπλασιασθῃ ἐπὶ καὶ θὰ γίνῃ 


ος «9 86 ϐ ὃ 
πμ πα σηασεα 


“Αν τέλος μεταθληθῇ τὸ βάθος καὶ γίνχ ὃ ἀπὸ 3 (τὰ ὃ ἄλλα μµείνω- 


σιν ὡς εἶνε. ῆτοι ἐργάται ὅθ., ὡραι ἐργασίας ϐ, μῆχος τάφρου 80, πλά- 


4 


τος ὃ) ὁ ἀριόμος τῶν Ἠμερῶν θὰ πολλαπλασιασθῃ ἐπὶ --, καὶ θὰ γίνῃ 
ο 3 8 86 8  ὃἃ 
ευκολο τοτ᾽ 
τὸσας λοιπον Τµέρας χρειχζονται οἱ ὦ0 ἄνθρωποι ἐργαζόμενοι 9 ὥρας 
καθ᾽ ἐκάστην, διὰ νὰ σκάψωσι τάφρον ἔχουσαν μῆχος 80, πλάτος 8 
καὶ βάθος ὁ. 
ο) ον. 

Απλοποιοῦντες τὸ γινόμενον τοῦτο, εὑρίσκομεν τ κά Πτοι ει 
Φ 101µ. καὶ τῆς Ἡμέρας, ὥτο: 10 ημέρας καὶ ϐ ὥρας [διότι η κα- 
θηµερινή ἐργασία εἶνε 9) ὡραι). 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Δἱ Ἠμέραι, εἰς τὰς ὁποίας διαρχεῖ Ἡ ἐργασία, δὲν εἶνε 
ἀκριοώς ἀνάλογοι πρὸς τὸ βάθος τῆς τάφρου΄ διότι, ὅσον γίνεται βα- 
θυτέρα η τάφρος, τόσον Ὑίνεται δυσκολωτέρα Ἡ ἐκφορὰ τῶν χωµά- 
των ἀλλὰ τὴν διαφορὰν ταύτην παραθλέπομεν. 

«ὉὉ }. Εὰν τώρα εἲς τὰ λυθέντα προθλήματα παραθάλωμεν τὴν 
τιμήν τοῦ ἀγνώστου πβὸς τὰ δεδοµένα τοῦ προθλήµατος, ὡς εἶνε κα- 
τατεταγµένα, συνάγοµεν τὸν ἑξῆς κανόνα. 

“ιά γα εὕρωμε» τὴλ' τὴ» τοῦ ἀγ}λώστου, πρέπει }ὰ πο.ἑαπ.α- 
σιάσωµεν τὸν ὁμοειδῆ αὐτοῦ ἀριθμὸν (τὸν ὑπεράνω αὐτοῦ) ἀ-{ετα.έ- 
«ἐή.έως ἐφ᾽ ἔχαστο) τῶν κασμάτωγ, «τινα ἀποτε.ζοῦγται ἐκ τῶν δύο 
τικῶ»' ἑκάστοι -"υσοῦ' ἀγτισερέφομε} ὅμως προη) ουμέγως τὸ χάσμα, 
ἐὰ» το π.σόν του εὐε ἀἆλά.(ο}ο» πρὸς τὸ ποσὸν τοῦ ἀ]ρώστου. 

[]ρος ἄσκγτ.ν προτείνοµεν εἰς λυσιν καὶ τὰ έξᾷς προθλήµατα. 

Ι] Διὰ την τροφΏν 4) πτρατιωτῶν ἐπὶ 90 Ἡμέρας ἐχρειάσθησαν 
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180) δραχμαί᾽ εἰς πόσας Ἡμέρας θὰ φθάσωσιν 85010 δραχμαὶ διὰ 
την τροφὴν 4004) στρατιωτών ; (Ἂπ. 40). 


Ὁ) " Ανθρωπές τις ἐργαζόμενος ϐ ὥρας καθ Ἡμέραν ἐξετέλεσε τα 


ο]κο 


ἔργου τινὸς εἰς 2ύ Ἡμέρας' πόσας ὥρας πρέπει νὰ ἐργάζηται καθ. 
βαν διὰ νὰ ἐκτελέση τὸ ἐπίλοιπον ἔργον εἰς 1ῦ ἡμέρας; (Απ. 15). 

ϐ) Ειθλίον τι ἔχει 2ὺ() σελίδας" ἑχκάστη σελὶς ἔχει 99 στίχους χαὶ 
ἕκαστος στίχος 4{) γράμματα ἐὰν τὸ βιθλίον τοῦτο τυπωθῇ οὕτως, 
ὥστε εἰς ἱχάστην σελίδα νὰ εἶνι 36 ατίχοι, χαὶ εἷς ἔκαστον στίγον 
τν γράμματα, ἐχ πόσων σελίδων θ᾽ ἀποτελῆται : 

(Ἆπ. Ι9δ’ Ἡ τελευταία δὲν θὰ εἶνο πληρης). 
Ἱ) ἽἜργον τι πρέπει νὰ ἐχτελεσθῃ εἰς {3 Ἠμέρας' πρὸς τοῦτο ἐμι- 
ὰ 


αθώθγσαν {ὸ ἐργάται, οἵτινες ἐξετελεσαν τατ τοῦ ἔργου εἰς 10 σμε- 


ν ο κ - 
µας ὄννανται οὗτοι μόνοι νὰ τελεωσωσι το ἔριον ἔντος τῆς τεταν- 


να 
μεννς ποοθίσµιίας: Χαι. ἂν δὲν ἂύναντα:. πόσοι ἑσνάτα: αχομγ τεσέτει 


. ο. 
νὰ μισθωθῶσι: Απ. ἀχέαν 10 ἑσγαται. 
ϱ) Ἔπωλγθνσαν 19) ῥαρελιας µετα τοῦ ἐν αὐτοῖς περιεχοµένου οἵ- 
νου αντὶ δν ο) ἡεαχμῶν. ἕχαστον δὲ Ραῤελιον πτεςιεέε 490 ὀκάδας 


οἴνον. ποσο τοτε νὰ πωλγθὼσι ὃς σαξελια μετα τοῦ ἐν αὐτοῖς 
πριέχσοὔντ οἶνουν ἐὰν ἕκαστον τεξςιεχτ ἀσλη ἄχαδας οἶνου τῆς αὺ- 
τὺς ποίστότοςς τιν ἑκασττ. σας ενος, Χξνος εἰνε τῶν αὲν πσωτων 
- οἃ οὐ . . ο. ου, 
ον σαχ ἁα.. τῷ) δι ὁ ος «πδου ολνὰκ { Ἆπ. 4." λος. Ξ). 
α Ν «ὰ 
κ λα Αμ ας Ηλ ον λα κα - μμοα 


κ 4). κ Σιν δάσος . κάδο ὃς δι δσδ Ἑ ωχ. να σάς αγ χ 315 


ο - . " 
Ὃ σσ νο δν σπα δν εδ Ἱ ας 


Ν κ ου Ἡ, ». ή .ά λα. ἵ οκ υπ . ὁ έ αν | . ; δι, «0. η... .Ε 
-., κ... ο ὃν νο κ ελ. .ἶ.. : δν τσ ὃς ἐππε απ ο 
ο) ) . εἰ) .. ο. 
.κ. - κ Ν -- - Ὑ" 
ος στον στὰ οσο Ἀνᾶδσν ὧν δεῖ τεστ ταις της αεξίπδσ» 


ΣΥΚΕΖΕΥΓΜΗΝΙΙ ΜΕΘΟΔΟΣ 999 
Ἐκ τούτου εὑρίσκομεν, ὅτι {{ ἀγγλικαὶ λίραι, ἤτοι 132 τουρχι- 
41 
χα, χάµνουν ῥούθλια 1652426. 


6’) 13 τουρχικαὶ λίραι κάµνουν ῥούθλια 1θδσεςς 
1600 » πόσα ῥούθλια ; 
λύοντες δὲ τοῦτο εὑρίσχομεν, ὅτι { 800 τουρκικαὶ λίραι κάµνουν ῥού- 
θλια κ ΠΠ, 

Ὡς δεύτερον παράδειγµα, ἔστω χαὶ τὸ ἑξῆς πρόθληµα. 

"Εμπορος ἔφερεν ἐκ [Πα(ισίων εἰς ᾿Αθήνας 96500 πήχεις ἑνὸς ὑφά- 
σµατος, τὸ ὁποῖον ἠγόρασε πρὸς {φρ. 15 τὸ μέτρογ" ἐξώδευσε δὲ διὰ 
γαὔ.ζοΥ καὶ δασμὸν ὃ 9 ἐπὶ τοῖς 100 (τοι διὰ πρᾶγμα ἀξέας 100 ὅδραγ- 
μῶν ἐξώδευσε ἃ 9ὁρ-)' πόσον τοῦ κοστίζει ὁ μικρὸς πῆχυς ἐν ᾿Αθήναις, 
ὅταν ἡ τιμὴ τοῦ γρυσοῦ εἰχοσαφράγχου εὖε 94 ὅαγμαί; 

Γράφοµεν τὰ δεδοµένα καὶ τὸν ἄγνωστον ὡς τὰ ἑξῆς' 


χ δραχμαὶ ---- 1 μικρὸς πῇὴγχ. 
μι πηχ. -- 0,6 ἀδμέτρα 
| µέτρον -- 1, {Ὀφράγ. χρυσᾶ 
909. Χρ. -- «2ήδραχ. 
πρὸ τῶν ἐξόδων {00 δραχ. --  {9325ρ. μετὰ τὰ ἔξοδα,. 


Καὶ τὸ πρόθληµα τοῦτο ἀναλύεται εἰς τὰ ἑξῆς τῆς μεθόδου τῶν τριῶν. 
α’) Ὅσον πρᾶγμα κοστίζει ἐν []αρισίοις | (0δρ., τόσον κοστίζει ἐν 
᾿Αθήν. 1949: ὅσον πρᾶγμα κοστίζει ἐν []αρ. 245Ρ., πόσον ἐν Αθήναις; 
Λύοντες τὸ πρόθληµα τοῦτο εὑρίσκομεν, ὅτι, ὅσον πρᾶγμα κοστίζει 
ἐν Παρισ. 2 4δρ. ἤτοι 20 χρυσᾶ φράγκα, τόσον κοστίζει ἐν ᾿Αθήναις 


9ή 
| ὀδλέτῃῃ δρ. 
6’) Ὅσον πρᾶγμα κοστίζει ἐν Ἱ]αρ. 94) φρ. χουσᾶ, ἐν ᾿Αθῆναις χο: 
94 
στίζει 1922«τῃῃ δρ. ὅσον πρᾶγμα κοστίζει ἐν []αρ. 1,19: { 5 χρυσᾶ, πό- 
σον χοστίζει ἐν ᾿Αθήναις; Ἐκ τούτου εὑρίσκομεν, ὅτι τὸ µέτρον χοστί- 
--- 24 μὴ 
ζει ἐν Αθήναις 139 «πρὸς δρ. 


-. ἶἀἄ{ἦὤὥο{ήη -- πω 
Υ3 Ἡ ἀξία τοῦ μέτρου ἐν Άθηναις εἶνε “πι σπ βα}. 


ποίαι εἶνε ἡ ἀξία τῶν 0,648 τοῦ µέτρου (ἤτοι τοῦ μικροῦ πήχεως); 








/ 
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ὧν καὶ 0 τόχον), εἰς δὲ τὸ τέλος τοῦ δευτέρου ἔτους 000 (500 κε- 
ἴλαιον καὶ 100 τόκον), εἰς τὸ τόλος τοῦ τρίτου 0504, καὶ οὕτω καθεζῆς. 
ἸΑλλ) ἐὰν ὁ τόκος εἶνε σύνθετος, εἰς μὲν τὸ τέλος τοῦ πρώτου ἔτους 

Ιὰ γρεωστῇ 550 ὃρ. (500 χεφάλαιον χαὶ 60 τόκον), εἰς δὲ τὸ τέλος 
τοῦ δευτέρου 05 δρ. (550 κεφ. καὶ Ὁῦ τόκ.), εἰς δὲ τὸ τέλος τοῦ 
τρίτου 005,50 (005 κεφ. καὶ 60,50) τόκ.)' καὶ οὕτω καθεξής. 

ὍὉ σύνθετος τόκος λέγεται καὶ ἀγατοχισμός, τὸ δὲ ἐπὶ συνθέτῳ 
τόχῳ δανειζόµμενον ποσὸν λέγεται, ὅτι ἁγατοκχίζεται. 

᾿Ενταῦθα διαλαμθάνοµεν µόνον περὶ τοῦ ἁπλοῦ τόχου. 

3320 }Ἡ Εἰς ἕκχκστον πρόθληµα τόκου παρουσιάζονται ἆ ποσά’ 

1) τὸ χεφἆλχιον, 

3) ὁ τόχος, 

Ὁ) τὸ ἐπιτόχιον, 

4) ὁ χρόνος, τοι ἡ διάρκεια τοῦ δανείου. 

Τὰ ποσὰ ταῦτα εἶνε ἀνὰ δύο, ἢ ἀ.άλογα ἢ ἀντίστροφα. 

Ὅ τόκος εἶνε ἀνάλογος πρὸς ἔκκστον τῶν τριῶν ἄλλων. 

Διότι εἶνε φανερόν, ὅτι διπλάσιον κεφάλαιον φέρει διπλάσιον τόκον, 
τριπλάσιον χεφάλαιον τριπλάσιον τόκον (ἐν τῷ αὐτῷ χρόνῳ χαὶ μὲ τὸ 
αὐτὸ ἐπιτόχιον)' καὶ οὕτω καθεξής. | 

Ὡσαύτως εἰς διπλάσιον, τριπλάσιον κτλ. Χβόνον, ὁ τόχος γίνεται 
διπλάσιος, τριπλάσιος κτλ. (τῶν λοιπῶν µενόντων ἀμεταθλήτων). 

Ἐγπίσης. διτπλασικζοµένου τοῦ ἐπιτοκίου, διπλασιάζεται χαὶ ὁ τό- 
κος (τοῦ κεφαλχίου καὶ τοῦ χρόνου µενόντων ἀμεταθλήτων), κτλ. 

Τὸ χεφάλαιον καὶ ὁ χρόνος εἶνε ἀντίστροφα” διότι, ἂν π.χ. χεφά- 
λαιον 500 ὃρ. χρειάζηται δύο ἔτη διὰ νὰ φέρῃ τόκον 0 δρ. (πρὸς 
ϐ τοῖς ἑχατόν), διπλάσιον κεφάλαιον δανειζόµενον μὲ τὸ αὐτὸ ἐπι- 
τόχιον Ὁ, διχ νὰ φέρῃ τὸν αὐτὸν τόκον, χρειάζ εται µόνον ἓν ἔτος᾽ 
κεφάλαιον δὲ 950 δρ. δανειζομενον μὲ τὸ αὐτὸ ἐπιτόχιον, ἵνα φέρη, 
τὸν αὐτὸν τόκον, χρειάζεται ἆ ἔτη. 

Ἐκ τούτων συμπεραίνοµεν, ὅτι τὰ προθλήἁατα τοῦ τόχου θὰ λύ- 
ὠνταν χατὰ τὴν µέθοδον τῶν τριῶν (ἀπλῆν ἢ σύνθετου). 

09}. ΕΒὶς ἔκκστον πρόθληµκα τόκου δίδονται τρία ἐκ τῶν ἁνω- 
τέρω ποσὼν χαὶ ζητεῖται τὸ τέταρτον. Ἐπιιδη δὲ τὸ ζητούμενον 
δύναται νὰ εἶνε ὪἩ ὁ τόχος, Ἡ τὸ κεφάλαιον, Ἡ τὸ ἐπιτόχιον, η ὁ 
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ἀπὶ 100 καὶ τὸ }ιγόμενογ διαιροῦμεν διὰ τοῦ γιγοµέγου τῶν δύο ἄ.ᾖ ζω» 
(ἐπιτοχίου καὶ γρόνου). 
Εἰς τὸ ἀνωτέρω πρόθληµα, ἐὰν διπλασιάσωμεν χαὶ τοὺς δύο όρους 
τοῦ κλάσματος, ὅπερ εἶνε η τιμή τοῦ ἀγνώστου Υ, εὑρίσχομεν 
1640100 ιο40χκ20 


Πρόθλληµµα ὃον (ἄγνωστον ὁ χρόνος). 
Εἰς πὀσο» γρόνον κεφρά.αιο 95800 ὁραγμῶν τοκιζόµενον πρὸς 
δὲ ὃς θὰ φέρῃ τὀχυν ὁδ905δρ., 60: 


ἱζατατάασομεν τὰ δεδοµένα καὶ τὸν ἄγνωστον: 


κεφ. ἔτη τόκ. 
100 1 ὃ,ο 
90800 / 000,00 


Ἔπειτα παρατηροῦμεν, ὅτι ὁ χρόνος εἶνε ἀνάλογος μὲν τοῦ τόκου, 
ἀντίστροφος δὲ τοῦ χεφαλαίο»΄ ὅθεν ἐφαρμόζαντες τὸν κσνόνα (ἐδ. 
297) εὑρίσκομεν 

0 2590, Ι00Χ2Π90.60 


---- 
- ο - ο --- 
----- 


κ | 2«δσαρῃς 8 ο 8,0 Χ 99800 ; 





Ἐκ τῆς λύσεως ταύτης συνάγοµεν τὸν ἑξῆς κανόνα. 

32015. διὰ εὕρωμεν τὸν 1ρόνον (εἰς ἔτη), πο.ζ.ἑαπ.ασιάζοµεν τὸν 
τόκον ἐπὶ 100 καὶ τὸ γιγόµμενογ διαιροῦμεν διὰ τοῦ ἢγιοµένου τῶν 
δύο ἄ-ζων (κεφαλαίου καὶ ἐπιτοχίου). 

Εἰς τὸ πρόθληωα τοῦτο, ἐχν ἐκτελέπωμεν τὰς πράξεις, εὑρίσκομεν 

σς 100Χ25Φ060  οθθύ. 
ὦπ ΕΡΟΧβρΕθῦ  ἃρςορε 








ἴτοι χξ-ῖτ. Ἀμῆν., Ομέρ 


Πρόθληµα ον ( ἄγνωστον τὸ ἐπιτόχιον ). 
Πρὸς ποῖον ἐπιτόχιογ ἐτοκίσθη χεφά.ζαιο) 9058 ὁραγμῶν χαὶ ἔφε- 
ρεν εἰς ὃ ἔτη καὶ ἆ µῆγας τόὀχον δ90 ὅρ. ; 


Κατατάσσομεν τὰ δεδοµένα καὶ τὸν ἄγνωστον ὡς ἑξῆς. 


χες. ἔτι τώχος 
9008 Ἵλ. δοὐ 
100 τα |. 


ν ο ” . ῇ 5 ᾿ » γ ’ 
ἔπειτα παρατηροῦμεν, ὅτι ὁ τόκος χ (τῶν {040 δρ. εἰς { ἔτος) είνε ἀνά- 


-- 
σ 


1) ΠΗΗΛΙΟΣ 1 


λήγος καὶ πρὺς το Χεφάλαιον καὶ πρὸς τὸν χρόνον ὅθεν ἐφαρμόζοντες 
τη κσνυνα, εὐρίπκοιμεν 


ἐς α ΒΟΧΙΟΟ 
/. νο 2: πα ο ση 
Ἱλκ της Ἀθπέως ταύτης συνάγοµεν τὸν ἑξῆς κανόνα. 
«βέ)}έ. «ιιὶ »ὁ εὕρωμεν τὸ ἐπιτόκιον, πο.ζἑαπ.ἰασιάζοµε τὸλ το- 


Α 0) ἁαπὸ [1 χι τὸ ) ο ὈμιΕΟΣ διαιροῦμεν διὰ τοῦ }ομέγου τῶν δύο 







εὁ 4.299) (κεφαλαίου καὶ χρονου). 
Ἔναν πολλα πλασιάπωμεν ἐπὶ ο) ααφοτέρους τοὺς ὄρους τοῦ χλά 
τῶν, ο περ εἰνα Ἡ τμ τοῦ χ, εὐρίσχοικεν 
ἄν ὐδν δν ον ου 


ο στο γσω 0 σεοις 
} ολα ΑΔ ΛΑΣΧΔ ο μο] στι 7 Ἡν ο Ἱερισουο 


ωρα τατνολτσις, 


. ν -Ὁ [ολ μά -. 
«δ6) } «). τε σαδὲς ὁ- οεθευτὲς κανονες πες: τῶν πςοσαγαχτων τοῦ 
Ύ π μ . ος 
εν λες ο λν ον σαὸ εις ἐνα. τον ἑσὲς. 


ἔν ον ολ ὔται ὁ ξαννι πο έασέαδιας δέ τα τίς ὁελκέα καὶ 


Ν . - » ο» - . 5 
ο ο ϱΕ...- Ἑσ ὧε στ στα, ὁ ές τ.. πτ-ξ ζα- 
ελ δω αφ. ολ τν ο, ε... το δις κέσπε ο α νο ας ὁ-- ᾱια τς 


νν αν λν ο δν δικών ο δεσπω 


σον ἁ εντος ο ρσαννονκαδ ες ἕν δν νο σδ εσσς τοτδωτα στα. 
- - - - - 
Ες φβρν τον εν ἄθδεο σι Ὅ ο δσατως ιν ὃς στ ες Ὁ ὠὤξνας 
. 9 ως ν 
ο... κ. σι ἃσ 
. ”- - 4 τε - 
η λος ” ν δὲ ὃν ο σος -.. 5 . δ ος 4ο ο απ κό ον μή τα 
α ο 
Σοκ. . -ς τς . κ... . ἃ- ..- . 
Ἑ δα στον ο δ σ Σελ οσο σ σεφ νο τοῖς δν σωστο ς- 
. κ Ν κα . 
3 . . λ Σ ο π υ κ ο. Ὀ2., κ. πἹ δα μά ο | τα ο - Λ ας ὁμ. 
: Δ 8 .Ες ο κ ων. α ” - σσδπ» -- ΞΣο ο ο ο αγ πι Ὑ-- 
πἩ η .. πο .. πο . νο - - ο δι ὸς μον. . 
.. -. ο Ὁ 
λ. δουν ἒ . πο ον ”- Ἆ ο Ὁ  ἓὃ ε- υπ π- 
9 
. ο ι-ᾱ δν ο ΛΜ. ἳν δώ .. νο» ο, 
κ. 3 ν ν ν ο ιτ --Ἂ- ---σ ρ 
4 -ν 1 δες » η] - - ν - ο. δα 1 - - Μι - ον." 
. - 
. ες ... . - . .. .-.. - ων ο -- σαι: ς. 
-- . ' 
ες ΄ α .. νν -.--α 
.". 
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ϐ) Ἔμπορός τις Ἰγόρασεν 15040 οκάδας ἐλαίου πρὸς 94) λεπτὰ τὴν 
ὀκᾶν' ἐπώλησε ὃ) αὐτὸ µετὰ ὃ μῆνας ποὺς 1,14)" πόσον τοῖς ἑκατὸν 


ὃ 
χαιτ ἕτος ἑχέρδησεν ; (Απ. δδ σ ρ. 






Τ) Σιτέμπορός τις Ἰγόρασε οἵτον πρὸς ὃθ λεπτὰ τὴν οχᾶν᾽ µετὰ Ἴ 
Ὄνας θέλει νὰ πωλήσῃ αὐτὸν καὶ νὰ κερδίση ἐπὶ τῶν χρημάτων του 


Ὁ 0/ πόσον πρέπει νὰ πωλῆ τῶν ὀχκᾶν : 


(Απ. ὃ8 λεπτὰ τη τοῦ λεπτοῦ). 
ϐ) Ἡγόρασέτις οἰκίαν ἀντὶ 12000 δραχμῶν καὶ κτῆμα ἀντὶ 96800 
ὁραχμῶν' καὶ ἐκ μὲν τῆς οἰχίας ἀπολαμθάνει ἐτησίως 4500 δραχµάς᾽ 
ἐκ δὲ τοῦ κτήματος 1900: πόσον τοῖς ἑκατὸν ἀπολαμθάνει ἐκ τῶν 
δύο τούτων ὁμοῦ : | (Απ. ὅ,24...). 
ϱ) Νὰ δειχθή, ὅτι ὁ τόχος τοῦ κεφαλαίου χ. εἰς η Ἡμέρας, εἶνε 


Χ. Π. ᾿ , .. 0 
η ἐὰν τοχίζηται πρὸς 09/0. 





ο Ἡ. .1/ 0 
ἀοο » » 4 {ο 
κ. η. - ο 
Ίδη » » 3 ση 


ΠΕΡΙ ΥΦΑΙΡΕΣΕΒΩΣ 

3905. ᾿) φαίέρεσις λέγεται τὸ ποσόν, τὸ ὁποῖον ἐκπίπτεται ἐξ ἑνὸς 
χρίους, ὀτχν τὸ χρέος τοῦτο πληρώνηται πρὸ τς διορίας του. 

Ὕπάρχουτι δὲ δύο εἰδῶν ὑφαιρέσεις, Ἡ ἐξωτεριχὴ καὶ Ἡ ἐσωτεριχή. 
α᾿. Ὑψαίρεσις ἐξωτερική. 

Ξ09. Ἡ ἐξωτερικὴ ὑφαίρετις εἶνε ὁ τόκος ὅλου τοῦ ποσοῦ, τὸ 
ὁποῖον περιέχεται εἰς τὸ χρεωστικὸν γραμµάτιον, διὰ τὸν χρόνον, ὅστις 
θα περάσγ ἀπὸ τῆς ημέρας τῆς προεξοφλήσεως µέχρι τῆς λήζεως αὖ- 
τοῦ. Ἑπομένως τὰ προθλήµατα τῆς ἐξωτερικῆς ὑρχιρέσεως δὲν δια- 
φέρουσι ποσῶς ἀπὸ τῶν προθληµάτων τοῦ τόκο». 

Ὡς παράδειγµα ἕπτω τὸ ἑξῆς. 

Πρόθλτημα 
Γραμμάτιο» 9ὐ00 δραγμῶν προεξοφ.Ίεῖται 8 μῆνας πρὸ τῆς «ζή- 


« - 1 0 / 3 ο Ἡν Ν ο ρ , ο. 
ἔκως αὑτοῦ πρὸς 7 5 {ο πόση εἶνε ἡ ἐξωτε(ικὴ ὑφαέρεσις αὐτοῦ; 
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επὸν ἔχτι τις νά λά0γ, μετὰ ὃ μηνας 1032 δραχμὰς χχὶ πωλήση σή» 
Ρον τὸ γραμαάτιόν του, ϐὰ λάΟγ µόνον 100 καὶ θὰ χάσῃ τὰς ὃ 
Ἆτις εἶνε ὁ τόκος τῶν {100}: 

στε εἰς 103 δραχαὰς γίνεται ὑφαίρεσις ὁὃ δρ 


εις: μίαν ὁραχμῖν . ο τος 


9 


9 1200 
εἰ εἰς 1300 δραγμὰς θὰ γίνε ὑφαίρεαις τῇς «1300 ἃ τπτ 


ος ιό 
τοι 245ρ. 5391. ττ- 


Ἐπειδη ἡ ὑφαίρεσις καὶ τὸ ποσὺν τοῦ Ὑραμμµατίου εἶνο ἀνάλογα 
διότι εἰς δεκλάσιον κοτὸν γίνετα: ας προδήλως διπλασία ὑφαίρεσις, εἰς 
ριπλάσιον, τοικλασία κτλ. ),δυνάµεθα, ἀφ᾿ οὗ εὕρωμεν, ὅτι εἰς 109 
ῥαχμὰς γίνεται ὑθαίρεσις ὁ, νὰ εὕρωμεν τὴν ὑφαίρεσιν τῶν {200 
ῥραχαῶν καὶ δια τῆς ἁπλῆς αεθόδου τῶν τριῶν 


χοσὸν ὑφαὶς. 
109 9 
1200 χ 
900 ιδ 
θεν ΥΞλΧ«τπς ο δι 


«»Ἡ πα. Ἐκ τούτων συν άγομεν τὸν ἑξὲς Χανόνχ τής ἐδωτερικὴς 
ΙΦχιρέσεως. 

Διὰ νὰ εὕρωμεν Ὁν ἐσωτερικὴν ὑραίοεσιν, πο ἑατ.ασιάζοκεν' τὸ 
εἰς τὸ γραμµάτιο» περιεΓόµενον ποσὸν ἐπὶ τὸ» τόκον' τῶν ἑκατὺν ἃρα 
μῶν διὰ τὸν γρόνον, ὅσεις παρέρχεται ἀπὸ τῆς προεξοφλνσεως Νε]γι 
τῆς «2ήξεως τοῦ γραμλατίου, καὶ τὸ γιόμενον θιαιροῦμε» διὰ τοῦ 
ἀθροίσματος τοῦ τόκου τοέτου καὶ τοῦ 400. 

3η 25. Τὸ ποτὸν, τὸ ὁποῖον πελκρώνεται σήμερον διὰ τὸ γδεαμά. 
τιον, λέγεται παροῦσα ἀξία αὐτοῦ. Βρίσκεται δὲ ἡ παροῦαα ἀξία 
τοῦ γραμματίο», ἐὰν ατὀὸ τοῦ ὅλου ποσοῦ τοῦ ἐν τῷ γβαμμµατίῳ πε- 
ῥιεχομένον ἀφχιρεθῇ Ἡ ὑφαίρεσις. 

Εἰς τὸ ἀνωτέρω παράδειγµα Ἡ σπροίαα ἀξία τοῦ γραμματίου τὼν 
(900 Ἀραγιῶν εἶνε 1300 ---2359. δδλ.Ίη τουτίατι {1181.. Λ1λ.., 
Ἀθταται δὲ νὰ εὑρεβῷ καὶ ἀμέσως ὦ παροῦσα ἀξίι ὡς ἑξὲς 
102 ὁραγμαὶ {Κλποωτέαι µετα ὁ μῆνας πρὺς δν, ἔκονει αχῤθύς 


91ὃ ΒΙΏΛΙὸΟΝ 7᾽ 


σαν ἁξίαν 100 πόση εἶνε ἡ παροῦσα αξία 200 δραχμῶν ; (πληρω- 
τέων ἐπίσης μετὰ ὃ μῆνας πρὸς δ 0/,). 


Ἡ παροῦσα ἀξία χαὶ τὸ ποσὸν τοῦ γραμματίου εἴνε προφανῶς ἀνά» | 


λογα᾽ ὅθεν 


παοοῦσα αξία τρ σὸν 
00) 05 αν αδυύὺχκ1θυ 
σα [ΕΤ ση και Υ--- 100 απσλν 100 


εἶνε δὲ εὔκολον νὰ δειχθῃ. ὃτι Ἡ παροῦσα ἀξία, την ὁποίαν οὕτως εὖ» 
ῥίσχοιεν. χαὶ Ἡ ἐσωτερικτ ὑφαίρεσις συναποτελοῦσι τὸ ὅλον ποσὸν τοῦ 
υραμαατίου, τοι τὰς 5900 δραχ μάς. 

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ἡ ἐσωτερικὴ ὑφαίρεσις εἴνε μὲν ἀνάλογος τοῦ ἐν τῷ 
Υραμυατίω περιεγοένον ποποῦ, ἀλλὰ δὲν εἶνε ἀνάλογος οὔτε τοῦ χρόνου 
οὖτε τοῦ ἐπιτοχίου. «Ἀιϊοτι διπλασ.αζομένου τοῦ χβόνου, Ἡ ὑφαίρεσις δὲν | 
δὲν γίνετα: διπλασία, ἀλλὰ κατά τι µικροτέρα ἡ διπλασία" ὁμοίως, : 
διπλασιαζομένου τοῦ ἐπιτοχίου, Ὦ ὑφαίρεσις γίνετε: μεγαλητέρα, ἀλλ' 
ὅγι καὶ διπλασία. Τῷ ὄντι εἰς τὸ ἀνωτέρω παςάδειγµα διὰ τοὺς ὃ κῆ. 


; ουδ». . ο τς ο κά. 9 
νας ἡ ὑφαίρεσις εἶνο Πώς ὅια δὲ ὃ αὔνας θὰ εἶνε τῆς 


1 
η 
ἑ 
νά . -. Ν - κ . 9 . 
τοῦτο ὃ᾽ εἶνε ολιγώτερον τοῦ δ-πλατιςυ τοῦ πρωτ» διότι τὸ διπλά- | 


μι λα) 
α ο π : -. - .ἡ ᾳ ο , 
«Λο. Τα πςοΌλγματα. εἰς τὰ οτοῖα εἶνε Ὑνώστγ Ἡ ὑφαίρεσις 


κα: οπτεῖται ὁ χόσνος. ὃ τὸ ἐτιτόχιον Υ τὸ πησον τοῦ γρβαμματίου, 
ον . 


ἄν ἁνονταϊ ενκσλως εἰς αΕοθλπλατα τεχου διοτι Σ ὑφαίρεσις εἶἷνε ὁ 

- το - ” -.- φ . - 
τεκος της τα 5 .υσΥς ἄπιας τ3 ν χξονον. σστις μεσολαδεῖ απο της 
τς λεςοΡΑΥΤεως αεχς: τος «νξεως τος Ἱςσἀαάματι».. 


Γραμμάτων τι ἐξωρό” 105 ὁ μᾶνας πρὸ τῆς «ἆπξεως του πρὸς ὃ 9, καὶ 
ἑταδε ὄφα δα οὐ Φαγκαν πόσον ὖτο τὸ ποσὸν τοῦ γραµρατίου; 

Ε σισεδκεν χχτὰ πσοώ τον. πο σον χερχλαιςν εις 9 μννας Ξρὸς 8 ./, 
Φέρει τοκον οὐ) ἂξαχμας τὸ κεξαλαϊςν τοῦτ» θὰ εἶνε τὸ ποσὸν μὲ τὸ 


Ἡῃ ν 


υ ὅφων » πν παν .. , -. - -- - ο ο Ὁο 9 Ὃνρ ο -ο .. 
1 υπνο πο ἂν σὺν ο» ὁ αλλα γόνος - λος «-χ Σια Ἅ ο. τν ' 





δὲ εἰς αὐτὸν τοοστιθὲ ὁ ὀφαιςέτις. Ἱὰ τοσκ.ωγ τὸ ὅλον φοσὸν τοῦ 
Κατι δι. 


Ἔναν δὲ δὲ το εδὲς 
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Ες γραμµάτιον 4500 ὁραγμῶν ἐξοφ.ζηθὲν 16 μῆνας πρὸ τῆς «ζή- 


ξεώς του ἔγινεν ὑφαέρεσις 190 ὁραιμῶ»' πρὸς πόσον τοῖς ἑκατὸν ἔγι- 


2εν ἡ ὐφαίρεσις ; 

σχεπτόµεθα ὡς ἑξῆς. 

Αἱ 130 δραχμαὶ εἶνε ὁ τόκος τῶν /15000---1320, τοι τῶν [550 
δραχμῶν (δι ὧν ἐξωφλήθη τὸ γραμμάτιον) εἰς 16 μῆνας ζητεῖται 
δὲ τὸ ἐπιτόχιον. 

Πρὸς ἄσκησιν προτείνοµεν εἰς λύσιν καὶ τὰ ἑξῆς προθλήµατα. 

Ι) Νὰ εὑρεθῇ ἡ ὑφαίρεσις γραμµατίου 1979,395 δρ. προεξοφλου- 
µένου 4 μῆνας πρὸ τῆς λήξεως αὐτοῦ πρὸς 8 ος. 

(Απ. 465,05...). 

3) Γραμµάτιον 2500 δραχμῶν προεξωφλήθη 14 μῆνας πρὸ τῆς 
λήξεως αὑτοῦ ἀντὶ δραχμῶν 9150: πρὸς ποῖον ἐπιτόχιον ἐγένετο Ἡ 
προιζόφλησις : (Απ. 12 ὁρ. 

ϐ) Πωλήσας τις οἰχίαν ἀντὶ 9304) δραχμών, ἐκέρδησεν 9 Ὁ/ᾳ ἐπὶ 
τοῦ ποσοῦ, δι᾽ οὗ εἶχεν ἀγοράσῃ αὐτήν' πόσον τὴν εἶχον ἀγοράσῃ ; 

(Απ. 90000). 

4) Μιτὰ πόσον χρόνον λήγει Ὑραμμάτιον 1149 δραχμῶν, ὅπερ 

προεξοφλεῖται πρὸς Ἱ 0[, διὰ |400 δραχμῶν ; 


... 
(α-. Οξτ. υ, 


΄ 


Ὁ) όσων δραχμῶν εἶνε τὸ γραμμάτιον, τὸ ὁποῖον προεζωφλήθη 
1 

πρὸς ὃ ή διὰ 3890 δραχμῶν 4 “σ΄ µῆνας πρὸ τῆς λήξεως αὑτοῦ : 

(Απ. 4006,70). 
ϐ) χει τις δύο γραμμάτια τὸ μὲν ἓν 1504) δραχμῶν πληρωτέον 
μετὰ 8 μῆνας, τὸ δὲ ἄλλο 4δ00 πληρωτέον μετὰ {5 μῆνας' ἐὰν θέλη 
γὰ ἀνταλλάξη αὐτὰ ἀντὶ ἑνὸς µόνου γραμματίου πληρωτέου μετὰ ἓν 
ἔτος, πόσας ὁραχμὰς πρέπει νὰ Φέρῃ τὸ γραμμµάτιον τοῦτο, τοῦ ἐπι- 


τοχίου ὄντος ὃ 0/ς; (Απ. 91400 τι) 

Ἱ) Ἔμπορος ἠγόρασε παρ) ἄλλου πράγματα ἀξίας 381 05ρ.: μὴ 
δυνάµενος δὶ νὰ πληρώσηῃ ἀμέσως, θέλει νὰ ἰκδώση γραµµάτιον πλη- 
ῥωτέον μιτὰ Ὁ μῆνας μὲ ἐπιτόχιον 8 0/0 πόσας δραχμὰς πρέπει νὰ 


ρῷρ τὸ γραμμάτιον τοῦτο; (απ. 9949. 9/)). 


ροχν Ὁ 
5 .. , 
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Προόλήματα τοῦ πρώτου εἴδους. 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 


᾽Αγέμιξέ τις τριῶν εἰδῶν οἴγους ἐκ τοῦ πρώτου εἴδους, τοῦ ὁποίου 
ἡ ὁχᾶ ἀξίζει 90 «ζεπτά, ἐζαδθεν 1040 ὀχάδας, ἐχ τοῦ δευτέρου, τοῦ 
ὁποίου ἡ ὀκᾶ ἀξίζει 95 «επτά, ἔζαδε 30) χαὶ ἐκ τοῦ τρίτου, τοῦ 
ὃ ποίου ἡ ὀκᾶ ἀξίζει 80 .ἰεπτά, ἔζαδε 90 ὀχάδας' πόση θὰ εὖε ἡ τιν 
τῆς ὀκᾶς τοῦ µέγματος; 

Φανερὸν εἶνε, ὅτι, διὰ νὰ λύσω τὸ πρόθληµα τοῦτο ἀρχεῖ νὰ εὕρο 
τὴν ἀξίανγ ἑχάστου τῶν ἀγαμιγθέγτων οἵίων, ἔπειτα ἐξ αὐτῶν τὴν 
ἆ ἐίαγ τοῦ ϱ{γματος᾽ μετὰ δὲ ταῦτα γὰ µερίσω τὴν ἀξίαν τεῦ μίγματος 
δίς τόσα ἴσα µέρη, ὅσαι εἶγε καὶ αἱ ὀχάδες αὐτοῦ' τὸ πηλίκον θὰ εἶνς 
ἡ ζητουμένη τιαὴἡ τῆς αιᾶς ὀκᾶς τοῦ μίγματος. 

᾿Αξία τοῦ πρώτου οἵνου ὅθΣ«100-- 5000 λεπτὰ 
» ὃ δευτέρου 5» ου κςλο0--δ1οῦ 
” » τρίτου » δ0ν οθ-- 000 » 
ἑπομένως ἀξία τοῦ μίγαατος Ι7100 λεπτα. 

Τὸ μῖγμα σύγκειται ἐκ ὀκάδων 100-:2500-ἱ-50, ἤτοι 400. 

Ἐπιειδὴ δὲ αἱ {40 οκάδες τοῦ μίγματος ἀξίζουν 117504) λεπτά, Ἡ 
µία ὁκᾶ αὐτοῦ θὰ ἀξίζῃ π ἡ 4λ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
Σ07ε| ωγείθησαν 30 γΓαμμάρια ἀρ]ύρου ἔ]ογτος βαθμὸν καθαρό- 
τητος 0, 900 μετὰ 90 }γραμμαρίω» ἀργύρου ἔγοντος βαθμὲν χαθαρυ- 
τητος 0, 895 ποῖος θὰ εἶγε ὁ βαθμὸς τῆς καθαρόζητος τοῦ κράµατος; 


ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Λέγοντες,ὃτι ὁ βαθμὸς τῆς καθαρότητος τοῦ ἀργύρου 


ο 90, 
εἶνε 0, 900, ἐννοοῦμεν, ὅτι μόνον τὰ [πρ αὐτοῦ εἶνε καθαρὸς ἄργυρος, 


9 4 ν 100 Ί Γ ΄ 9 -ο 
τὰ δὶ ἄλλα τος είνε ἄλλα μέταλλα ευτελή. 


Καὶ τὸ προθληµα τοῦτο, ὡς καὶ τὰ πρὸς αὐτὸ ὅμοια, λύεται κατὰ 
τὸ ἀνωτέρω πρόθληµα τῆς ἀναμίξεως. Διότι εἷνε προφανές, ὃτι αρχεῖ 
πρὸς λύσιν αὐτοῦ, νὰ εὖὕρωμιν τὸ ποσὸν τοῦ καθαροῦ ἀργύρου, ὅστις 
ὑπάργει εἰς ἕχαστον ἐχ τῶν ἀγαμι]δέγτων µετά.ζζων, ἔπειτα ἐκ τού- 
των τὸ ποσὸν τοῦ χαθαροῦ ἀργύρου, ὅστις ὑπάργει εἰς τὸ χρᾶμα, χαὶ 
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ε νὰ κάµῃ μῖγμα μιᾶς οκᾶς, ἔπρεπενα βάλι 
: 5 α΄ εἴλ 20 
ἐκ τοῦ α΄ εἴδους στ 


15 
ἐκ τοῦ Θ΄ εἴδους ης 


ὂν διὰ νὰ κάµη μῖγμα 800 ὀχάδων, πρέπει νὰ βάλι 


90 ο 1 
ἐκ τοῦ α΄ εἴδους ας 800, τοι 45 οκ. --- 
{ 
.- 16 ᾿ ο ὐ 
ἐχ τοῦ 6 εἴδους ας 2«δ00, πτοι ο η λοχιπ.. 
ΠΡΟΡΒΛΗΝΑ 


;τις δύο ὄγκους ἀργύρου' χαὶ τοῦ μὲγ πρώτου ὁ βαθμὸς τῆς χα- 
Ἱςεὖνε 0.930. τοῦ δὲ δευτέρου 0,884) πόσον πρέπει γὰ «ζάδῃ 
ρου διὰ νὰ σγηµατίση Ὁ ὀκάδας ἀργύρου ἔγοντος βαθμὸν χα- 
.ς 0,900: 
στη θκᾶ τοῦ πρώτου εἴδους εἰσάγει εἰς τὸ κρᾶμα 0,095 αρ- 
ερισσότερον τοῦ ἀπαιτουμένου (διότι τὸ κρᾶμα πρέπει νὰ ἔχη 
καβχρότητος 0,900): ἑκάστη δὲ οκᾶ τοῦ δευτέρου εἰσάχει εἰς 
α 0,020 ἀργύρου ολιγώτερον τοῦ ἀπαιτουμένου. Ὥστε ἐξ 
ὀκᾶς τοῦ α΄ εἶδους περισσεύει ἄργυρος 0,095 τῆς οκᾶς, ἐξ ἑκά - 
ὀχᾶς τοῦ 6 λείπει ἄργυρος 0.090 τῆς οκᾶς. 
λοιπόν βάλῃ 320 ὀκκδ«ς ἐκ τοῦ α΄, θὰ περισσεύῃ ἄργυρος 

0.095 Χ90 οκάδες 
άλγη ὁῦ ὀκάδας ἐκ τοῦ δευτέρο», θὰ λείπγ ἄργυρος 

ϱ,090Χ 35 οκάδες. 
,, ἐὰν βάλι 90 ὀκάδας ἐκ τοῦ α΄ καὶ 9ῦ Οκάδας ἐκ τοῦ δευ- 
τος ἄργυρο: λείπει ἐκ τοῦ ἑνὸς εἴδους, τόσος περισσεύει ἐκ τοῦ 
ιαὶ ἑπομένως τὸ κρᾶμκα οὔτε περισσότερον τοῦ ἀπχιτουμένου 
( ἄργυρον οὔτε ὀλιγώτερον. 
οιπὸν ὤβελε να χἀάμµῃ χκρᾶμα ὃὅ ὀχκάδων, ἔπρεπε νὰ βάλη, 

90 οκ. ἐχ τοῦ α΄ 

καὶ 90 ὂκ. ἐκ τοῦ 0’, 


νχ χα κοᾶκκ ἰ οι.. ἔπρεπε νὰ βἀάλι 


ο, -- 
και τς ἔακ του 6 . 


Ινοχ Ν. Ἁαϊζιδακι, ΘεΩρΗτικΗ ΑΡΙΘΧΜΗΤΙΚΗ [1 
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µπορός τις ἠγόρασεν 85) οκάδας ἐλαίου πρὸς 95 λεπτὰ τὴν 
ειτα 9800 ὀκάδας πρὲς 1,05 καὶ τέλος 18960 ὀχάδας πρὸς 
ἆ ἐὰν τώρα θέλη νὰ πωλήσῃ ὅλον τὸ ἔλαιον τοῦτο διὰ μιᾶς, 
ον πρέπει νὰ πωλήσγ τὴν Οχᾶν διὰ νὰ μὴ ζημιωθῆ ; καὶ 
ον, ἂν θέλη νὰ κερδίσῃ 30 νο ἐπὶ τῆς ἀξίας του : 
ὶλ. η ἂν δὲ θέλη νὰ κερδίσῃ 900/µ, θὰ πωλήσῃ πρὸς 
36 
τπ | 

ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΚΡΙΘΜΗΤΙΚΩΝ ΜΒΣΩΝ 
.- Α ριθμητικὸγ μέσον ἢ µέσος ὄρος διαφόρων ποσῶν ὀμοειδῶν 
[ὁ ἄθροισμα αὐτῶν διηρηµένον διὰ τοῦ ἀριθμοῦ, ὅστις ἐκφρά- 
λπθος αὐτῶν. 
Ἱείγματος χάριν, ὃ µέσος ὄρος τῶν ἀριθμῶν 13, Ι8 καὶ 50 


πι Ἴτοι 20: ὁ δὲ µέσος ὄρος τῶν ἀριθμῶν 90, 35, 40, 


τν 
η 99. 
{ 


κέσους 9ρους μεταχειριζόµεθα εἰς πολλὰς περιστάτεις. 
έσωμ.εν λόγου χάριν, ὅτι ἐμετρήσαμεν τὸ μῆχος μιᾶς γραμμῆς 
άς᾽ καὶ την μὲν πρώτην φορὰν εὑρηκαμεν, ὅτι εἶνε 9,8 μέ- 
ν δὲ δευτέραν ὦ,1θ, τὴν δὲ τρίτην ὃ,1ῶ8 (εὑρήκαμεν δὲ 
: ἀριθμοὺς εἰς τὰς τρεῖς καταμετρήψεις διὰ τὰ λάθη, εἰς ἃ 
μεν ἕνεκα τῆς ἀτελείας τῶν οργάνων Ἡμῶν)' τότε ὡς πιθα- 
τιμη» τοῦ μηχους τῆς γραμμής λαμθάνομεν τὸν μέσον θρον 
ν εὑρεθέντων ἀριθμῶν, τοι 


τ (5 8-5, 16 ὅ, 108), ἡ ὃ, 719... 


χοἄδειγμα τῶν µέσων Όρων, ἔστω καὶ τὸ ἑξης. 

οὐ ματα τῶν τελωνείων κράτους τινὸς ύσαν 
τῷ Ι88() δραχμαὶ Ἵ 389 8δοΙ 
τῷ 18681 ) ὃ 500 οἱ 
τῷ Ι9δ2 ) ὃ 3σοδ Τ0ς 


τῷ 1888 ο» 9 0 01ὅ 
τῷ 1884 1096] 5Ι9 
τῷ 885  ν Ιὸ θ05 08: 


ὁ µέσος όρος τῶν εἰσοδημάτων τῶν τελωνείων χατὰ τὰ ἐξ 
η. 

έτουτὲς τὰ εἰσοδήματα τῶν ἓξ ἐτῶν εὑρίσχκομεν 00 981 {02 καὶ 
τες τὸ ἔκτον τούτου εὑρίσχομεν ὡς µέσον ὃρον 99841 195. 0ῇ),.. 
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Ἆιὰά να λύσωμεν αὐτῆν, προσθέτοµεν εἰς ἁμφότερα τὰ ἴσα τὸν ἀρι- 
ιὸν ὃ., ὅτε προκύπτει ὀχ--Ὁ -- 9-- 11 -|-ὃ ἡ 2γΞς 0) 
),αιροῦμεν τώρα ἀμφότερα τὰ ἴτα διὰ 3 καὶ εὑρίσχομεν χ---10’ ὥστε 
| µόνος ἀριθμὸς ὁ τὴν ἐξίσωσιν ἐπαληθεύων εἶνε ὁ 14). 

«χὶ τῷ ὄντι εἶνε ὁ«1() --ὃ-- 7 ἩἸ 11--1Τ. 

"Εστω καὶ ἡ ἐξίσωσις 2χ-]-8--1---19. 

Διὰ νὰ λύσωμεν αυτήν, προσθέτοµεν εἰς ἀμφότερα τὰ ἴσα τὸν 
εριθμὸν 19, ὅτε εὑρίσχομεν 2χ-|-5 -ἵ- 19--7γ--12-:-12) 

Ίτοι 2χ-- 20--ΞἹχ' ἔπειτα ἀφαιροῦμεν ἀπ᾿ ἀμφοτέοων τῶν ἴσων 
εούτων 2χ, ὅτε εὑρίσχομεν 
ὀχ--χ--20ήχ--2χ ἡ 205--(1---9)γ) 
τουτέστιν 20Ξξῶχ᾽ 
τέλος διαιροῦμεν ἀμφότερα τὰ ἴσα διὰ τοῦ ὅ καὶ εὑρίσχομεν 4:-Ξχ. 

Ἐκ τούτων βλέπομεν, ὅτι ὁ ἀριθμὸς , ἂν τεθῇ αντὶ τοῦ χ (χα] 
μόνος οὗτος), ἐπαληθεύει τὴν ἐξίσωσιν᾽ καὶ. τῷ ὄντι θέτοντες ἆ εἰς 
τὴν ἐξίσωσιν ἀντὶ χ, εὑρίσχομεν 22«4-|-δ--Ἱσ«ὰ---12, ἡ 16516, 
ὅπερ ἀληθές ἂν ὅμως τεθῇ ἄλλος οἰοσδήποτε ἀριθμὸς ἀντὶ τοῦ χ. Ἡ 
ἱάύτης δὲν ἀληθεύει. 


: / 


Ἡ ἐξίσωσις ------- -- τι 


΄ 
Εστω προσέτι 


ες 


4 


Πρὸς λύσιν αὐτῆς πολλαπλασιάζοµεν πρῶτον ἀμφότερα τὰ ἴσα ἐπὶ 
ὁ, ὃ (τοι ἐπὶ κοινόν τι πολλαπλάσιον τῶν παρβονομαστῶν 32 χαὶ 3) 
ιαἱ εὑρίσχομεν 


ϱ ἃ. πο 1 9,δ.ς-α.Ἡ, πο 
ὃν η) 

ἦτοι ὃχ---0Ξ-2 (Υ-(- !) 
) ὄχ---θ-- ο -- ο) 
εροσθέτοµεν ἔπειτα εἰς ἀμφότερα τὰ ἴσα τὸν ἀριθμὸν 0. ὅτε εὑρίσχομεν 

ΌχΞ- 2-Ι-δ' 
ἀφαιροῦμιν ἀπ᾿ ἀμφοτέρων τῶν ἴσων τὸν ἀριθμὸν ὀχ, ὅτε εὑρίσχαμεν 

ὂγ---ΦΥΞΞΖΧ -ἰ- ὃ---2χ. 

ἦτοι ΥΞ-8. 


Ὥστε ὁ µόνος ἀριθμός, ὅστις λύει τὴν ἐξίσωσιν εἶνε ὁ Β΄ χαὶ τῷ 
ντι ἔχομιν -- ---ἲ ο. { ᾱ---ἰ---ᾱ, ὃπιρ ἀληθές. 


. ΣΗΝΕΙΩΣΙΣ. Μία Γξίοθοις μόνον ἕνα ἄγνωστον δύναται νὰ πρθσδιο- 
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